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JLj opera che io oso offrire a V- M. è fruito 
degli incoraggiamenti , che la M. Y • , e i suoi 
Reali Predecessori hanno compartiti ai deboli 
miei sforzi per cooperare al progresso delle 
Scienze Fisiche in questi Regii Stati. 



Li miei sludi sulle scienze naturali si sono 
particolarmente aggirati intomo a quella parte 
della Fisica , che riflette alla costituzione ge- 
nerale de' corpi ponderabili j e conseguente- 
mente alle qualità delle loro molecole compo- 
nenti, e alle forze da cui sono animate, alla 
capacità de' diversi corpi pel calore , e alla loro 
dilatazione dal medesimo , alla densità e forza 
elastica de' loro vapori ecc. 

Io ebbi quindi occasione di osservare , che 
questa parte della fisica , che si può conside- 
rare come il fondamento delle altre , non avea 
finquì formato, singolarmente in Italia, l'og- 
getto d'un lavoro, che esattamente presentasse 
il complesso , e lo stato attuale delle cognizioni 
che vi sono comprese. 

Nacque perciò in me il desiderio di riem- 
piere questa lacuna, e di comporre un Trat- 
tato , che tutte riunisse , per quanto fosse pos- 
sibile, tra loro concatenate e connesse le ri- 
cerche , e le scoperte anche recentissimamente 
fatte in questo ramo di Scienza , non senza 
comprendervi il cenno di que' lavori coi quali 
aveva tentato io stesso di dilatarne il campo. 

Accintomi da più anni all' impresa, e trat- 
tando ciascuna parte del mio soggetto con 



Per tale considerazione io confido che V. M. 
guarderà benignamente a quest'offerta mia^ 
e con tale fiducia mi avanzo a supplicare la 
M. V. di aggradirne gli umilissimi miei ren- 
dimenti di grazie , insieme con Y omaggio 
della fermissima fedeltà , e del profondis- 
simo rispetto y col quale bacio le mani della 
S. R. M. V. 



UUmil."^ ed Obb."**» Servitore 

e Fedelissimo Suddito 

Amedeo Avogadro 



INTRODIJZIOIKE 



Jl er far conoscere in nna maniera preciaa V oggetto 
dell' opera che io presento al Pubblico , credo cosa 
conveniente V esporre dapprima alcune idee generali 
sulla classificazione delle Scienze Fisiche, onde fissare 
la relazione che colle loro diverse parti si trova aver 
quel ramo particolare delle medesime ^ che io mi pro- 
pongo di trattare. 

Tutte le cognizioni umane possono ridursi a due 
grandi classi , cioè le Scienze Fisiche che si aggirano 
sulle cose sensibili ^ ossia sui corpi e sulle loro pro- 
prietà ^ e le Scienze Metafisiche che esaminano la 
natura e le qualità de^li enti che non cadono sotto i 
sensi, ma sono essi medesimi dolati d'intelligenza o 
di senso. 

Le Scienze Fisiche di cui soltanto doU>iamo qui 
occuparci, si soddividono in due parti che possono 
indicarsi coi nomi di Matematica, e Fisica , pren^ 
dendo quest' ultimo nome in un senso più ristretto 
che quelk) di Scienze fisiche. 

La Matematica ( «otto il qual nome intendiamo qui 
quella che comunemente si dice Matematica pura ) 
si limila a considerare ne' corpi due proprietà affatto 
astratte , e generalissime , la quantità e V estensione , 
delle quali la prima <;onviene non solamente ai corpi. 
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ma «indie agli enti incorporei ed iatelligenii ^ poicLé 
di questi si ha pure a considerare il numero ^ e i 
diversi gradi delle loro facoltà ; onde per riguardo a 
questa proprietà la matematica rinchiude qualche cosa 
di metafisico , e confina così colla classe delle scienze 
di questo nome ; 1' altra poi ^ 1' estensione y si può in 
certa maniera riguardare y per naturalissima astrazione^ 
come distinta dal corpo sensìbile medesimo^ cioè co- 
me lo spazio che il corpo occupa ^ e che difllcil- 
mente si potrebbe concepire annullato , quando anche 
il corpo dal medesimo si togliesse. Questo basta per 
caratterizzare tale proprietà^ e far vedere la ragione 
per cui se ne unisce la cognizione a quella della 
quantità , per farne 1' oggetto della Matematica y sot- 
traendola al dominio della Fisica ^ senza entrare nelle 
questioni^ che da molli si agitano^ sulla realtà o non 
realtà dello spazio in se stesso. 

Quella qualità che distingue il corpo o materia , 
quale la Fisica lo considera ^ è T impeneti^abilità y 
cioè la proprietà per cui un corpo non può sussistere 
dove già se ne trova un altro y ossia per cui ciascun 
corpo esclude gli altri corpi dal luogo che esso oc- 
cupa. 

Infatti egli è evidente che per questa proprietà ap- 
punto i corpi divengono sensibili al tatto , e sarebbe 
facile il far vedere y che anche gli altri sensi non pos- 
sono essere colpiti dai corpi o immediatamente o me- 
diatamente y se non in ragione di tale proprietà. 

Ma il corpo considerato come impenetrabile ha poi 
anche un'altra proprietà^ o dirò meglio capacità^ che for- 
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e (lisiinte di cui sono composti ^ e li riguarda^ per 
quanto appartiene al suo principale oggetto^ come 
perfettamente solidi^ o perfettamente fluidi ^ e quesia 
si distingue col nome di Meccanica ; la seconda li 
considera quali realmente sono^ come formati dalla 
riunione di tali molecole più o meno strettamente 
tra loro connesse secondo certe leggi ^ ma senza 
occuparsi delle diverse spezie di queste molecole^ 
da cui risultano le diverse sostanze che in natura 
esistono^ e questa è la Fisica presa in un senso 
più ristretto dei precedenti , e quale s' intende gene- 
ralmente dai più moderni autori di Corsi di Fisica ; 
la terza finalmente esamina quelle diverse spezie di 
molecole y ossia le diverse sorta di sostanze che dalla 
loro riunione si formano^ e le leggi con cui le mole- 
cole eterogenee tra loro si uniscono ^ o si separano 
per la produzione di tali diverse sostanze^ e questa 
parte si chiama Chimica, 

La Fisica propriamente detta tiene così il mezzo 
tra la meccanica , e la chimica ^ cosicché se altri vo- 
lesse riservare il nome di Fisica alla scienza dei corpi 
sensibili e impenetrabili ^ presa in tutta la sua gene- 
ralità y e per opposizione alla Matematica y o almeno 
attribuirlo alla Fisica generale in cui le tre parti indi- 
cate sono comprese ^ potrebbe assegnare a questa parte 
separatamente il nome di Chimico-meccanica , poiché 
tìon pare esserle stato consecrato dalFuso alcun no- 
me particolare e distinto , come pur sarebbe stato 
convenevole. 

Per la soddivisione ulteriore dì questo ramo di Scien- 
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aa^ di cui dee far paite T oggetto della presente opera, 
ossenreremo, che le molecole corporee possono presentar- 
si in dne stati affatto diversi; nell'uno esse sono tra loro 
più o meno strettamente riunite da forze intrinseche od 
estrinseche y cosicché vengano a formare masse sensi- 
bili, e che si manifestano particolarmente col loro peso , 
<mde ne risultano i corpi detti ponderabili ; V altro è 
uno stato di disunione , e di tenuità tale , che 
dal loro complesso non 6Ì formano masse distinte , 
dotate di peso sensibile, ma solo fluidi sottilissimi, i 
quali o circondano le molecole de' corpi ponderabili , 
e possono passare dall' uno all' altro di essi con moto 
proprio, o sono universalmente diffusi nello spazio, e 
suscettibili di moti di vibrazione che per essi si pro- 
pagano, secondo le due teorie diverse che si sono 
proposte per ispiegare i fenomeni che si riferiscono 
• ad alcuni di essi, e che non è qui il luogo di esa- 
minare. Qumdi la divisione della Fisica propriamente 
delta, ossia della Chimico-meccanica in Fisica de' corpi 
ponderabili y e Fisica de^ corpi imponderabili. 

La costituzione generale però dei corpi dotati di 
massa sensibile , di cui si occupa la prima di queste 
parti, è strettamente collegata o colla presenza , e colla 
maggiore o minor quantità di uno dei fluidi imponde- 
rabili che dalla sensazione di calore che è atto, ad eccitare 
in noi fu detto calorico , o secondo 1' altra delle due 
accennate teorìe , con un moto di vibrazione più o 
men rapido delle loro molecole, che dall'uno all'al- 
tro si comunica per mezzo delle vibrazioni d' un fluido 
imponderabile generalmente diffuso nell' interno di essi 
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corpi, come in tutto lo spazio. Quindi resta necessaria 
che la Fisica de* corpi ponderabili si occupi anche di 
questo fluido particolare calorifico ^ o delle vibrafoni 
di quel fluido generalmente in essi difiiiso ^ in quanto 
possano i loro effetti influire sulla costituzione de' corpi 
ponderabili medesimi , rimandando però le considera- 
zioni più generali sul mòto di tali fluidi alla Fasica de' 
corpi imponderabili. 

I fluidi poi che formano 1' oggetto proprio e ispe- 
ciale di quest' ultima possono distinguersi in due classi, 
relativamente a due modificazioni diverse nella lor ma- 
niera d' agire. I fluidi della prima classe, senza esercitare 
ordinariamente alcuna influenza sulla costituzione dei 
corpi di massa sensibile, entrano però nella lor sostanza , 
girano attorno alle loro molecole , o aderiscono alla 
lor superficie ed esercitano sopra i medesimi certe 
azioni da cui risultano moli particolari in alcune cir- 
costanze nelle masse sensibili stesse ; da una o più 
specie di questi fluidi dipendono i fenomeni che si 
sono compresi sotto il nome di elettricità e di ma- 
gnetismo. Di questi fluidi , e della loro azione dee la 
Fisica ossia la Chimico-meccanica occuparsi , poiché 
noi non li conosciamo che per le proprietà che ne 
risultano nei corpi di massa sensibile a cui aderiscono, 
e non sotto forma di sostanze separate , come quelle 
che formano Y oggetto particolare della Chimica , e 
forse non sono essi essenzialmente distinti quanto alla 
loro sostanza dagli altri fluidi imponderabili ; i feno- 
meni elettrici e magnetici hanno del resto tra loro 
una troppo grande analogia perchè si possano separare 
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per giungere all^ occhio ; sta che tali effetti si produ- 
cano per mezzo delle vibrazioni comunicate dalle mo- 
lecole dei corpi medesimi a quelle d' un fluido gene- 
ralmente diffuso nello spazio. 

La parte della Fisica propriamente detta ^ che tratta 
dell' elettricità e del magnetismo , può comprendersi 
sotto al nome di Elettrologia , e quella che si occupa 
dei fenomeni della luce , e del calorico raggiante , ì 
quali sono sottoposti a leggi comuni , sotto il nome di 
Ottica. 

Quanto alla Fisica speciale, poiché essa si aggira 
sovra i corpi particolari che compongono V universo , 
essa si divide naturalmente dalla considerazione della 
diversa natura , o mutua relazione di questi oggetti. 
E in primo luogo tali oggetti sono^ o terrestri o celesti] 
terrestri chiamiamo quelli che si trovano sulla super- 
ficie della terra che noi abitiamo^ o nelle sue viscere^ 
per quanto noi possiamo conoscervi addentro; i corpi 
celesti poi sono quelle grandi masse , dette comunemente 
astri, che colla terra medesima considerata nel suo 
complesso , compongono V intiero universo. La F^ica 
speciale adunque può dividersi in Fisica terrestre, e 
Fìsica celeste] quest'ultima con proprio nome chia- 
masi anche AstrononUa. 

Tra i corpi terrestri^ i quali possiamo conoscere 
più da vicino che i corpi celesti , altri diconsi orga-- 
nici, ed altri inorganici ; quelli hanno una struttura 
e configurazione particolare^ nascono gli uni dagli 
altri , crescono ^ e si sviluppano , assimilandosi le so- 
stanze di coi si nutrono , e esercitano^ in generale 
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cene fiinzknu che si compreadono sotto il noate di 
vUa'j tali sono gli ammali ^ e le piante. 

I corpi inoi^anici al contrario non hanno che for« 
me per dir cosi accidentali^ sebbene talvolta deter- 
minate , si producono p^ sempUce apposizione delle 
materie di coi sono composti^ e non esercitano alcnna 
particolar funzione ; tali sono le pietre , V acqua ecc. 
Quindi la Fisica terrestre può soddividersi in Fisica 
terrestre organica ^ e Fìsica terrestre inorganica. 

Abbiamo detto che i corpi organici comprendono 
gli animali^ e le piante o vegetati. Conseguentemente la 
Fisica oi^anica ha due parti ^ che si distinguono coi nomi 
di Zoologia, ossia Trattato degli animali^ e Fetologia o 
Botanica , cioè Trattato de' vegetali o delle piante. 

Quanto ai corpi inorganici^ che formano la massa 
inerte del nostro globo ^ gli uni appartengono alla sua 
parie solida , e diconsi minerali , gli altri alla parte 
fluida , che comprende il mare , i fiumi, i laghi, e Tatmo- 
sfera ossia massa d'aria che circonda il globo terrestre. 
Questi ultimi corpi hanno uua stretta relazione tra 
loro neir economia di questo globo, poiché per mezzo 
della syaporazione le acque passano continuamente neìV 
atmosfera , e i vapori che ne risultano condensandosi 
poi di nuovo in pioggia , neve ecc. danno origine alle 
fontane e ai fiumi , che riconducono queste acque al ma- 
re, e così successivamente per una perpetua circolazione. 
Quindi il celebre mineralogista Werner ha il primo 
separati questi corpi dai minerali sotto un nome par- 
ticolare, cioè di Regno atmosferico , nella stessa ma- 
niera che avanti lui già da antichissimo tempo si di- 



fiù,. 



XIV 

■ 

stingaevano ì tre Regni o grandi classi di corpi ler- 
restri , animale , vegetale ^ minerale. 

Siccome adnnqae la Fisica terrestre organica si oc- 
cupa deMne regni animale e {vegetale , così V inorga- 
nica s' aggira sopra gli altri due regni minerale , e 
atmosferico , e si divide quindi in due parti , di cui la 
prima si chiama ilfi/iera/og'ùz ( prendendo questo nome 
nella sua più estesa significazione)^ e l'altra Meteo- 
rologia, poiché meteore si dicono in generale i feno- 
meni che accadono ncU' atmosfera. 

Aggiungendo ora a queste quattro parti della Fi- 
sica speciale terrestre , la Fisica celeste ossia V astro- 
nomia , la Fisica speciale viene a comprendere cinque 
scienze distinte , cioè la Zoologia , la Botanica , la 
Mineralogia , la Meteorologia , e V Astronomia. Os- 
serveremo ancora che la Fisica speciale potrebbe an- 
che chiamarsi con un nome più usitato Storia ìiaturale, 
se non che sotto questo nome non si suole compren- 
dere ne V astronomia , né la meteorologia. 

La divisione che qui abbiamo indicata delle scienze 
Fisiche si scosta a molti riguardi , come é facile ve- 
dere y da quella che Ampère ha data delle stesse 
scienze^ che egli chiama Cosmologiche per opposizione 
alle scienze metafisiche da lui dette NoologicJie ( Essai 
sur la philosophie des sciences , Pai^is i834 ). Così 
egli separa dapprima ciò che riguarda i corpi organici 
sotto il nome di Scienze Fisiologiche , e quanto alle 
altre parti che sono secondo lui le Scienze Cosmologiche 
propriametUe dette, egli comprende nelle Scienze 
Matematiche , che corrispondono a quella parte da 



noi qui sopra chiamata semplicemente MaienutUcay zn-- 
che la Meccanica, e rAsironomia; in yece che noi abbia- 
mo riferite «pieste sciense alla Fìsica presa nel suo senso 
più esteso , e come in opposizione a quello di Matematica^ 
cioè la prima alla Fìsica generale y e la seconda alla JFXsù:» 
speciale. Quanto alle sciense Fisiche di Ampère, che 
astrazion fatta da quegli stralci delle scienze Fisiolo- 
giche y della Meccanica , e dell' Astronomia corrispon- 
derebbero alla nostra Fìsica presa nel senso più esteso, 
egli le divide in Scienze Fìsiche propriamente dette 
che sono 1' equivalente deUa nostra Fìsica generale , 
e Scienze geologiche che corrispondono, avuto ri- 
guardo alla separazione suddetta della Fisica organica, 
e dell'Astronomia, alla nostra Fisica speciale. Ma in 
vece di dividere quelle scienze Fìsiche propriamente 
dette y ossia la Fisica generale immediatamente per 
rapporto ai diversi oggetti che vi abbiamo distinti , 
e che, per la separazione suddetta della meccanica, si 
ridurrebbero a due, e così nella Fisica propriamente 
detta, o ChUnico^meccanicay e nella Chimica, Ampère 
De & dapprima ( per non parlare della parie tecnulo* 
gica, che egli considera separatamente, come applicazione 
di queste scienze ) due gradi di cognizioni , di cui 
r uno si limiterebbe all' osservazione dei fenomeni , 
sotto il nome di Fisica elementare , e l'altra cerche- 
rebbe di assegnarne le leggi sotto quello di Fisica 
matematica^ e soddivide poi queste due parti ciascuna 
in ima maniera analoga a quella che abbiamo adope- 
rata immediatamente per la Fisica generale , cioè la 
prima in Fìsica sperimentale, e Chimica, la seconda 



X?I 

in StereononUa ( nome alquanto improprio con cui egli 
indica la scienza delle leggi che reggono le proprietà 
fisiche dei corpi ) ^ e Atomolagia ossia Teoria atomica ^ 
delle quali egli non ispinge più oltre la divisione nel 
suo Quadro generale delle Scienze. 

La classificazione delle scienze di Ampère è dedotta 
da certe idee generali sistematiche , che talvolta non 
senza qualche violenza o soverchia sottigliezza si appli- 
cano alle divisioni particolari dei diversi rami ^ e in ma- 
niera da separare ^ e smembrare in più parti quelle dot- 
trine^ che si sogliono trattare unitamente secondo che la 
connessione degli oggetti pare richiederlo. Senza cercar 
di togliere a quella ingegnosa classificazione il merito 
che essa possa avere in se stessa ^ , come quadro delle 
cognizioni lunane^ ho creduta la divisione che ho so- 
pra indicata , più conforme alle idee ricevute suU' or- 
dine y e la distribuzione delle scienze Fisiche y e più 
alta a render ragione dei limiti in cui V oggetto della 
presente opera é compreso. Così per non parlare y se 
non dei rami che a quest' oggetto si riferiscono più da vici< 
no, sarebbe forse diflìcile di separare quello che riguarda 
i fenomeni ^ e la loro osservazione immediata y dair 
esposizione delle leggi con cui si e cercato di rap- 
presentare questi stessi fenomeni , e quindi così poco 
conveniente di isolare ciò che costituisce secondo Am- 
père la Fisica sperimentale da quello che apparterrebbe 
alla Fìsica matematica y come lo sarebbe il separare 
la Chimica dalla teoria atomica che ne è il comple- 
mento, o la parte più razionale. E quanto alle appli- 
cazioni dcUa Fisica alle arti; se si parla della sem- 
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vastissimo dominio delie Scienze Fisiche ^ si scegliesse 
dai diversi loro coltivatori alcuno di essi rami ^ a cui si 
applicassero più specialmente ed anche esclusivamente. 

Le diverse parti della Fisica speciale furono dap- 
prima parùcolarmente distratte da quella generale de- 
nominazione di Fisica , e coltivate separatamente , e 
v' ebbero già da tempo più o meno antico Mineralo- 
gisti ^ Zoologi y Botanici ed Astronomi di professione. 
Si andò quindi a poco a poco restringendo anche il 
campo della Fisica generale , col separarne diversi 
rami particolari che divennero scienze sussistenti da 
loro stesse. Cosi si trattò a parte la Meccanica , con- 
siderandola come Matematica applicata. La Chimica 
fornì materia amplissima a lavori speciali^ e a corsi e 
trattati elementari che la presero per oggetto ^ e in 
questi ultimi tempi fu a un dipresso ristretta la sfera 
di ciò che si chiamò un Corso di Fisica a quella parte 
che sopra abbiamo indicata col nome di Fisica prò- 
priamente detta y ossia Chimico-meccanicay e che com- 
prende la Fisica de' corpi ponderabili , le Teorie del 
magnetismo e dell' elettricità^ e l' Ottica. Tale è l'esten- 
sione dei Trattati di Fisica di Haùy^ Biot^ ecc. 

Tuttavia anche questo campo di cognizioni era an* 
cor troppo vasto , e comprendeva oggetti troppo tra 
loro diversi y perchè non si dovesse cercare a colti- 
varne separatamente le diverse parti. Infatti le due 
ultime divisioni di cui abbiamo parlato^ F Elettrologia^ 
e r Ottica^ furono già da lungo tempo^ senza cessar di 
far parte dei trattati o corsi compiuti di Fisica ^ argo- 
menti di trattati od opere speciali \ e nei corsi di Fisica 
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!Aessi fiirono comprese fra limili ben determinati^ seb- 
bene esposte con quella maggior o minor estensione, 
e diligenza cbe ai loro autori pareva richiedere la na- 
tura e la destinazione dei medesima 

La sola Fisica de' corpi ponderabili rimase come 
nocciuolo per dir cosi della Fisica presa nell' accen- 
nato più ristretto senso , ma senza che le siano stati 
assegnati limiti ben precisi , né fatta un' esatta enu- 
merazione , e distinzione dei punti su cui essa dee 
aggirarsi, e quindi es$a non fu trattata né nei corsi di 
Fisica (di cui gli altri oggetti assorbivano necessariamente 
una gran parte dell' estensione che loro si poteva con- 
cedere)^ né in opere separate ad essa specialmente 
consecrate , con quella pienezza che si richiedeva per 
formare un quadro compiuto delle moltiplici cognizioni 
che vi ai riferiscono. 

Per penetrare alquanto più addentro e più parii- 
tamente in queste cognizioni , di . quello che si potesse 
fare net corsi di Fisica , conveniva finquì cercarle o 
nelle opere di Meccanica o di Chimica , ove esse si 
trovano talvolta trattate parzialmente in mezzo ad altri 
oggetti affatto a loro estranei ; o in immense colle- 
zioni y come Memorie di Accademie , Giornali Scien* 
tifici ecc. , in cui giacciono sparse le Memorie origi- 
nali degli Antori sopra i diversi punti particolari che 
esse comprendono; o in alcune opere riguardanti altre 
scienace , a cui qualche parte della scienza dei corpi 
ponderabili fu considerata come sussidiaria, quale è 
per esempio la Cristallografia nei trattati di Minera- 
logia; o finalmente in opere speciali sopra diversi og- 
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getti particolari di questa scienza, ove mentre per una 
parte si è data un* eccessiva estensione all' esame di 
alcuni punti considerati sotto certi aspetti^ e talvolta 
anche qui per sei*vir di sussidio ad altre scienze ^ si è 
poi al contrario tralasciato di toccare ad altri punti troppo 
strettamente collegati coi primi per esserne convene- 
volmente disgiunti. 

' A tale lacuna nella serie delle opere didascaliche 
di argomento fisico^ che fìnqui possediamo , io ho 
cercato di supplire col presente lavoro. In esso mi 
8on proposto di esporre un quadro ^ per quanto mi 
fosse possibile , compiuto ^ e sufficientemente esteso 
di questo ramo di cognizioni che ho indicalo nel suo 
complesso col nome di Fisica de* corpi ponderabili. 
Io penso d' aver qui sopra stabilito in una maniera 
precisa V oggetto di questa scienza^ facendone vedere 
il rapporto e la connessione con altre scienze più o 
meno ad essa vicine , di cui a tale scopo ho creduto 
dover presentare la generale classificazione; e nell'opera 
stessa se ne vedranno più specialmente le singole parti e la 
loro distribuzione. Sarebbe pur conveniente V assegnare 
a questo ramo di scienza un nome più preciso ana- 
logo a quello delle altre scienze^ da cui viene così ad 
essere separato ^ come un oggetto di studio speciale ; 
ma non mi parve conveniente introdurre nel titolo di 
un' opera un nome nuovo , che avrebbe poi avuto 
bisogno d' una definizione per essere inteso^ ed ho prefe* 
rito di servirmi d'un titolo che contiene questa definizione 
medesima y qual' è appunto quello di Fisica de* corpi 
ponderabili , già del resto adoperato da altri in alcune 



coUezioDi scientifi<^e elementari. Forse potrebbe un 
^omo restringersi a questa significazione il nome 
di Fisica 9 che come già abbiamo veduto ^ si è andato 
finqiù vieppiù riducendo dalla più grande generalità y 
per cai si estendeva allo studio di tutte le pro- 
prietà dei corpi y sino al senso sotto cui questo 
nome si applica alle materie molto più limitate 
comprese negli odierni corsi di Fisica y dalle quali 
non si avrebbe più che a distrarre sotto i loro nomi 
particolari V Eletttologia e V Ottica. Intanto V oggetto 
dì qnesto ramo di scienza^ per quanto manchi ancora 
d* im nome speciale y e generalmente adottato y non 
lascia di essere ugualmente determinato e distinto , 
secondo qtiello che sopra si è veduto^ che quello degli 
altri rami di scienza vicini. 

Da ciò che sin qui si é detto y appare che qnest' 
opera è d'un genere affatto diverso da quello dei 
Trattati o Corsi di Fisica anche ristretti quanto alla 
natnra delle materie tra i più angusti limiti che loro si 
sogfiono assegnare y ed in cui si sia data per altra 
parte la maggior estensione allo sviluppamento di que- 
ste materie y quale sarebbe per esempio il Trattato 
M Fisica sperimeniale e Matematica del signor Biot. 
Ddle Ire parti che questi Trattati contengono y quali 
le abbiamo indicate nella nostra classificazione delle 
Scienze Fisiche y cioè la Fisica de' corpi ponderabili y 
r Elettrologia ( compreso il magnetismo ) e T Ottica^ 
ana soia y e appunto quella che in tali opere era stata 
trattata con minor estensione^ e meno compiutamente, 
cioè la prima di esse, forma l'oggetto della presente 



/ 



xxu 

opera^ d' un volume a un dipresso a quelle comparabile. 
Quindi è che questa parte a cui essa si limita ^ vi è 
trattata in contraccambio con molto maggior estensione^ 
di quella che le sia stata data in alcun corso di fisica^ 
e aggiungerò ancora in alcuna opera qualunque^ man- 
candoci appunto finqui^ come già si è accennato, un 
Trattato speciale in cui essa si sia compresa per in- 
tiero. 

Del resto io non ho fatto difficoltà di approfittare 
per la compilazione di questo lavoro , di ciò che ho 
trovato di più conveniente al mio scopo in quelle 
opere elementari , e corsi di fisica , e particolarmente 
in quella stessa egregia opera del signor Biot, di cui 
ho talvolta ricopiate anche le parole , principalmente 
pei diversi punti , su cui quel Trattato presenta svi- 
luppamenti proprii alF Autore , e che si possono 
considerare come MemcM'ie originali. Ma per la mag- 
gior parte degli oggetti compresi nel piano del mio 
libro , ho dovuto in generale ricorrere alle collezioni 
accademiche , e alle diverse opere periodiche in cui 
si trovano dispersi i lavori originali che li riguardano, 
ed anche ad alcune opere speciali più estese relative 
ad alcuna delle soddivisioni di questa parte della Fi- 
sica , per ritrarne ciò che mi pareva essenzialmente 
appartenere al mio scopo , e non ho esitato né an- 
che a farlo soventi colle parole stesse degli Autori , con 
quelle abbreviazioni , e soppressioni per una parte , e 
con quelle aggiunte e modificazioni per V altra , che 
ho credute necessarie per lo schiarimento e per la 
connessione delle materie , e per evitare le inutili ri- 



petizioni. In&ui io non poteva lusingarmi in generale 
di sostituire altre migliori espressioni a quelle che gli 
Autori stessi delle scoperte aveano stimate le più pro- 
prie a dame una chiara idea ai loro lettori; e quanto 
a quelle porzioni di opere più estese di cui ho cre- 
duto poter far uso per alcune parti della mia y sarebbe 
stata inutile &dca il cercai: di cangiarne intieramente 
la tessitura e V esposizione. Mi son dunque soventi 
limitato per ciascun punto particolare all' uffizio di 
raccoglitore^ e di commentatore; F ordine solo^ e 
la connessione ^ per cui ho cercato di collegare in 
un solo tutto le diverse parti della scienza y pud con- 
nderarsi come a me appartenente^ seppure non si 
voglia tener, conto di quelle particolari ricerche speri- 
mentali e teoriche y sovra alcuni punti , di cui mi sono 
occupato io stesso in diversi tempi ^ e di cui non ho 
dovuto tralasciare di far conoscere i risultati y già 
pubblicati in diverse collezioni y unitamente a quelli 
deMavori degli altri autori sugli stessi oggetti. 

Ho per altra parte citate acciuratamente le memorie^ 
e le opere speciali da cui ho ricavato i diversi mate- 
riali che ho radunati in questo Trattato^ onde possano 
ad essi ricorrere gli studiosi che volessero risalire ai 
fonti stessi, consultando i lavori originali^ ed ho anche 
notato espressamente i libri di più generale argomento 
di cui ho particolarmente approfittato per T esposizione 
di alcune divisioni della mia opera y onde evitare la 
taccia di essermi appropriato il frutto delle fatiche 
dei loro autori y senza renderne loro la dovuu testi- 
monianza. 
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Quanto alle diverse parli del ramo di scienza che 
forma T oggetto di questo Trattato^ e di cui si vedrà- 
la distribuzione e V ordine^ quale ho creduto doverlo 
adottare^ ìiel corso dell'opera stessa^ mi limiterò qui 
a dire alcuna cosa sulla maniera con cui ho trattato 
i punti eontenuti nel I.^ volume che esce ora alla luce> 
e che sarà seguito dal rimanente dell' opera , tosto 
che ne sarà finita la stampa. 

Delle due Parti che formano la più general divisione 
di questo Trattato ^ V una relativa alla costituzione 
de' corpi considerati ad una temperatura fissa ^ l'altra 
all' influenza che vi esercitano i cangiamenti di tempe • 
ratura^ soddivisa ciascuna di queste parti in più Libri, 
-il presente volume non comprende che r due primi 
libri della prima ^ che riguardano la costituzione dei 
corpi in generale ^ e quella de' corpi solidi in parti- 
colare. 

Non occorre premettere qui alcuna cosa sulle ge- 
neralità che formano l'oggetto del i.° Libro ^ il quale 
non occupa che una piccola porzione del volume. Nel aJ* 
Libro che ne costituisce la maggior estensione > ho 
^procurato di riunire l' indicazione de' lavori matema- 
tici sulla natura delle forze ^ che appartengono alle 
molecole de' corpi solidi^ e i risultati sperimentali pù 
importanti sulla loro coesione , elasticità ecc. ; pro- 
prietà dipendenti da queste forze. Tra i lavori mate- 
matici , ossia di applicazione del calcolo alla meccanica 
molecolare , sono compresi sia quelli di statica , 
Hìoè che riguardano 1' equilibrio delle forze mole- 
colari colle forze esterne che tendono a cangiar 



la poa£Ì<tfie ddle molecole , e quindi la fignrt dei 
corpi , sia quelli di oggetto dinamico y cioè che ai 
riferiacono alle vilnrasioiu che negli sieasi corpi si prò* 
dacono quando^ cessando queste forze esterne^ essi ri- 
lomano alla lor figura primitiva ^ e cosi anche ai suoni 
che risultano da tali vibrasioni comunicate all' aria ^ 
^ per messo di questa trasmesse all' organo dell' udito. 
Queste cose possono riguardarsi come appartenenti 
realmente dia Meccanica y e cosi escluse rigorosa* 
mente dall' oggetto di questo Trattato^ in quanto esse 
ione ccmseguenze matematiche di leggi supposte nefl' 
esercizio delle forze che vi si considerano y e che sar 
rebbero vere y quand' anche le leggi stesse fossero 
semplicemente ipotetiche ; e in&tti si trovano esse esposte 
con maggiore o minor estensione nA Trattati più com* 
pinti di Meccanica^ qual è per esempio quello del sig. 
Poisson^ 3/ edizione. Nonèperòmen vero che le sup- 
posizioni che servono di base al calcolo y sulle leggi delle 
forze molecolari^ sono appunto quelle che hanno luogo ap- 
prossimativamente tra le molecole de' corpi per pic- 
colissime variazioni nella loro relativa posizione^ e le 
conseguenze stesse che se ne deducono^ mentre sono 
soventi lasciate a parte da chi non istudia la mecca- 
nica , che per le applicazioni più usuali di questa 
scienza y o per quelle che 1' Astronomia ci presenta y 
si connettono per altra parte strettamente con altre 
cognizioni più speciali sulla costituzione de'corpi^ che 
appartengono essenzialmente al dominio della Fisica 
propriamente detta. Ho dunque stimato indispensabile 
di dare un' idea alquanto particolarizzata di queste 
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ricerche nel mio Trattato ; se non cbe mentre ho 
cercato di far Yedere il rapporto dei risultati ottenuti 
-colia natura delle forze molecolari^ per quanto pos- 
siamo conoscerla y come quella che la Fisica dee prin- 
cipalmente considerare , ho creduto poter sopprimere 
come estranee al mio scopo le particolarità dei calcoli 
analitici^ per mezzo di cui si è passato da quei prin- 
cipii generali alle conseguenze più speciali ^ contentan- 
domi di riferire queste ultime^ e di paragonarle coi 
risultati sperimentali. Relativamente a quel rapporto 
dei risultati di cui si tratta colla natura delle forze 
da cui dipendono y ho procurato sopratutto di esporre 
con qualche accuratezza le specolazioni del sig. Poisson 
contenute nelle sue Memorie speciali sui punti che ¥Ì 
si riferiscono ^ e di cui il sig. Poisson non ha creduto 
di dover &r uso egli stesso nel suo Trattato di Mec-^ 
conica. 

Per le ricerche sperimentali relative alle vibrazioni 
sonore che formano una delle applicazioni più esie&e 
dei suddetti principii ^ ho fatto uso ^ oltre ai lavori di 
Chladni ( di cui però non ho riferito che i risultati 
principali y e de' quali si può render teoricamente ra- 
gione in una maniera generale )y anche di quelli più 
recenti del sig. Savart^ e di aliri^ che non si trovano 
finora radunati in alcun trattato compiuto né di mec- 
canica né di fisica. 

La parte poi della costituzione de' corpi solidi alla 
quale ho creduto dover dare la maggior estensione y 
é quella che riguarda la cristallizzazione. Quesu 
parte è generalmente appena indicata nei Trattati eie- 
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ihentari di Fisica anche più recenti ; ma essa mi è 
sembrata troppo essenzialmente appiirtenente alla na- 
tura de* corpi . ponderabili y perchè potessi omettere di 
esporre partitamente in quest'operaie cognizioni chela 
riguardano. È vero che questo ramo di scienza è trattato 
difTusamente in alcune opere speciali di cui essa forma 
r oggetto ; ma queste non ne abbracciano in generale 
4uao il complesso ^ e i loro autori riguardando la 
Cristallografia ciascuno sotto diversi aspetti , e relati- 
vamente a scopi parucolari che si proposero^ mentre 
ne hanno sviluppata alcuna parte con una prolissità forse 
incòmoda a chi non voglia applicarsi allo studio della 
medesima^ che come oggetto di Scienza Fisica^ hanno 
talvolta intieramente trascurate le altre partL Così 
mentre Haìiy nel Trattato di Cristallografia^ annesso 
alla sua opera sulla Mineralogia, si è principalmente 
occupato della teoria della struttura dei cristalli, colla 
quale si cerca di spiegarne la derivazione per la sovrapo 
sizione di molecole di date figure secondo certe leggi, 
teoria di cui egli è stato il creatore, i Mineralogisti 
Tedeschi che dopo lui si applicarono a questa pro- 
prietà dei corpi , ne studiarono principalmente le re- 
lazioni puramente geometriche, trascurando la parte 
più propriamente fisica di questa scienza. Io ho procu- 
rato di riunire, e coordinare tra loro queste due parti, 
aggiungendovi anche quelle altre cognizioni relative ai 
corpi cristallizzati che erano finquì sparse nelle Me- 
morie particolari , e che non riferendosi speciolinente 
ne all' uno né all' altro dei due aspetti indicati , noix 
si trovano radunati in alcun Trattato di Cristallo- 
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grafia. Tali sono tra le altre quelle che riguardano più da 
vicino la natura ìntima della cristallizzazione^ e il suo 
rapporto colla composizione de' corpi y quali le spe* 
colazioni di Wollaston e di Ampère > e i lavori spe- 
rimentali più recenti di Mitscherlich ed altri ^ sull' 
isomorfismo e dimorfismo delle diverse sostanze^ ce le 
hanno somministrate. 

Del resto ^ quanto a quella parte puramente geome- 
trica della teoria della cristallizzazione y ho realmente 
trovato il più gran soccorso in alcune opere scritte in 
tedesco y in cui si sono radunati e ridotti in sistema 
i lavori &tti in Germania da diversi cristallografi di 
quella nazione y e che sono ancora pochissimo noti 
nel rimanente dell' Europa , ed ho particolarmente 
fatto uso per questo del Trattato di Cristallografia 
di Carlo Federigo Naumann^ di alcuna parte del quale 
il dapo della mia opera che riguarda questa teoria 
geometrica y si può. se si vuole considerare come un 
sunto ^ od anche come una libera traduzione. Cosi 
pure nella teoria fisica della struttura de' cristalli y ho 
seguito passo a passo 1' esposizione fattane da Haùy 
medesimo y sopprìmendo però quella parte de' suoi 
calcoli ad essa relativi y che non sarebbe più stata 
die una duplicazione di quelli contenuti nella parte 
puramente geometrica. 

T7on mi resta più qui che a far parola dell' esten- 
sione delle cognizioni preliminari y e sussidiarie^ che 
mi paiono necessariamente richieste in chi voglia stu- 
ccare le diverse teorìe contenute in quest' opera. In 
prìmo iuogo ho dovuto supporre i miei lettori abba- 



statua istnitiii e inldligeiiii nella geometria ^ e ndl'eoa- 
lisiche co8thiiÌ8coiio la matetnaiica pora^ per poterne 
segaìre le continue applicaxioni che ne preienta la Fisi- 
ca, e particolarmente U ramo dì essa che forma 1* oggetto 
di questo Trattato. Lo stesso si dica dei principu della 
Meccanica^ poiché la Fisica de* corpi ponderabili non è 
per dir così , secondo quello che abbiamo veduto p 
che la Meccanica applicata alle molecole ìnsensibiU 
di cui questi corpi sono compostL 

Quanto alle altre parti della Fisica propriamente 
detta y della quale la Fisica de' corpi ponderabili nou 
è che una porzione , cioè V Elettrologia , e V Ottica ^ 
compreso anche in quest'ultima ciò che riguarda le 
leggi del calorico raggiante , e$9t iono e st r anee all' 
oggetto di quest' opera y e posteriori , nell' ordine na-* 
turale delle cognixioni^ allo studio del medesimo; cosic- 
ele esse ne richieggono e$9e medesime la eogniaione 
preliminare. Non ho dunque dovuto far uso in questo 
Trattato delle nozioni che riguardano tali scienze, 
se non che ho dovuto talvolta accennare , come per. 
anticipazione allo studio delle medesime^ alcuni punti. 
di contatto , che la Fisica de' corpi ponderabili per 
noa necessaria connessione delle materie^ si trova con 
esse presentare. 

La Chimica sebbene necessaria per compire la Fisica 
generale , di cui la Fisica più strettamente detta ^ e 
quindi quella de' corpi ponderabili fii parte ^ à ancora 
posteriore nell'ordine naturale delle scienze fisiche , 
quale sopra l' abbiamo esposto^ alle scienze precedenti , 
ed io non dovea rigorosamente parlando supporne la 



pretiminarè cognizione in quésto Trattato. Le con* 
nessioni però delle teorie che formano l'oggetto di 
questo y con alcune parti della Chimica ^ sono ancor 
più frequènti e più intime che quelle relative all' 
Elettrologia e all'Ottica, e mi occorrerà soventi in 
quest' opera di prenderne come in imprestito alcuni 
dati che offirono applicazioni di quelle teorie , e senza 
cui sarebbe riuscita troppo astratta l'esposizione delle 
medesime. Le nozioni che queste applicazioni suppon- 
gono, possono allora in certo modo riguardarsi come 
appartenenti ad una generale istruzione , o scienza 
usuale che si può ammettere anche in chi non abbia 
fiitto della chimica alcuno studio speciale. 

Tanto meno si dee supporre richiesta per V intel- 
ligenza degli oggetti trattati in . quest' opera , la cogni» 
zione delle diverse parti della Fisica speciale , scienza 
afiatto distinta dalla Fisica generale a cui questi og- 
getti appartengono. Tuttavia la Fisica inorganica , e 
in particolare la Meteorologia , che è , come abbia- 
mo veduto , uno dei rami della Fisica speciale terre- 
stre , offre molte applicazioni di alcune delle teorie 
comprese nella Fisica de' corpi ponderabili , le quali 
ho creduto dover indicare , e spiegare più o meno 
distintamente , come per servir di preparazione allo 
studio di quella scienza , e per rendere meno astratti 
i principii stessi di quelle teorie ; nella stessa maniera che 
1' Astronomia offre applicazioni delle leggi generali 
della Meccanica che si sogliono indicare nei trattati 
di quest' ultima scienza ; e nella stessa maniera 
ancora che la Fisica speciale terrestre medesima offre 
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frequenti applicaaoni della Chimica, alle quali gli an* 
lori de' trattati di questa scienza, non possono dispen* 
sarsi dal toccare con qualche particolarità. 

In generale sebbene io abbia procurato qui sopra 
di fissare esattamente i limiti che separano tra loro 
gli oggetti delle diverse scienze fisiche , e in partico- 
lare quello della Fisica de' corpi ponderabili da quelli 
ddle altre scienze ad essa vicine y ho preferito di 
espormi all' accusazione di far qualche escursione negli 
altrui dominii, piuttosto che ommettere alcuna cosa 
che potesse riputarsi aver qualche rapporto alla scienza 
die forma lo scopo principale dell' opera , e contri- 
buire all' intelligenza delle materie in essa trattate. Per 
qaesta ragione richiamo in diversi luoghi ^ come ho già 
detto, alcune teorie e risultati che rigorosamente appar- 
tengono alla Meccanica, e che perciò dovrei supporre 
già noti , e traggo dalle altre scienze di cui ho par- 
lato , posteriori , nell' ordine sovra esposto dello stu- 
dio , a quella di cui mi occupo specialmente , i 
summentovati oggetti di applicazione, che in un corso 
regolare e continuato di tutte le scienze fisiche, do- 
vrebbero forse rimandarsi a ciascuno dei rami di 
scienza a cui appartengono. 
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r. Già ù è accennato nell' inlroduziofis , che la cottlUuìone 
de' corpi ha una grandissima dipendcnia Malfai tenperatura , 
cioè dal diverso grado di calore o di freddo^.» |^ Cui tt trovana 
esposti , sia che esso sia prodotto dalln pRMH)ll^S|i anone piA o 
meno intensa di quel fluido particolare, die Jk'mfmask calorico 
perché alla sua maggiore o minor quaiilidlijMii uo dato corpo ù 
attribuisce la sensazione pit>dotta in chi lo tocca di calore q dk 
frsddo, o da certe vibrationi pia o meno rapide eccitate ndfe 
Bolecole dei corpi , e alle quali in un'altra teoria si rifofiscouo 
li della temperatura. 

VOL. I. I 



Per procedere adunque cpn ordiiie Bell' esame della costi- 
tuzion generale de' corpi £areaio in primo luogo astrazione dalle 
variazioni di questa temperatura in un medesimo corpo , da cui 
possono risultare particolari modificazioni nella sua costituzione 
e non considereremo i diversi corpi, se non a una data 
temperatura j che per fissare le idee potremo supporre esser 
quella mezzana tra i più grandi calori della state , e il più 
gran freddo invernale del nostro clima -, e passeremo quinci ad 
indagare anche gli effetti delle variazioni di temperatura sulla 
costituzione de' corpi. 

Queste due considerazioni successive formeranno l'oggetto deUe 
due parti in cui dividiamo questo trattato. 
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le£^g'i o maniere eoa cui queste molecole possooo essere iie'di« 
versi cok'pi più o meno strettamente riunite. La prova più gè* 
nerale che se ne possa arrecare , è che tutti i corpi ( posta a 
parte qualche eccezione) si dilatano pel calore, e si condeosaoa 
pel freddo ossia diminuzion dì calore , il che difficilmente si pò* 
trebbe concepire , se non si ammettesse tra le loro molecole una 
distanza suscettibile di essere aumentata o diminuita in queste 
circostanze. La stessa conseguenza si può dedurre dall'aumento 
o diminuzione di volume che i corpi qualunque possono subire 
in virtù d'una forza estema , anche ad una data temperatura. 

Quindi segue che tra le molecole materiali de' corpi debbono 
trovarsi molti spazii od intervalli vacui ; questi spazìi furon detti 
pori de* corpi , e porosità la proprietà de' corpi di esseme sempre 
dotati; ma questi pori non sono, come gli antichi fisici crede- 
vano , semplici forellini che attraversino in diverse direzioni una 
massa altronde continua ; essi non sono altro che gli interstizi! 
o distanze delle molecole tra loro. Questa porosità de' corpi è 
provata da molte altre considerazioni. Tale e quella della traspa- 
renza quasi perfetta di molti corpi anche assai solidi e densi, 
come il vetro , le pietre cristallizzate , ecc. ; sia che la propaga- 
zione della luce vi si faccia pel passaggio d'un fluido particolare 
tra una molecola e Taltra , o per le vibrazioni eccitate dall'aàone 
del corpo lucido , e che si trasmettano attraverso ad un fluido 
che le circondi , vibrazioni che non si potrebbero concepire tra 
molecole solide in contatto. Qui pure può riferirsi la facilità con 
cui alcuni dissolventi chimici penetrano nell'interna sostanza di 
altri corpi , ne disuniscono tra loro le parti , e vengono a for- 
mare con esse una sola sostanza composta ; cosi l'acqua scioglie 
i sali , il mercurio scioglie e si amalgama la maggior paite dei 
metalli , gh acidi potenti sciolgono i metalli più duri , ecc. 
Abbiamo anzi fondate ragioni di credere , che la parte va- 
cua ne' corpi è in generale molto più estesa che la parte 
piena , o mateiiale , o in altri termini che la distanza deUa 
molecole tra loro è molto più grande che il diametro di queste 
molecole. 

Non ho arrecati in favore della porosità generale dei corpi 
molte sperienze con cui si suole provare questa proprietà 
ne' coipi organici , e neUe parti che loro appartengono^ percbi 



6 

corpi. Ciò non si sarebbe potuto accertare a priori y ossia per 
semplice ragionamento, ma si può verificare coU'esperiepxa, cioè 
col, provare se la forza acceleratrìce della gi*avità agisca sovra tutti 
ugualmente, óì qualunque specie essi siano, onde per esempio 
i pendoli che ne sono composti , di ugual lunghezza, e in parità 
di circostanze, facciano le loro vibrazioni in tempi uguali. Ora 
già Newton avea fatto sperienze a questo riguardo con pendoli 
terminati da corpi cavi , in cui metteva sostanze di diverse spede, 
e avea trovato che i tempi delle loro oscillazioni erano real- 
mente gli stessi. Ma siccome queste sperienze di Nev^on non 
erano state fatte con tutta l'esattezza che si suole oggidì arre- 
care alle osservazioni della lunghezza del pendolo, e non esclu- 
devano cosi le piccole differenze che potessero e^stere fra i divern 
corjM a questo riguardo , Bessel ha creduto recentemente dover 
ripetere queste sperienze , impiegandovi i metodi i più esatti 
ora conosciuti per questo genere d'osservazioni , e ne ha riferiti 
i risultati in una Memoria pubblicata tra quelle dell' Accademia 
di Berlino , per l'anno i83o , e nel giornale intitolato AstronO" 
misdte Nachrichlen, Egli ha applicate queste sperienze a diversi 
metalli , a di?erse sorta di petre e all'acqua , e ha trovato 
che in tutti questi corpi l'effetto della gravità era lo stesso, per 
quanto i limiti degli errori delle sperienze potevano permettere 
di accertarlo. Non pare quindi potersi più dubitare che il peso 
de' corpi non sia in genéi*a1e una misura esatta della loro massa 
o quantità di materia , e quindi il loro peso specifico quello 
della loro densità. Resterebbe solo a decidere se anche i fluidi 
che diconsi imponderabili siano compresi in questa legge ; ma 
poco importa il saperlo , poiché è certo che le quantità di questi 
fluidi che possono assoggettarsi alle nostre sperienze non giun- 
gono ad avere massa od inerzia più sensibile di quello che giun- 
gono ad aver peso. 

4* Le molecole materiali de'corpi sono sole veramente impene- 
trabili , e r impenetrabilità considerata ne' coi*pi di massa sen- 
sibile non è che una conseguenza di questa impenetrabifità delle 
loro molecole , e della distanza a cui sono rattenute dalle forse 
che le animano, come vedremo in appresso. Non è dunque da 
mara viziare se in alcuni casi i corpi di massa sensibile presen* 
lano una penetrazione apparente , la quale è dovuta ad un più 
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oonteiMite nella grouena d'uo granello d'arena, od 

Yolume a£EBitto insensibile. i 

6. Conviene inoltre ammettere che queste molecole tkàmom né 
¥arii corpi diversa massa , e diverse figure, e di^fouioiii, t 
forse altre speciali qualità a noi ignote , da cui'* dipendono 
le diverse proprietà esteme di questi corpi. Vedrenoik bi aegiBlO| 
per qipanto appartiene al nostro scopo , sino a q|il pwilo é 
estendano le nostre cognisioni relativamente alla iiMai,cdaBt 
%ure o disposizioni di cui si tratta, sebbene apparlengn pt#*» 
priamente alla chimica il dare l'enumerazione delle divene mk 
stanze formate da molecole semplici , coli' indicazione della 
relativa delle loro molecole o atomi, quali risultane diAe e 
siderazioni proprìe a quella scienza. Qui faremo soltanto ^n^ 
servare che queste masse , e figure , almeno per le vllnne 
molecole , debbono supporsi affatto invariabili , cpincchè per 
ninna operazione né della natura né dell'arte possano esse ve* 
nire a stritolarsi , od alterarsi , od in altri termini che le flMH 
lecole debbono supporsi assolutamente durt\ poiché se ciò non 
toM^ verrebbero a cangiarsi stabilmente le proprietà esterne 
de' corpi medesimi , il che mai non si osserva. Vediamo in fall» 
larsi bensì nuove e varie combinazioni de' diversi corpi tralcro, 
e risultarne sostanze composte dotate di particolari proprietà; ma 
se si separino cogli opportuni chimici procedimenti le une dalle 
altre quelle sostanze , -che si erano riunite in questi composti , 
ricompaiono esse colle stesse proprietà precisamente , che mo- 
stravano avanti di entrare in quelle combinazioni , e però le 
loro molecole primitive non ne hanno subita alcuna alterasieBe. 



Delle forze di coi le molecole de' corpi «odo dotate. 

■ 

7. Poiché dalla riunione di queste molecole insensibili rieut^ 
tfeno corpi di massa sensibile, ed alcuni durissimi, conviene clw 
vi sia qualche forza che cosi unite le rattenga , e le ^inga le 
«ne verso le akre. Questa forza , da cui dipende la coesione 
Accorpi ft chiama affinità o attrazione molecolare. Essa noa 
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/ . /rAm • • * . 
frazione ; e per conseguenza' B ^ ^ un nuniero poca di- 
verso dall'unità , ma tpsto che r supererà ^ 9 ( ~* I diverrà 
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ben presto un numero grandissimo, e quindi B 
(razione insensibile. Queste funzioni però non si recano qui se 
non come esempi del genere di funzioni di cui si tratta j la- 
verà forma dì quella che rappresenta realmente il decrescimento 
dell'attrazione delle molecole in natura , essendo affatto ignota. 
Questa forza poi di attrazione molecolare è, come si vede, d'una 
satura diversa da quella che si esercita tra tutte le parti di materia 
qualunque , la quale è in ragione inversa del quadrato della 
distanza, e produce la gravità terrestre, e la gravitazione uni- 
versale dei corpi celesti gU uni verso gli altri , e si indica or- 
dinariamente sotto il nome di aUrazione neiUoniana \ poiché 
questa, in. virtù della legge a cui è soggetta, non potrebbe di- 
venir insensibile a distanza piccolissima dopo essere stifa gran- 
dissima a distanza affatto menoma , come ciò dee ammettersi 
per' l'attrazione molecolare; e altronde quella si è trovata prò- • 
porzionale alle masse de' corpi qualunque e indipendente dalift 
natura diversa della loro sostanza, mentre al contrario l'attra- 
zione molecolare é più o meno intensa tra le molecole de'corpL 
diversi , secondo la loro natura- chimica. 

8. Per altra parte se questa sola forza esistesse tra le molecole de', 
corpi, esie anderebbero subito a toccarsi, e non lascierebbero più 
tra loro quegli intcrvalU od interstizii , che pure abbiamo veduto 
dall'esperienza indicati *, conyien dunque supporre die vi sia un'al- 
tra forza opposta alla prima, cioè una forza ripulsiva j che tenda 
ad allontanare le molecole le une dalle altre , cosicché in ge- 
nerale le molecole rimangano ad una distanza determinata in 
cui queste due forze sono tra loro in equilibrio, e vi siano ri- 
condotte dall'eccesso di forza ripulsiva , quando fossero più vi-» 
cine , e dall'eccesso di forza attrattiva sopra la ripulsiva quando^ 
SI trovassero più lontane j sempre però tra quei limiti di distanzi^ 
insensibile a cui queste forze si estendono. Tutto poi ci porta 
a credere , che la seconda di queste forze , ossia la forza rijpui- 



rebbero rapidamente sotto forma di ondulatiopii da una parte 
all'altra del medesimo ^ come ciò accade nella formatione e pnK 
paga^ione del suopo , in vece d'un volume permanente più o meo* 
grande , che si osserva ne' corpi più. o men caldi y e- d'una lenta 
diffusione del calore stesso , che ha luogo neUe parti dei corpi 
solidi , questo calore non trasmettendosi poi agli altri corpi se non* 
per uno spazio vacuo da cui essi siano separati^ o per fluidi rari, od 
altri corpi trasparenti per cui le ondulazioni calorìBche si comuni-' 
cano senza riscaldarli essi medesimi. Pare dunque allora doversi' 
ammettere , conformemente alle idee che Ampere ha esposte a* 
quésto riguardo in una sua nota pubblicata nella Bibliothèque 
wUversdle in marzo iSBa, e di nuovo in maggio i835, e negli 
AnnaUs de Chimie et de Physique avrii i835, che le yibrazioui' 
in cui consiste il calore appartengano agli atomi o molecole 
parziali di cui le molecole integranti , anche per altre conside- 
razioni , debbono supporsl composte , ritenuti tra loro a distanze- 
minori di quelle che esistono tra • le molecole totali , e che 
oscillando attorno alla lor posizione d'equilibrio cangino * real- 
mente in alternative opposte direzioni la figura ,> e il volume- 
delie molecole integranti , e che queste vibrazioni si comuni- 
chino poi dalle une di «queste molecole alle altre per mezzo 
dell'etere frapposto , non altrimenti che le vibrazioni d'un corpo 
solido sonoro si propagano per l'aria agli altri corpi soUdi cir- 
costanti. In tal caso poi la distanza delle molecole integranti' 
tra loro , e quella degli atomi che compongono ciascuna mo- 
lecola integrante , non potrebbe attribuirsi per intiero a questr 
movimenti di vibrazione , i quali non sarebbero possibili essi 
medesimi se non nella supposizione d'una distanza permanente 
che costituirebbe la loro posizione d'equilibrio *, dovrebbe adun- 
que la forza ripulsiva che le tiene disgiunte considerarsi come 
appartenente alle molecole e agli atòmi stessi , e formante um«- 
tamente alle loro forze attrattive una legge composta per cui 
l'equilibrio avesse luogo ad una determinata distanza ; se non 
che queste forze ripulsive potrebbero sempre attribuirsi all« 
particelle del solo etere , ritenute attorno agli atomi , e alla 
molecole integranti, in virtù d'un'attrasione che queste su quelk 
esercitassero. Ma l'aumento di temperatura consisterebbe ,-immi 
nell'aumento della quantità di questo etere attorno alle molc^ 
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granii; il resto appartiene alla composizione de' corpi, epperciò 
4illa Cbiniica. Abbiamo però già accennato y e vedremo in ■ sè- 
guito più specialmente che si possono supporre più ordini di 
jholecole anche nelle sostanze semplici ; cosicché le molecole 
.componenti una massa sensibile siano formate di altre più stret- 
tamente tra loro collegate -, allora questi ordini di molecole sono 
formati da un medesimo genere di molecole primitive j diver- 
samente tra loro riunite ; le molecole totali sarebbero cosi in 
generale sempre formate da molecole parziali o atomi, siaehe 
Questi atomi siano di natura diversa tra loro, come nei corpi 
chimicamente composti , o parti similari di quelle molecole 
totali. 

IO. Le forze poi di attrazione o ripubione tra le molecole 
integranti de' corpi debbono considerarsi non come agenti sol- 
tanto tra una molecola , e quelle che le sono immediatamente 
attigue y ma tra una molecola , e tutte quelle che le stanne 
attorno sino alla distanza a cui si estendono queste forze mo- 
lecolari ; la quale è bensì sempre insensibile , ma può com- 
prendere tuttavia ancora un grandissimo numero di molecole, 
il diametro di. queste molecole essendo esso medesimo picco- 
lissimo relativamente alla loro distanza. 

Ciò posto ecco più precisamente come si possa concepire la 
costituzione d'un corpo, considerandovi l'effetto di queste forze , 
seguendo in ciò le idee che il sig. Poisson ha esposte nella sua 
Memoria suircquilibrio e sul moto de* corpi solidi elastici e dei 
fluidi j letta all'Accademia delle Scienze di Parigi li la ottobre 
1829, e pubblicata nel ao^ fascicolo del giornale della Scuola 
Politecnica , e di cui il signor Poisson ha dato egli stesso un 
estratto negli Antudes de ChinUe ci de Physique^ ottobre 1 829, 
idee che egU ha ancora sviluppate posteriormente in un articolo 
della sua opera NowHsUe théorie de F action capillaire , i83i. 

Vi si ragiona nell' ipotesi che le forze ripulsive di cui le mo- 
lecole sono animate j dipendano dalle quantità di calorico che 
attorno a loro ritengono per la loro attrazione sovra di esso , 
e da cui risulti l'attuale temperatura del corpo. Ma i ragio- 
namenti potrebbero facilmente tradursi nell'ipotesi che la tem- 
peratura dipenda dal moto vibratorio più o men rapido degli 
atomi componenti le molecole integranti , e dalle impulsioni 
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.che es«a sarà defiultivaBieiite ripulsiva , od attnittÌ¥A in ni%à 
delle folle che la coinpongono , il tuo Talore farà Teeeeifo 
della ripulsione tuirattrai(ioiie. Bisognerà però sottrarre anco» 
da. quest'eccesso, se si considera il calorico come un fluido mar 
feriale , l'attrazione del calorico aderente ad ut' sulla materìn 
di ut, e quella della materia di m' sul calorico aderente ad ns, 
forye, che saranno proporzionali , la prima al prodotto mc'jt 
la seconda a m'c. In questo modo il vfilQr compiuto di R fati 
/{scc'7«— ntfit'A — mc'B^m'cff i ì coefficienti YfA^Bjff 
essendo quantità positive. 11 primo di questi coefficienti sarà 
indipendente dalla natura di ut e di m% il secondo dipenderà 
dall'una e dall'altra , il terzo non dipenderà che dalla materia 
.di m y e il quarto da quella di ìn\ Riunendo i tre ultimi 
termini del valore suddetto di R, che sono tutti negativi, ossia 
esprimono forze attrattive , mentre il primo che i pofitÌTO 
esprime una ripulsione , si potrà scrivere questo valore di il 
sotto la forma R^Fr^^fr • Ciascuna dì queste due funzioni 
Fr edfr non avrà che valori positivi, la qualità negativa deBa 
seconda nel valore di R essendo già indicata dal segno negativo 
di cui vi é affetta ; e questi valori decresceranno rapidissima* 
mente, a misura che la variabile t si aumentei-à , é divcrr 
sanno insensibili per cpialuoque valor sensibile di r. Per un 
<erto valore di questa distanza r si potrà avere Frzzfr^ ed 
/)so ; onde ne risulterà l'equilibrio tra queste molecole consi- 
derate separatamelite ; il segno di R sarà diverso al di qua e al 
di là di questo limite , cioè l'azione definitiva sarà attrattiva 
^a ima parte , e ripulsiva dall'altra» Questa forza R , relatiTa 
all'azione di due molecole isolate ut ed m' é una quantità in» 
sensibile, ma per rappresentarla si possono concepire diso maist 
Aj B di grandezza qualunque e d'uno stesso volume che sarà pecco 
per unità, di cui l'una avesse la densiftà f del corpo «ttonio di 
m, e l'altra la densità p', che il corpo ha attorno ad m\ e dbc 
Cossero tali che tutte le molecole dcU'unn ag i s aar o per i|iote« 
su tutte le molecole dell' altro secondo direaboni parakUo , • 
colla stessa intensità con cui m agisce sopra aa\ E qmsla omn» 
Piera di concepire le forze di cui si tratta , ai pu4 osAcndert 
anche ai corpi solidi, ne -quali le forze attrattmo ripulsivo di* 
pendano , secondo la particolar costituiiono di questi ooipi^ di cui 



come Queste forze si (lossatio calcolare rdativamente alle 
«|ue$lloni che i corpi solidi o fluidi possono presentarci , quan- 
tunque non si conosca la natura della funzione f della distanza 
t* , ossia la legge a cui è sottoposta l'azione molecolare relati- 
vamente alla distanza j e ammettendo solo che essa divenga 
insensibile a distanza sensibile. Qui aggiungeremo soltanto che 
per requilibrio della molecola m si richiede che la risultante 
di tutte queste foi-ze sia nulla , e ciò dee avverarsi per tutte le 
loolecole d'un corpo che non tende a cangiare il suo stato. 

II. Quell'equilibrio, che sopra abbiam supposto tra le fone 
attrattive , e le forze ripulsive che agiscono sulle molecole dei 
corpi , e che certamente dee ammettersi pe' corpi solidi , non 
ha però luogo generalmente in tutti i corpi , e in tutte le cir- 
costanze. Si possono principalmente distinguere i corpi a questo 
riguardo in due grandi classi. Negli uni la distanza delle mole* 
cole , epperò il volume del corpo ad una data temperatura i 
fissata a un dipresso , o da quell'equilibrio, o almeno dall'ad- 
dizione di qualche forza estranea , quale sarebbe la pressione 
dell'atmosfera , in maniera che comunque venga ad accrescersi 
notabilmente questa forza estranea , non ne risultano che varia- 
zioni di poco riguardo nel volume di questi corpi , epperciò 
nella distanza delle loro molecole *, tali sono i corpi solidi , e 
liquidi ì quali differiscono altronde tra loro, in quanto le mo- 
lecole de' primi hanno una posizione relativa invariabile , o al- 
meno che non si può cangiare, se non da una forza assai grande, 
mentre quelle de' secondi scorrono quasi con intiera libertà le 
une sulle altre , e sono per cosi dire indifferenti a qualunque 
posizione tra loro. Questi corpi con un nome solo possono chia- 
marsi inespansibili. 

La proprietà particolare de' corpi soUdi a questo riguardo può 
spiegarsi osservando, che quando le due molecole m ed m' d'un 
corpo , che sopra abbiamo considerate , non sono abbastanza 
distanti l'una dall'altra , perchè la loro forma non abbia alcuna 
influenza nella loro mutua azione , quest'azione non sarà più 
diretta necessariamente , come sopra abbiamo supposto , secondo 
la Unea MW che riunisce i centri di gravità delle due mole- 
cole , e potrà anche accadere che essa non si riduca ad una 
sola forza, ma sia formata da più forze che agiscano sopra 
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puDit diversi di ciascuna molecola , e teudauo a farle prendete 

un uioto di rotazione attorno a se stessa , oltre il moto di trasla- 
zione. Queste compone^iti saraniu) sempre funzioni dèlia distanza 
r , cbe non avranno valori sensibili , se non pei valori insen- 
sibili di questa variabile ; ma esse dipenderanno inoltre dagli 
angoli che farà la direxione della retta MM* relativamente a 
seziom detenninate delle molecole m j m' \ cosicché esse varie- 
ranno se una deUe molecole viene a girare attorno all'altra, o 
sopra se stessa , senza die la distanza r dei loro centri di gra* 
nta si sia cangiata. Si concepisce allora ^he per requilibrio tva 
le molecole d'un corpo y che hanno tra loro una simil relazione 
si richiedere Aon solamente una distanza determinata tra i loro 
centri di g;raTÌtà , ma ancora una certa posizione , la quale 
venendo a variarsi per un cangiamento di forma nel coipo ; 
questo si rompete , o tenderà a prender la prima forma , ed a 
ristabiUre cosi le molecole nella prima lor posizione. 

Questo caso generale é quello de' corpi solidi -, il caso par- 
ticolare in cui l'azione molecolare si riduce alla forza R diretta 
secondo la linea MM' dei centri di gravità delle molecole, ha 
luogo ne'Uquidi -, e ciò può provenire o dalla distanza delle lord 
moleeole che sarebbe più grande che nei solidi, o dalla forma cfi 
«peste molecole che si scostasse meno dalla forma sferica. 

Vi sono altri corpi in cui al contrario di quello che succede 
nei corpi inespansibiU , sia solidi , sia liquidi , le forze attrat-^ 
tire non solamente non sono da loro stesse in equilibrio colle 
forze ripulsive dipendenti dalla diversa temperatura , ma sonò 
anzi insensibili , e di niun effetto per la troppo gi'ande distamà 
a cui le molecole già vi si trovano, cosicché una forza estranea, 
come la presàone dell'atmosfera , od altra , può sola mantenere 
^oesli corpi ad una densità alquanto sensibile, dilatandosi essi, 
e condensandosi indefinitamente , epperciò allontanandosi , o 
lawiciDaodosi le loro molecole secondo che sono più o meno 
compiessi. Tal é l'aria della nostra atmosfera , e tali sono quelle 
f^Htn^yy che dai chimici dìconii Jluidi aeriformi o gazy di cui 
si sa infatti che la densità é sensibilmente proporzionale alla 
psessione per una data temperatura. Questi corpi possono chia- 
marsi , per opposizione ai primi , corpi espansibili. 

Ma pokbé abbiamo veduto 'che i corpi incspansibili si suddir 



vidoQO in soHdi , e li<fuidt , abbiamo per ultimo multato |rc 
specie di corpi relativamente alle forze cbe animano .le. loto. 
molecole , cioè solidi , liquidi e ga7>osi. Si potrebbe anche sta- 
bilirne altrimenti la classiBcazione , dividendo dapprima i corp^ 
in solidi , di cui le parti hanno una posizione detenninata , e 
Jluidi , di cui le parti scorrono liberamente j e cangiano Cadì- 
mente di posizione , e suddividendo poi questi ultimi 'ìnfiddi . 
intspoiisibili o liquidi y che hanno una densità a un dipresso 
determinata ad una data temperatura , comunque si muti la 
pressione , finché rimangono in questo stato , e Jluidi espan$ir 
bili od aeriformi j o gaz j la densità de' quali é sensibilmente 
proporzionale alla pressione a cm attualmente soggiacdooo^ 
Questi tre stati o forme sotto cui i corpi possono trovargli, si 
dicono gli stati d'aggregazione de' corpi. Nella meccanica si 
indicano le proprietà di queste tre specie di corpi relativamente 
alle forze esterne da cui possono essere sollecitati-, ma oltrecchè 
nella meccanica si considerano ordinariamente questi tre stati 
nei diversi corpi come perfettamente distinti , mentre al con- 
trario in natura i coipi passano in generale per graduazione 
dall'uno all'altro dei medesimi , presentando cosi stati inter- 
medii che pur debbono considerarsi , si sogliono ancora consi- 
derare le proprietà che loro appartengono in questi tre stati j 
come risiedenti in una. materia continua , o formata di elementi 
matematici attigui tra loro, mentre al contrario, come abbiamo 
veduto , essi sono realmente composti di piccole masse finite , 
sebbene di grandezza insensibile , disgiunte tra loro da vacui 
od intervalli considerevoli relativamente alla grandezza di quelle 
masse , .sebbene anch'essi insensibili. 

Inoltre nell'esaminare la maniera con cui i corpi agiscono gli 
uni sugli altri per esercitarvi una pressione , o comunicarsi re- 
ciprocamente i loro movimeqti, si considerano nella meccanica i 
corpi di ma<isa sensibile come in contatto tra di loro , mentre al 
contrario quelle distanze a cui, come sopra abbiamo detto, si ten- 
gono sempre le molecole della massa di uu corpo in apparenza 
continua, in virtù delle forze da cui esse sono animate, hanno pur 
luogo ti-a le molecole estreme d*una massa e quelle dell'altra , 
e non vi è realmente in natura ne vero contatto, ne urto pro- 
priamente detto tra le molecole de* corpi ponderabili, ma solo 



«pprossimamento a distaine abbastanza piccole , perchè vi si 
possano esercitare le forse loro proprie , e per cui agiscono le 
une sulle altre. 

Appartiene alla fisica propriamente detta lo indagare le forze 
iatrìnsecbe da cui que'dìversi stati dipendono in seguito a questa 
composizione de' corpi , di molecole disgiunte , e per cui gli 
uni possono esercitare azioni meccaniche sugli altri , e ad 
essa tocca ancora di ricercare più diligentemente la^ maniera 
con coi queste forze , e quelle estranee loro applicate si eser* 
citano , onde ne risultino quelle stesse proprietà che la teoria 
meccanica ordinaria deduce da quella ipotetica costituzione che 
▼i ammette. Questo procureremo di fare, per quanto si appar- 
tiene al nostro scopo , nei libri seguenti j trattando separata- 
mente dei corpi in ciascuno dei tre stati sovra indicati , e se- 
goendo in ciò le traccia del sig. Poisson , che il primo in di- 
verse sne Memorie, e recentemente- nella sua nuova Teoria 
ddFauon eapillare ha data la conveniente estensione a questa 
nanierm di trattare le questioni di meccanica che già La-Place 
avea applicata ad alcuna di esse , cioè relativamente alla vera 
coslitaùone fisica de' corpi. Dobbiamo però prima indicare an- 
cora in questo libro in cbe maniera si possa determinare rela* 
tivamente u divern corpi quel rapporto tra la parte materiale , 
e il volume da essi occupato, che dipende, come abbiamo 
veduto , dalla grossezza delle loro molecole, e dalla distanza 
a cui esse si trovano in virtù delle forze da cui sono animate, 
€ che costituisce la loro densità o peso specifico. 



CAPO SECONDO 

Della determinazione della densità o peso specifico 

de" corpi (i). 

■ 

' Considerazioni generali. 



13. Quantunque le operazioni che si richieggono |>er la determi- 
nazione della densità o peso specifico de' corpi siano tutte fon* 
date sui prìncipii generali della meccanica , e ad essa possano 
riferirsi , tuttavia la connessione che questa proprietà esterna 
de* corpi ha colla loro intima costituzione , e il frequente uso 
che se ne fa nella fisica propriamente detta , rendono* quasi in- 
dispensabile il richiamarle in questo trattato , tanto più che 
avremo poi occasione di applicarvi in seguito alcune coireiioni 
dipendenti da altre proprietà che ' appartengono pia special- 
mente al nostro oggetto. Ci limiteremo però qui a questo ri- 
guardo ai^ corpi solidi , e liquidi , rimandando quello che ap- 
partiene alla determinazione della densità dei corpi gaiosi al 
libro in cui tratteremo specialmente della lor costituzione , come 
quella che richiede più particolari cognizioni sulle proprietà dì 
questi corpi. Non si parla qui inoltre che della determinazione spe- 
rimentale di questa densità -, non potremo entrare in qualche 
idea teorica sulla dipendenza di questa densità dalle altre pro- 
prietà conosciute de' corpi , se non nel seguito di questo trattato. 

Trovare il peso specifico d'un corpo è propriamente trovare 
quale sia la quantità di materia contenuta in questo corpo sotto 



(i) In quctto capo ho seguito in gran parte Tesposizione del signor Bìot 
nel suo Traile de Phjrsique , facendovi solo quelle variazioni , e agginntc 
che mi parvero convenire allo scopo di quest'opera. 



2t3 
UD dato Tolume ; questo supine adunque che sì possa niisu- 
raj-e in primo luogo la quantità dì materia , di cui é Tonnato 
un corpo qualunque, in parti d'una data unità, e il mezzo di 
Lirlo ci è somm'mistrato , come già abbiamo detto , dalla pro- 
prietà che hanno tutte le particelle materiali di esser pesanti , 
rioè di tendere con una certa forza verso il centro della terra ; 
onde basta determinare il peso d'un corpo , cioè la risultante 
delle forze di gravità da cui sono animati tutti i punti mate« 
riali che lo compongono , prendendo per unità il peso d'un 
corpo dato , perché . questo peso si possa considerare come la 
visura della quantità di materia che esso contiene j prendendo 
p^r unità quella del corpo a cui si riferisce l'unità di peso. 
. La maniera la più naturale , e la più esatta di pesare un 
corpo è di opporlo ad un certo numero di unità di peso , in 
una marchina in cui questi due pesi agiscano di una maniera 
simile , aumeotando o dinùnuendo il numero di unità finche 
si ottenga requUibrio. Si riempie questa condizione sospendendo 
^piesti due. pesi alle due estremità d'un vette sostenuto nel suo 
centro, e di cui le due braccia siano uguali , il che costituisce 
lo stromento notissinpio sotto il nome di bilancia. L'uso di questo 
stromento, e in generale l'operazione di pesare i corpi si pre- 
senta frequentissimamente in. tutte )e sperienze fisiche , e ri- 
diede per l'esattezza de' risultati molte precauzioni , che non 
si a&yperano negli osi ordinarii , e bilancie costrutte colla mas- 
sima accuratezza e perfezione-, non entrerò però in alcuna par- 
ticolarità su -quest'oggetto , che non è , per dir cosi , che inci- 
dente relativamente al nostro scopo , tanto più che 1' ispezione 
oculare degU stromenti di questo genere costrutti dai migliori 
artefici , e la pratica di servirsene sono forse il miglior mezzo 
di giungere in breve tempo a adoperarli colla necessaria esat- 



Supponendo dunque, che; si ^ sappia pesare esattamente un 
corpo , basterà conoscerne il volume espresso in un'unità qua- 
lunque per dedurne il suo peso specifico , ossia la densità, cioè 
il suo peso sotto i^d un volume dato , e particolarmente sotto 
l'unità di volume-, non si tratta* che di dividere il. peso osser- 
vato pel volume del corpo pesato , ossia pel numero di unità 
di volume che esso contiene. Cosi se si è preso perennità di 
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peso il ^ramina , e per unita di volume il litro , o^sia deci- 
metro cubo , si verrà a sapere qual è il -peso in grammi, di 
làn litro o decimetro cubo del corpo di cui si tratta. 

1 3. Ordinariamente però si intende sotto il nome di peso spe^ 
tifico , o densità dW corpo , il rapporto del suo peso specifico 
a quello dell'acqua ad una data temperatura, cioè il peso d'un 
Tolume qualunque di questo corpo , prendendo per unità il 
peso d'un ugual volume d'acqua a questa temperatura. Dico ad 
una temperatura data , poiché il volume , e quindi la denaitii 
dell'acqua variando colla temperatura secondo una legge diversa 
da quella con cui varia quella del corpo di cui si tratta , questo 
rapporto non è lo stesso so non ad- una temperatura costante. 

Vedremo a suo luogo cbe «no dei punti più fissi di tempe- 
ratura ci è presentato dal ghiaccio che é attualmente in istato 
di liquefazione , e che questo punto del ghiac*:io fondente si 
prende ordinariamente per punto di partenza dei gradi di tem* 
peratura negli stromenti con cui questa si misura, ossia neVer- 
momttri , e vi si segna conseguentemente collo zero. A questa 
temperatura del ghiaccio fondente , ossia a o<* di temperatura , 
ti suppone ordinariamente trovarsi l'acqua, colla densità della 
quale si paragona quella degli altri corpi per esprimerne il peso 
specifico nel senso indicato. Questo peso specifico è dunque al- 
lora rappresentato dà un numero n , che esprime quante volte 
il peso della sostanza di cui si tratta uguaglia il peso dell'acqua 
sotto volume uguale , alla temperatura del ghiaccio fondente. 
Ma bisogna osservare , che supponendo il peso specifico d'un 
eorpo determinato immediatamente in questa maniera* , cioè 
comparativamente a quello dell'acqua , basterà conoscere il peso 
di questa , a quella temperatura fìssa che si è adottata j sotto 
un' unità di volume, per dedurne subito quello del corpo sud- 
detto sotto alla stessa unità , cioè il suo peso specifico preso 
m1 primo senso. Cosi facendo uso del sistema metrico, il gramma 
che si é preso per unità di peso differisce pochissimo dal peso 
d* un centimetro cubo d' acqua alla temperatura del ghiaccio 
Imdente , perchè appunto si è preso per fissar quest'unità il 
peso d^un centimetro cubo d'acqua distillata ad una tempera- 
tura poco diversa da quella del faccio fondente , come ve- 
dnMiQ trattando della dilatazione de' liquidi dal calóre ; onde 



rebbe da un paragone fatto dal sig. Weber (Annali di Poggen* 
dorff n.^ 4 ^^' ^^^^ ) delle misure e pesi Inglesi con quelli 
del sistema m^tiico , che gli Inglesi Iianno appresiato il peso 

d'un dato volume d'acqua, ad una stessa temperatura, di —77- 

più grande che i Francesi , dal che seguirebbe che il peso di 
un centimetro cubo d'acqua a o^ sarebbe ancora un po' mag- 
giore del granuna in vece di esseme un po' minore. Ma. ciò non 
ha conseguenza notabpe pel nostro oggetto , e (a vedere sol- 
tanto che si potrebbe anche prendere il peso di un centimetro 
cubo d'acqua a o^ per un granuna senza error considerevole : 
noi però ci atterremo per tutto al suddetto numero 0,9999^5 
per Tuniformità dei calcoli. Esso potrà riguardarsi, se si vuole, 
come relativo ad un gramma ideale, a cui il gramma materiale 
dei campioni può essere più o meno prossimamente conforme. 
14. Ciò posto per determinare sperimentalmente il peso spe- 
cifico d'un corpo bisognerebbe pesare due volumi uguali IHuio 
d'acqua , l'altro di questo corpo , alla temperatura del ghiac- 
cio fondente , e dividere il peso del secondo per quello 
del primo. Ma sarebbe difficile incontrare precisamente questa 
temperatura , nel tempo dell' operazione , e bisognerà sup- 
plirvi calcolando, per mezzo della legge della dilatazione dell' 
acqua per le variazioni di temperatura , il volume che l'acqua 
avrebbe avuto alla temperatura del ghiaccio fondente, da 
quello che avea alla temperatura in cui si é operato , e 
correggendo in conseguenza il rapporto trovato , onde avere 
cosi il rapporto del peso specifico del corpo a questa tempe- 
ratura in cui si é operato , con quello dell'acqua alla tempe- 
ratura del ghiaccio fondente ; il qual rapporto si potrà poi anche 
ridurre a quello che avrebbe luogo pel corpo di cui si tratta, 
preso anch'esso alla temperatura del ghiaccio fondente , quando 
si conosca la legge della sua dilatazione per le variazioni di 
temperatura. Vi e inoltre una circostanza che rende necessaria 
una correzione ai pesi osservati dell'acqua, e del corpo , prima 
di farli entrare in questo rapporto : questi pesi si osservano 
nell'aria ,,che è un fluido pesante, come vedremo. a suo luogo, 
quantunque assai raro , ed è noto il principio idrostatico , che 
un corpo immerso in un fluido , perde tanto del suo p^so , 
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Determinaxiofie della densità dei tiepidi. 

1 5. Per ottenere Y ugua^ianza de* volumi dì un liquido 
qualunque , e dell' acqua j di cui si vuole cercare obmpa- 
rativamente il peso , si adopera un fiasco con turacciolo di 
vetro aggiustato a smeriglio , che si riempie successivamente 
d'acqua , e del liquido. Si comincia a determinare esattamente 
il peso del fiasco vuoto: quindi à pesa similmente pieno d'acqua 
distillata , presa ad una temperatura conosciuta , e sottraendo 
il primo peso dal secondo si ha il peso apparente E dell'acqua 
che il fiasco contiene a questa temperatura. Allora si riempie 
il fiasco del liquido che si vuole esaminare, e di cui si osserva 
anche esattamente la temperatura , e si determina nella stessa 
maniera il peso apparente L del volume di questo liquido che 
i contenuto nel fiasco. 

Se i due pesamenti si fossero fatti nel vacuo , e alla tera** 

peratura o<> il peso specifico del liquido sarebbe -^ -, ma sic* 

come questo non si vuole supporre, la via più semplice e più 
diretta per giungere al vero peso specifico è di riguardare il 
pesamento dell'acqua fatto nel fiasco , come tendente soltanto 
a determinare il suo volume , per esempio in centimetri cubi , 
dopo il che il pesamento del liquido darà immediatamente il 
peso d'un centimetro cubo del medesimo , per la temperatura 
a cui questo pesamento fu fatto. Vedremo infatti, quando trat« 
teremo della dilatazione dell'acqua dal calore, come si possa 
ottenere il volume intemo del fiasco, alla temperatura o«, in 
centimetri cubi , dal pesamento dell' acqua fatto nel fiasco a 
qualunque temperatura , avuto riguardo alla dilatazione deir 
acqua medesima , a quella del fiasco , e alla circostanza che 
il pesamento si è fatto nell'aria, e non nel vacuo. 

Noteremo qui soltanto che se si volesse prescindere d% quest* 
ultima circostanza , e si supponessero di più li pesamenti fatti 
alla temperatura stessa dello zero , si avrebbe questo volume 
in centimetri cubi dividendo il peso dell' acqua osservato E in 



grammi pel nomerò 0,999925 , che esprime U peso d' un 
centimetro cubo d'acqua alla temperatura zero. Ma in qualunque 
caso y chiamiamo f^ ^lesto Tolume intemo o capacità del fiasco 
alla temperatura o^. Indicando con K la dilatazione cubica ossia 
aumento di folume del vetro per ogni grado del termometro 
centigrado j questo volume diverrà F(i -^Kt) alla tempera* 
tura tyìSk coi supporremo che il pesamento del liquido sia stato 
fatto, e tale sarà in conseguenza il volume del liquido pesato 
a questa temperatura. Ora per dedurre dal peso apparente che 
^i n i troTato , il suo peso assoluto , bisogna conoscere qual 
cm il.peto del Tcdume d'aria, uguale a quella capacità V{\ -f-ZiCi) 
sotto la presóone , e alla temperatura in cui st é operato, poi- 
diè è diiaro che si avrà molto prossimamente il peso assoluto 
del liquido agpungendo il peso di questo volume d'aria al peso 
apparente. Infatti questo Tolume é uguale a quello di cui il 
fiasco occupa il luogo , astrazion fatta dal volume della parie 
solida del fiasco , per cui la perdita di peso si £BK:eva anche 
nel pesamento del fiasco vacuo di liquido, epperò non in- 
flmsce sulla differenza di peso tra il fiasco vacuo , e il fiasco 
pieno; o se n vuole considerare la cosa sotto un altro aspetto 
n può riguardare il fiasco come pieno d'aria nel primo caio 
e pieno di liquido nel secondo ; allora la perdita di peso 
totale è aguale nei due pesamenti , ma bisogna aggiun- 
gere alla di&renza il peso dell'aria contenuta nel fiasco vuoto, 
e che non appartiene al peso del fiasco. Vedremo a suo luogo 
come si possa ottenere l'espressione del peso d'un volume datò 
d'aria nelle circostanze in cui si opera ; chiamando per ora A 
([nello d'un centimetro cubo d'aria in quefle circostanze , il peso 
del Tohime V{i^Kt) di cui si tratta sarà A.V{ì -^Kt),, e 
indicando con a questo peso, doè supponendo a=/^ . F'( i ^ Kt)^ 
le L è il peso apparente del liquido che riempie il fiasco, 
L-^a sarà il suo peso assoluto , ridotto al vacuo , e basterà 
£videre ^esto peso pel volame V{ 1 -f-Xf) che esso occupa, 
per avere, il peso d'un centimetro cubo del liquido alfa tempe- 
ratnra t a cai si è operato ; cio^ chiamando^ tg questo peso , 

n avrà lespressione ^sz-p- j^ . 

Ma se si vuole avere il peso d* un centimetro cubo deHò 
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stesso liquido aUa temperatura o^ y bisogna conchiudere primie- 
ramente dal peso L-Ha del liquido che riémpie il fiasco alla 
temperatura t , -quello del medesimo liquido ch^ riempirebbe 
il fiasco . alla temperatura del ghiaccio fondente , il che sup- 
póne, come già abbiamo accennato, die ài conosca là legge 
deUa dilatazione di questo Uquido dal calore. Rappresene 
tiamo con (L) questo peso del hquido che riempirebbe il fiasco 
alla temperatura o° , quello del liquido contenuto nel fiasco alla 

temperatura f, a cui si e operato, sarà espresso da — -^ 

X essendo supposto esprimere la dilatazione del liquido, con- 
tata da o®,>sino alla temperatura t , prendendo per unità H 
volume primitivo alla temperatura o®; poiché il Tolume è cre^ 
scinto nel rapporto di i ad i-f-ZTc , e la densità è decre- 
sciuta nel rapporto di i ad r . Poiché dunque secondo l'os- 

servazione questo peso, si é trovato X-^-a , avremo l'equazione 

(L){t+Kt )_, . _ 
1 — ^L ■+■ a • 



dalla quale si deduce ( L) = -^ . Non ci resta più 

adunque che a dividere questo peso {L) pel volume interno 
f^ del fiasco alla temperatura del ghiaccio fondente , e il quo- 
ziente sarà il peso d' un centimetro cubo del liquido a questa 
temperatura; cioè chiamando questo peso (o), si avrà 

espressione che non differisce da quella di ra , -che pel fattore 
1 -f-X che la moltìplica, come si sarebbe anche potuto stabilire 
direttamente. Dividendo poi questo valore di (o) per 0,9999^5 si 
avrà il peso specifico del liquido à o^ prendendo per unità queU* 
dell'acqua pure a o<>. Se si supponessero i pesamenti fotti alla 
temperatura zero, e si considerassero come fatti nel vacuo, si 
avrebbe aso, A=o, f:=:o,e la formola diverrebbe sém- 
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liquido più pesante , per esempio nell'acqua , esso Don s* im- 
mergerà sino a questo tratto da se solo , e per farlo immergere 
bisognerà aggiunger pesi sullo scodellino F, I pesi da aggiun- 
jgere saranno diversi , quando si vorrà far immergere lo stro- 
'mento in nn altro liqiùdo sino a quel tratto. 

Ora quando si conoscono questi pesi addiiionalì , e il peso 
proprio dello stromento, si può facilmente concbiudeme il rap- 
porto del peso specifico de' due liquidi , per la temperatura a 
cui si opera. 

In&tti sia P il peso assoluto dello stromento unitamente ai 
pesi addizionali necessari! per farlo immergere sino al tratto 
fisso T nell'acqua distillata alla ieMdperatura o* , questo peso 
essendo ridotto al vacuo ^ ossia corretto' dal peso dell'aria dì 
cui occupa il luoga. In generale j secondo i-prìncipii dell'idro- 
statica , in un corpo galleggiatite , il volume d'acqua occupato 
didla parte immersa ha un pesò uguale al peso del corpo; dun- 
cpie il volume d'acqua uguale alla parte immersa dell'areometro 

peserà P grammi; e siccome alla temperatura o^ ogni centi- 

p 

metro cubo d'acqua pesa gram. 0,9999^5, si vede che 7 

esprimerà in centimetri cubi il volume della parte immersa a 
o" di temperatura ^ e che chiameremo (P). Conoscendo cosi 
per la temperatura o^ il volume della parte costantemente im- 
mersa dell'aneometro , il volume di questa stessa parte, a qua- 
lunque temperatura ^9 sarà (P)( i •4*iÌLf) , /T indicando come 
S0|>ra la dilatazione cubica del vetro per ogni grado del ter^ 
mometro. Supponiamo ora che s' immerga lo stromento in un 
liquido , di cui il <:entimetro cubo, preso alla temperatura del 
gbiacdo fondente, pesi {ts) grammi , e di cui la dilatazione da que- 
sto termine sino à f gradi sia X. Un centimetro cubo di questo li- 
quido ^ preso a quest'ultima temperatura, noti peserà più (id) , 

i6a - — -T ; e siccome lo stromento, immerso sino al tratto, 00- 

cupa un numero {P){i^^Kt) di questi centimetri, il peso fo- 

^1 ili. .1 11 1 {'o){P){ì^^Kt) ^. 
tale del liquido cacaato da luogo sarà . Ura 

cpiesto peso è dato dall'osservsrzione , ed é uguale 9l P-^Pj P 
essendo 4x>me sopra- il peso dell'areometro aggravato dai pesi 
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dell'acqua pura , indicati da minori immersioni dello sgomento. 
Per gli stromenti poi destinati ar liquidi più leggieri che Tacqua 
si fissa Io zero al punto d'immersione corrispondente alla solu- 
zione salina, si segna lo^ al punto superiore corrispondente 
all'accjua pura , e sì continua questa graduazione ascendendo 
ancora , per esempio , sino a 4o* o più , cosicché i gradi se- 
gnano qui altrettante diminuzioni ' di peso specifico indicato da 
immersioni successivamente maggiori ; onde per questi liquidi 
la pornone della graduazione da o^ a io<> non ha applicazione, 
e non serre che per fissare la grandezza dei gradi partendo da 
100. La figura qui sotto rappresenta le due scale riunite nella 
lor poniione relativa di corrispondènza. 
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Gli stromenti' cosi costrutti divengono comparabili, purché H 
supponga che il sale adoperato nella soluzione salina sia di ugual 
purezza , e disseccamento , e l'operazione fatta ad un dato grado 
di temperatura lo stesso per tutti , e converrebbe poi solo farvi 
una correzione, quando sì volessero adoperare ad una temperatura 
diversa da quella. Ma se si vogliono riferire le indicazioni di 
questi stromenti alla densità dei liquidi, prendendo per unità 
la densità dell'acqua , conviene sapere quale sia la densità della 
suddetta soluzione salina in quest'unità. Una deternùnazione pre- 
cisa a questo riguardo negli stromenti, quali sono in uso, non 
e possibile , stante che né Baumé , né gli altri costruttori di 
simili stromenti hanno prese ed indicate le precauzioni neces- 
sarie per rendere questa densità costante reladt amente ad essi 
tutti. Conviene dunque attenersi per questo punto ad una ap- 
prossimazione , e per dare un esempio dell'applicazione del cal- 
colo e delle formole di riduzione che si possono stabilire dalle 
indicazioni di questi stromenti all'espressione del peso specifico e 
reciprocamente , ammetteremo col sig. Bellani , che si è molto 
occupato in Italia della costruzione e perfezionamento di tali stro- 
menti , che la densità della soluzione sahna contenente 9 parti 
d'acqua e i di sale, sia 1,0733 prendendo per unità quella dell' 
acqua pura. Delezenne in una memoria sugli areometri pubbli- 
cata nel Journal de Physique di Blainville , aprile 182^ , ha 
proposto una graduazione particolare dell' areometro, in cui 
prende per base il peso specifico d'una soluzione composta di 
9 parti d'acqua ed i di cloruro di calcio puro che ha trovato 
essere 1,077, trascurando le altre cifre, a o^ di temperatura^ 
ma questa non può essere la base della graduazione dell'areo- 
metro di Baumé, che non adoperava che sai comune , e alla 
temperatura di io<> o la^. 

Ritenuta dunque l'indicazione del Bellani e occupandoci in 
primo luogo della scala relativa ai liquidi più pesanti che l'acqua, 
osserveremo che i i o gradi dell'areometro corrispondono in questa 
scala a un aumento di 0,0733 nella densità dell'acqua , e cia- 
scuno di questi gradi esprime una diminuzione del volume della 
parte immersa dello stromento , volume che è in ragione inversa 
del peso specifico del liquido. Per trovare adunque la corri- 
spondenza tra le indicazioni 4,ell'areometro in generale e i pesi 
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e fissando gli altri per interpolazione, senza riferirla per mezzo 
d'una forinola al principio stesso che serve di base a questa 
graduazione *, tale è j per esemplo , quella rappresentata da una 
tavola che Nicholson ne ha costrutta nel suo Giornale inglese 
in aprile 1797 , e che si trova pure riferita nel T. i3 degli 
Armales de Chimie. Questa ed altre simili tavole poco differi- 
scono da quella che si potrebbe dedurre dalle nostre formole^ 
e quando si volesse adottare come più esatta la corrispon- 
denza data da alcuna di esst o pel grado 10,0 per altri gradi, 
vi si potrebbe facilmente applicare lo stesso calcolo di cui ab- 
biamo fatto uso, per dedurne formole analoghe. Per esempio, 
quanto alla gi*aduazione indicata nella tavola di Nicholson si 
potrebbero stabilire immediatamente le formole su che il 4^" 
grado dell'areometro pei liquidi più leggieri corri^onde , secondo 
quella tavola, al peso specifico 0,817 , o che il grado 72<> di 
quello pei liquidi più pesanti dell'acqua corrisponde al peso 
specifico a ; oppure si potrà da questi dati ricavare il valore 
della densità della soluzione che determina il grado io, riguar- 
dando questo valore come l'incognita nelle formole sopra stabilite, 
e mettendovi i detti valori tra loro' corrispondenti di G e di ^ 
od A* \ densità che trovo essere 1,0746 per l'areometro dei 
liquidi più pesanti dell'acqua, e 1,0807 pei più leggieri *, se ne 
dedurranno quindi le formole generali come sopra ; e a tal fine 
ho lasciato in evidenza le basi del calcolo nelle suddette for- 
mole sino all'ultima loro trasformazione. 

Del resto io ho supposto nell'applicazione di quelle formole 
che la soluzione composta di 9 parti d'acqua e 1 di sale si sia 
presa per determinare tanto la ;5cala pei fiquidi più leggieri 
dell'acqua , come pei più pesanti ; questa però é una simplifi- 
caziòne introdotta posteriormente alla prinia costruzione diBaumé. 
Questi non si serviva di una tal soluzione, se non pei liquidi 
più leggieri dell'acqua ; per queUi più pesanti adoperava una 
soluzione composta di 85 paiti d'acqua e i5 di sale, segnando 
i5^ sul punto d'immersione ad essa corrispondente. Questa di- 
visione non coinciderebbe con quella a cui avesse servito di 
base la prima soluzione , se non nella supposizione che le so- 
stituzioni successive d'una centesima parte di sale ad una d'a- 
cqua nella soluzione corrispondessero ad uguali diminuzioni 
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d' immemone , o gradì dell' areometro , il che non è esatto -, 

tutUTia la differenza non può essere grande, e può riguardarci 
come confusa colle altre inesattezze nella costruzione , onde la 
scala che ne risulta resti sensibilmente la stessa che quella cal- 
colata sulla nostra supposizione, ora generalmente adottata. 
Altronde i diversi autori e costruttori di questi stromcnti hanno 
introdotle molte altre piccole varietà neUa loro costruzione , 
die ne rendono la graduazione alquanto diversa , non però al 
segno che non si considerino sempre questi stromeuti come 
areometri di Baumé corretti a grado dei diversi autori; tale è 
per esempio l'areometro di Cartier , che fu per qualche tempo 
d'un uso comune in Francia. 

Alcuni fisici hanno anche imaginato di graduare questi areometri 
in maniera che i loro gradi corrispondessero a porzioni deter- 
nunate del peso sporifico dell'acqua pura , di cui quello del U- 
quido ne difiTerisce, per esempio, a millesime ecc. Brisson pro- 
pose il primo una tal graduazione , e diede regole per eseguirla , 
ed altri diedero costrurioni grafiche per quest'oggetto; secondo 
questo principio é costrutto l'areometro detto di Richter, di cui 
si £i frequente uso in Alemagna. Non mi tratterrò su queste 
sorta di stromentt, essendo sempre da preferirsi i metodi diretti 
per la determinanone dei pesi specifici, colle richieste correzioni, 
quali li abbiamo sopra indicati. 

Quanto a quella specie di areometri che sono destinati ad in- 
dicare immediatamente le proporrioni di certe mescolanze, per 
esempio quelle dell'alcool e dell'acqua nello spirito di vino del 
commercio, per mezzo del loro peso specifico, essi non appar- 
tengono al nostro presente oggetto; avremo occasione di parlarne 
in altro luogo. 

i8. Hare e Meikle hanno proposto stromen ti per deterniinarc 
il peso specifico dei Uquidi, fondati sopra un principio affatto 
diverso dei precedenti , rìoè sulla maggiore o minor altezza delle 
colonne de' diversi liquidi che possouo farsi equilibrio tra loro, 
o fare equilibrio ad una stessa pressione, qual è la pressione 
atmosferica , o una parte di essa. Il primo di questi autori ha 
dato al suo stromcnto il nome di Ulramctro , dal greco Xix^a, , 
libbra o peso\ il secondo quello di sifone^ idrometro, Y.Philosoph. 
magaz, agosto 1826, e settembre e ottobre 1828. Ma tali slr- 
meati non furono finquì adottati nell'uso comune. 
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S 3.» 

Determinaiiune della densità dei corpi solidi. 

19. Il procedimento che abbiamo adoperato (n.<»i5) per 
trovare il peso specifico de' liquidi può ugualmente servir^ per 
trovar quello de' corpi solidi che non si sciolgono nell' accpia. 
Per questo basta che il corpo possa essere introdotto in un 
fiasco y od in qualunque altro vaso suscettibile di esser chiuso 
esattamente. Ma non é necessario che questo corpo sia in un 
solo pezzo , e può anche essere in polvere sottile. La maniera 
la più semplice di far la sperienza é là seguente. 

Si comincia a determinare esattamente il peso apparente del 
corpo nell'aria , e si notano le indicazioni del barometro e del 
termometro al tempo del pesamento; quindi si riempie il fia- 
sco o il vaso d' acqua distillata presa ad una temperatui-a co- 
nosciuta , e si pesa di nuovo il corpo col fiasco cosi riempiuto. 
Ciò fiEitto si apre il fiasco e vi s'introduce il corpo, che caccia 
mia parte dell'acqua ; quindi si chiude , avendo cura di non la- 
sciare alcuna bolla d'aria nel suo intemo. Si asciuga il fiasco 
esattamente , e si rimette sul piattello della bilancia; allora questo 
{nattello si trova più leggiero , che quando si è pesato insieme 
il corpo ed il fiasco pieno d'acqua, di tutto il peso dell'acqua 
cacciata dal corpo. Vi si aggiungono i pesi necessarii per rista- 
bilir l'equilibrio , e si conosce cosi il peso di quest'acqua. Da 
questo peso paragonato con quello apparente del corpo, si può 
calcolare il peso specifico del medesimo. 

Se i pesamenti fossero fatti nel vacuo, e alla temperatura 

o^ , il risultato si presenterebbe immediatamente da se stesso ; 

poiché sia iS il peso del corpo , E quello del volume d'acqua 

che ha cacciato , -^ sarebbe il peso specifico , riferito alla tem- 
peratura zero tanto del solido che dell'acqua ; ma siccome i pe- 
samenti non sono fatti nel vacuo , e comunemente son fatti ad 
una temperatura diversa dal o^, bisogna applicare qui le con- 
venienti riduziom , che indicheremo fra breve. 

Si può anche determinare E sospendendo il corpo ad un sot- 
t'd crine, attaccato al piattello della bilancia che prende allora 
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mente all'acqua, secondo il metodo insegaato nel $ 2.^ Si può 
cercar quindi il peso specifico del sale relativamente a quello di 
questo liquido , come si farebbe relativaniente all'acqua ; molti- 
plicando questi due numeri l'uno per Taltro, il loro prodo^o 
esprimerà il peso specifico del corpo relativamente all'acqua. 

Ma bisogna ora dare a questi metodi il lor compimento, in- 
troducendovi tutte le correzioni che le osservazioni richieggono 
per divenir esattamente conq>aralnli. Cominciamo dal caso, in 
cui il corpo solido é pesato successivamente nell'aria, e in un 
liquido conosciuto. Suppomamo che i pesamenti siano £itti alla 
temperatura i , e che a questa temperatura il volume del corpo 
solido espresso in centimetri cubi sia f^. Chiamiamo ( 5) il peso 
assoluto d'un centimetro cubo della sua sostanza, alla tempe- 
ratura del ghiaccio fondente , e /( la sua dilatazione cubica per 
un grado centesimale. Allora il peso d'un centimetro cubo di 

Is) 
questo corpo alla temperatura i , sarà ^ , poiché la di- 
latazione de' corpi solidi nelle temperature ordinarie può essere 
riguardata come uniforme. H peso totale del volume F" sarà 

dunque — ^-^ .Sia ^ il peso d' un centimetro cubo d' aria 

nelle circostanze dell' operazione , da determinarsi secondo i 
principii 'che indicheremo a suo luogo; quello del volume F" 
d'arìa nelle stesse circostanze sarà A F> Finalmente chiamando 
(flf) il peso d'un centimetro cubo del liquido in cui il corpo 
si è pesato , alla temperatura del ghiaccio fondente , e X la 
sua dUatazione da o* a f, il peso dì quello stesso volume V 

pesi sono appunto ciò che il corpo solido ha perduto , quando 
91 è pesato successivamente nell' aiia e nel liquido ; cosicdiè 

sottraendoli dal peso assoluto 1^, si avranno i pesi ap- 
parenti che chiameremo S e S. Questa consideratone dà im- 
mediatamente le due equazioni seguenti 
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la prima fonnola darebbe ài peso d' un centimetro cubo di 
questo corpo *, la seconda darebbe il suo peso specifico ' r^ierito 
all'acqua. Questa è un'approssimazione soventi anunessa^ ma si 
vede qui in che essa consista , e quali cose vi si trascurino. 

Generalmente quando si avrà il valor irigproso di (5} , si di- 
viderà questo per 0,999925 , peso d'un centimetro cubo d^acqua, 
alla temperatura del ghiaccio fondente , e il quoziente esprìmerà 
il rapporto del peso del corpo e dell'acqua a volume uguale 
per questa temperatura. 

Quando in vece di far uso della bilancia idrostatica si adopera 
un fiasco pieno d' un liquido conosciuto ,in cui s'introduce il 
corpo solido dopo averlo pesato nell' arìa, la fiormola diviene 
diversa, secondo la maniera con* cui si opera. Suppomamo dap- 
prima che si facciano tre pesamenti ; i/* quello del corpo solido; 
2.^ del fiasco pieno di liquido; 3.^ del fiasco riempiuto dal 
corpo solido e dal liquido. Conserviamo le stesse denominazioni 
di sopra , ma indichiamo di più con F"' la capacità del fiasco , 
alla temperatura in cui si opera; chiamiamo L il peso appa- 
rente del liquido , che esso rinchiude nella seconda sperìenza , 
e P la somma totale dei pesi del liquido e del solido che esso 
contiene nella terza. Queste tre operaàoni dairanno le tre equa- 
zioni seguenti: 
i.^ Pesamento del corpo nell'aria, 



2." Pesamento del Basco pieno di liquido , 

I -♦• A 

3.^ Pesamento del fiasco rìempiuto dal liquido e dal corpo solido , 
sottraendo la seconda equazione dalla terza ^ dispare , e vi resta 



.a. ^ 
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Aggiungendo a quest'equazione la prima —^ — -/^ ^ = 5 , 

M hanno le stesse due equaàonì che abbiamo ottenute col primo 
metodo , in cui sì sia cangiato solamente S* in P — L. Esse 
condurranno dunque ad una formola simile ^ e se ne dedurrà 
(j) nella stessa maniera , cioè si avrà 



w = 



U^KOm-iP-i-yA-] 



S—P^L 



Se il liquido in cui il corpo s'immerge è l'acqua pura , questa 
iormolà diverrà 

(*) S-P^L ' 



B avendo la signiBcazione sopra indicata. E se si volessero tra- 
curare tutte le riduzioni , il peso specifico del corpo, che era 

precedentemente -^ g , diverrà qui ^ = — y • 

Veniamo finalmente alla maniera di operare che abbiamo in- 
dicata al principio di questo n.® Essa non dìfTerisce dalla 
precedente , se non in qjuanto, in vece di pesare il fiasco solo 
pieno di liquido,' si pesa il medesimo unitamente al corpo solido. 
Sia allora M il peso' del sistema del corpo e del fiasco pieno 
di liquido -, si avrà qui , 

• • ■ ■ 

1.® Pesamento del corpo Beiraria, 



K^l.-AF^S. 
i •+■ Ri 
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2.^ Pesamento del corpo , col fiasco pieno di liquido , 



i-*-Kt 



3.** Pesamento del fiasco riempiuto dal liquido e dal solido , 

Mettendo nella seconda equazione pei due primi termini il loro 
valore S dato dalla prima , essa diviene 

i-#-X 

tyiora sottraendola dalla terza , F* dispare , e vi resta 

si ha di più ' L — A V'Si S \ che sono le due equazioni 

trovate per la maniera precedente di operare , se non che L 

vi é cangiato in M — S. Esse condurranno dunque ancora allo 

stesso risultato, e si accorderanno anche colle prime cangiando 

solamente S in P — M'^S. Se si vogliono trascurare tutte le 

e 
riduzioni , il peso specifico , che era pur ora -^ = — s , dì- 

ò ^^ ir ^ té 
S S 

verrà qui ^ p — ^^^^ ^ , ossia semplicemente ^ ^ . • 

ao. Si possono ancora determinare i pesi specifici de' corpi 
solidi per mezzo dell'areometro. Per questo si aggiunge all'a- 
reometro di Fareneith , inferiormente , una specie di picciola 
secchia metalUca, minutamente traforata HH ( fig. 3 ) che serve 
a contenere il corpo soUdo, quando esso si vuol pesare nell' 
acqua; la palla di vetro B piena di mercurio che dee tenerio 
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ritto nel liquido s'annette sotto a questa secchia. Con questo 

stromento conosciuto sotto al nome di areometro di Nicholson sì 
può in primo luogo pesare il corpo solido nell'aria, come si pese- 
rebbe in una bilancia. A tal fine si mette l'areometro in un 
▼aso cilindrico, pieno d'acqua distillata, d'una temperatura co- 
noscmta, e si aggiungono sul piattello superiore FF i pesi ne- 
cessarìi per farlo immergere sino al tratto T segnato sul suo 
collo; suppongo che si richieda per questo un numero N di 
grammi alla temperatura in cm si opera. Allora si tolgono questi 
pesi , e vi si sostituisce il corpo che si pone sul piattello FF, 
Se esso pesa più di N grammi , bik inunergere l'areometro al 
di sopra del tratto Ty e non si potrà pesare -, ma se pesa meno 
di N grammi bisognerà aggiungere una certa quantità di grammi 
per finire di &r immergere lo stromento, e il complemento di 
questi pesi a N gramnù darà il peso apparente del corpo nel- 
l'aria, vale a dire, che se si sono dovuti aggiungere n grammi, 
il peto sarà N — n. ' 

Tolgasi ora il corpo dal piattèllo FF , e pongasi nella secchia 
HH» Se esso è più pesante che l'acqua a volume uguale, esso 
£urà ancora inunergere l'areometro , ma d'una quantità minore 
die quando era nell'aria. AUora bisognerà aggiungere sul piat- 
tello più di n gramnu , perchè lo stromento s'immerga sino al 
tratto T, Sia n' questo numero ; -^V — nf sarà il peso del corpo 
neD'acqua. Se si sottrae questo peso da quello del corpo nell'aria, 
ù avrà il peso apparente nell'aria, d'un volume d'acqua uguale 
a quello del corpo. Questo peso sarà dunque N — n— (iV — /i') 
ossia nf — n. Se si vogliono ridurre questi risultati alle deno- 
minaxioni che abbiamo prima adottate , e in cui i pesi appa- 
renti del corpo e dell'acqua a ugual volume erano rapprescn- 
Uti da 5, ed 5^, si avrà qm 5=iV— n, i'siiV— n'. Non vi 
resterà più che ad applicare ai numeri *$ ed i^ le formole tio- 
Tate superiormente , e sé ne dedurrà ugualmente sia il peso 
specifico del corpo, sta il pes^ d'un centimetro cubo della sua 
sostanxa. Se si vogliono trascurare tutte le riduzioni , il peso 

.^ . .5 . N—n 
spccinco sarà 7; — ^ , ossia —. . 

Per id>breviare l'operazione nel secondo pesamento si può 
lasciare sulpiatteUo il numero n di grammi, che vi si era posto 
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nel primo , e contare solamente la quantità die vi si aggiunge , 
e che sarà immediatamente il valore di it'— >n^ ossia S — S. 
In fatti questa quantità aggiunta misura evidentemente la per- 
dita di peso , che il corpo ha fatta nell'acqua. 

Se il corpo fosse più leggiero che l'acqua, posto nella secchia 
metalhca , esso non peserebbe su questa , onde 1' operinone 
^on potrebbe aver luogo. In questo casa si può . rovesciare la 
secchia^ come si vede ne;lla stessa fig. 3 in H! B! ^ coigicctié il 
corpo posto al dissotto tenda a sollevare rareometro. Ma sic- 
come lo stromento. solo richiede già. im certo peso . N per im- 
mergersi sino al tratto T ^ bisogna, per ottenere questa immer- 
sone nella circostanza di cui si tratta, caricarlo d'un peso n' 
più grande di iV. Ciò non impedisce che le formole precedenti 
siano sempre applicabili nella stessa maniera , e senza alcun 
cangiamento ; n! — n indica sempre il peso apparente del volume 
d^ acqua uguale a quello del corpo, e dividendo N-^n per 
n* — n SI avrà sempre il po^o specifico apparente. Solafnente in 
questo caso il numero N — n che esprime il peso del corpo 
lieiracqua diviene negativo , poiché il corpo tende ad elevarsi 
nell'acqua e non a discendervi. 

Si può qui osservare che l'uso dell' areometro di Nickokon 
per determinare j^ peso specifico de' corpi soUdi equivale a 
quello della bilancia idrostatica^ ad una delle braccia della quale 
si sospende U coipo solido onde pesarlo successivamente nell'aria 
e nell'acqua , nel qual caso la perdita di peso fatta nell'acqua e» 
sprime il peso d'un volume d'acqua uguale a quello del corpo, da 
paragonarsi al peso di questo, ridotto al vacuo, come sopra si è 
spiegato; non altrimenti che per mezzo deU'areqmetro di Fare- 
neith si ottiene essenzialmente lo stesso risultato che pesando uno 
stesso corpo solido sospeso alla bilancia idrostatica, successiva- 
mente nell'aria, nell'acqua, e in un liquido di cui si voglia de- 
terminare il peso specifico , e conchiudendo dal rapporto delle 
perdite di peso (atte dal corpo nell'acqua e nel hquido quello 
dei pesi d'uno stesso volume d'acqua e del liquido. Ma, come già 
abbiamo detto , i metodi diretti per la determinazione dei pesi 
specifici tanto de' liquidi che de' solidi sono sempre da preferirsi 
quando si vogliono risultati molto precisi ; e solo nei casi 
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l'uso degli areometri è più comodo che rimpiego di 

questi metodi. 

a I . Leslie si é servito di un mezzo particolare per determinare 
la densità della parte solida dei corpi molto porosi o pulvcru- 
lenti, tra le particelle de' quali l'acqua penetra talvolta difficil- 
mente, onde si potrebbe dubitare che il peso specifico ottenuto 
coi mezzi sopra indicati non fosse affetto da errore , proveniente 
da una porzione degli interstbcii non riempiuti dal liquido. Questo 
mezzo consiste nel determinare il volume dcgU interstizii che vi 
occupa l'aria contenutavi sotto la pressione ordinaria, giudi- 
candone da quello che quest' aria prende quando la pressione 
e ridotta per esempio alla metà ; il che si ottiene facetido co- 
municare il vaso che coiitiene la polvere di cui si tratta coll'e- 
stremità superiore d'un tubo, in cui sta sospesa una colonna di 
mercurio, onde l'aria dee prendere un volume doppio e svolgersene 
oost un volume uguale a quello degli interstizii. Se ne conchiude il 
Tolume della materia solida, e paragonandone il peso con quello 
d'un ugual volume d'acqua , si ha il peso specifico di questui 
materia ( v. Journal of sciencc luglio 1826). Ma osserverò che 
i risultati ottenuti con questo mezzo potrebbero essere inesatli, 
le l'aria contenuta negli interstizii della polvere , o del corpo 
poroso vi fosse condensata dall' attrazione stessa del corpo , il 
cbe pare succedere ordinariamente, come vedremo a suo luogo. 
Del resto uno stromento fondato sullo stesso principio era già 
stato adoperato da Say , in Francia , sotto il nome di stereo^ 
metro nel 1797 per determinare la densità della polvere da 
cannone , e descritto in quell'anno nel T. 23 degli Annales de 
Chimie 
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Riioltati sperimentali sulla densità dc^ diversi corpi. 

23. Per compiere ciò che riguarda la determinazione della 

densità o peso specifico dei diversi corpi soUdi o liquidi , ag- 

giurerò qui una tavola delle densità che si sono trovate «i 

coipi che ndlo stato attuale della chimica si considerano come 

Voi. I. 4 
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semplici , particolarmente metallici , e ad alcune altre sostanze 
più conosciute e d'un uso generale nell' economia domestica e 
nelle arti. Appartiene poi alla chimica , alla mineralogia ecc. 
l'indicare le densità dei diversi composti particolari, che ciascuna 
di queste scienze considera. Quanto ai metalli ne ho specificata 
la densità ne' loro diversi stati , di cui ci occorrerà di parlare 
più particolarmente in appresso. Questa tavola é principalmente 
tratta da quella che ne ha dato Brìsson nella sua opera Pesan- 
tcur spécifique des corps j Paris j 1787 , eccettuate le sostanze 
che o non erano conosciute affatto , o solo imperfettamente co- 
nosciute nel tempo della pubblicazione di quell'opera ; per que- 
ste ho riferite le densità quali si trovano indicate dai più re- 
centi autori che se ne sono occupati. L'unità delle densità, nella 
tavola , é la densità dell'acqua alla temperatura o^y supponendo 
pure le sostanze prese a un dipresso alla stessa temperatura. 

Per l'iridio e l'osmio , metalli che sogliono accompagnare le 
miniere di platino , unitamente al palladio e al rodio , ho se- 
gnata in comune la densità che Brcithaupt (Giornale di Schwcig- 
ger-Seidel T. 9 ) ha trovata all' iridio nativo , ove l' iridio si 
presenta quasi puro con poco osmio -, la densità dell'osmio pare 
doverne differir poco , considerando la densità delle diverse va- 
rietà di osmiuro d'iridio che la natura ci presenta , determinata 
da Rose ( Giornale di Poggendorff, i833, n.» 1 1 e i835 n.^a ), 
e molto lontana dal vero era quindi la densità di circa io che 
Berzelius aveva trovata all' osmio, probabilmente da lui esami- 
nato in istato assai poroso. Questi due metaUi superano cosi in 
densità il platino , e ci presentano le sostanze più dense addi 
nostri conosciute. 

Per la sostanza solida del carbone , cioè quale dee essere 
astrazione fatta dai pori che esso ci presenta nello stato in cui 
si ottiene dalla combustione dei vegetali , ho seguita la deter- 
minazione di Rumfoixl ( Recherches expérimentales sur le bois 
et le charhon^ Biblioth^que Brilannique^ décembre 1812 e janvier 
181 3). Quella di Leslie che le darebbe una densità maggiore 
di quella del diamante , secondo il risultato ottenuto coU'istru- 
mento di cui si é parlato nel numero precedente , pare affatto 
erronea. 

Pel mercurio congelato ho indicato la densità che Biddle gli 
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Acciajo temperato 
Stagno fuso . . 
battuto o lain 
Piombo fuso 
Zinco fuso 



Bismuto fuso . 
battuto . 
Antimonio fuso 
Arsenico fujiO 
Tlicbel fuso . 

— battuto . 
Cobalto fuso . . 
Mercurio lic)uido 

— congelato 
Manganese 
Molibdeno 
Tunsteno . . 
Tellurio . . 
Selenio . . 
Cadmio fuso . 

— battuto . 
Utanio . . 
Uranio . . . 
Croniio . , 
Iodio . . . 
Bromo liqmdo 
Potassio . . 



7,8.7 
7.^93 
7,3», 

■ 1,400 

7.'9' 
5,661 
9,8^3 
9,883 
6,860 
5,789 

s'eei 

8,5i3 

■3,598 

iS,6ii 
8,01 3 
8,611 

i,,4oo 

6,30O 

4,3io 
8,604 
8,694 
5,3 00 

5,900 
4,948 
3,q66 
o,865 
0.973 



Sostanze semplici 
non metalliche. 

Diamaqte 3,45o 

Caiboue 'i^^o 

Zolfo a,ooo 

Fosforo ■1770 

Sostarne solale composte. 

Ghiacdo Oi9*5 

Vetro comune . . . >,tì42 



Cristallo di Francia. . 3,803 

FUnt-glass Inglese . j ^^*" 

— di Francia. . , 3,170 

— di Fraunbofer 3i;7y 
Rubino (alumina cristal- 

•'«»*»). 4.f5o 

Cristallo di rocca (silicio 

cristaliizzatu ) . . . a,655 
Gesso (solf. di calce crì- 

staI]Ì7./ato) .... 3,33a 
Spato calcai-c (carbonato 

di calce cristalliztato) 2,720 

Resine diverse . . | 'M»» 

( I jilio 

Cera bianca , . , , o,q69 

Sevo o,94" 

SoTero o,»4o 

Legni ordiiiarii . . j "'a®** 

Legni pesaoti . . . '( **»9*® 

, . ( Moo 

Avorio I 85o 



Liquidi. 

Acqua distillata o di 
pioggia ..... 
Acqua di mare . . . 
Alcool del conunercior 
Alcool rettificato . . 
Alcool puro detto as- 

EtL-re ordinaiio detto 
solforico 

Acido solforico concen- 
trato 



01] esseniiali le^ieri j 

Olj essenziali pesanti j 
Olio d'oliva .... 



0,900 
0,837 

0,79^ 



1,845 
0,870 



1,044 
o,9'5 
0,940 



LIBRO SECONDO 

DELLA COSTITUZIONE DE' CORPI SOLIDI 

IN PARTICOLARE 



a3* I coipi solidi ci presentano due specie di ricerche rela- 
tÌTunente alla loro costituzione. Le prime riguardano la natura 
delle forze molecolari die li caratterizzano , e le proprietà che ne 
risultano nella loro sostanza, considerandone la massa in qualun- 
(pie erezione indifferentemente. Le altre si riferiscono a certe 
iionne regolari esteme , che questi corpi sogliono prendere quando 
daDo stato liquido passano lentamente al loro stato solido , il 
die si chiama cristallhzazione \ forme che sono pure connesse 
con particolari proprietà ad esse relative , e che ci conducono 
ad alcune cognizioni sulla disposizione delle loro molecole , e 
sufle forze di cui sono dotate. Riguarderemo adunque i corpi 
sotto questi due aspetti neUe due sezioni in cui divideremo 
questo libro. 
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SGZIONR I.' 



DELIA NATURA. DELLE FORZE MOLECOLARI 
CHE AGISCONO Ne' CORPI SOLIDI IN QUALUNQUE DIREZIONE 



CAPO PRIMO 



Idea generale di queste forze y e delle proprietà 
che ne risultano ne' corpi solidi. 



24. I corpi solidi, come già abbiamo osservato, hanno ^piesta 
comune co' liquidi, che la distanza delle loro molecole é a un 
dipresso determinata dall'equilibrio tra le forze attrattive , e ri- 
pulsive che si esercitano tra le loro molecole , aggiunta però 
alle forze attrattive , quanto a' liqiùdi ' o almeno alla maggior 
parte di essi, una forza estranea che é necessaria còme vedremo 
in seguito per mantenerli allo stato liquido *, e cosicché venendo 
ad esercitarvisi una pressione estema , od a variare notabil- 
mente quella già esistente , si varil bensì il volume del solido , 
o del liquido ( (Inchè quest' ultimo rimane in questo stato ) , 
ma di una quantità assai piccola , e che é ben lontana 
da quella proporzionalità della densità colla pressione, che forma 
la legge di compressibilità dei corpi espansibili od aeriformi. 

Ma i solidi differiscono essenzialmente dai liquidi, come ab- 
biamo detto , perchè nei primi la posizione relativa delle mo- 
lecole é determinata , od almeno non può esser cangiata che 
da una forza estema assai grande , mentre ne' liquidi le mo- 
lecole scorrono quasi Uberamente le une sulle altre. Inoltre si 
osserva che ne*8oUdi l'adesione delle molecole tra loro è molto 
più grande che ne' liquidi. Conviene adunque in primo luogo 
esaminare d'onde procedano queste differenze, e quali siano le 
circostanze che caratterlzsano particolarmente i solidi di cui 
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qui si tratta , relativamente alle forze da cui le molecole sono 
animate. 

Già abbiamo indicata una principale cagione di questa diffe- 
reiìxa tra i solidi e i liquidi , cioè la minor distanza a cui le 
molecole dei solidi si trovano tra loro , avuto riguardo alla fi- 
gura più o meno irregolare che esse possano avere, onde questa 
figura vi abbia, sulle forze molecolari di cui le molecole sono 
dotate, un'influenza, che non si esercita sulle molecole dei li- 
quidi per la loro maggior distanza, o per la maggior prossi- 
mità della lor figura alla sferica. Si può infatti concepire che 
le molecole tendano quindi ne' solidi a rivolgere le une verso 
le altre certe {accie , o lati , o semplici punti particolari , e che 
quando si trovano in queste particolari posizioni relative, se ne ven- 
gano da una forza estranea alcun poco scostate mediante un cangia- 
mento nella figura del corpo , esse tendano a ritornarvi in virtù 
delle loro fone molecolari medesime cosi inegualmente esercitate 
iu diveise direzioni. Potrebbe anche supporsi che le molecole dei 
corpi siano di diversa natura nelle loro diverse parti, cosicché 
fi siano in esse certì punti per cui si attraggono più o meno 
tra loro indipendentemente dalla distanza di essi punti, oppure 
anche ponti opposti relativamente alla lor figura, e che si chia« 
merebbero poU , di cui gli uni abbiano tra loro una forza at- 
trattÌTa, e gli altri una fòrza ripulsiva, onde la forza attrat- 
tiva non n eserciti tra le molecole , se non quando esse rivol- 
gono le une alle altre i punti d'attrazione , e quest'attrazione 
divenga nulla , o si cangi in ripulsiva quando esse vengano a 
rivolgersi i loro punti o poli ripulsivi. Ma conmnque la cosa 
sacceda , purché si aiun^etta questa disuguaglianza di attrazione 
tra le molecole secondo la loro relativa posizione , se da una 
forza esterna viene a cangiarsi quella posizione a cui corris- 
ponde la massima attrazione , la forza attrattiva particolare dei 
diversi punti tenderà a ricondurvele , dopo alcune oscillazioni, 
il che dà luogo, come vedremo in seguito , a quella proprietà 
de' corpi solidi , che dicesi daslicità \ ma se una forza più 
grande le scosta da quella posizione al di là d'un certo limite, 
quella particolar attrazione cesserà d'aver luogo, e allora in ge- 
nerale cesserà l'adesione , ossia il corpo si spezzerà , come ac- 
cade inCatti a molti corpi solidi quando si vogliono piegare 



56 

oltre quello che la lor natura il permette. Altri corjn solidi 
presentano in questa circostanza un altro fenomeno , che esa- 
mineremo in appresso , cioè quello d'un cangiamento stabile 
nella posizione relativa delle loro molecole. Quanto ai corpi li- 
quidi si concepisce che la distanza delle loro molecole può esser 
tale , che vi abbia bensi ancor luogo una attrazione , ma che 
la figura delle molecole non vi abbia più alcuna influenza, co- 
sicché esse si attraggano allora indifferentemente da tutti i lati, 
appunto come ne' fenomeni astronomici quegli effetti che dipen- 
dono dalla figura particolare degli astri non rimangono sensi- 
bili , che ad una distanza molto minore di quella a cui si 
esercita' l'attrazione generale di questi astri. Se poi non alla 
semplice figura si volesse attribuire quelPattrazion particolare 
che determina la posizione relativa delle molecole de' corpi so- 
lidi , ma a poli attrattivi , e ripulsivi, ^i poti*ebbe anche dire, 
che a una certa distanza maggiore hi differenza di distanza di 
una molecola dai due poli opposti, attrattivo, e ripulsivo, dell' 
altra restando come infinitamente piccola relativamente alla di- 
stanza totale, le due azioni opposte divenute sensibilmente uguali 
in qualunque posizione della molecola , si neutralizzano , e si 
distruggono. Allora l'attrazione che può ancora osservarsi in 
certe circostanze ne' liquidi dovrebbe attrìbuitsi ad un'altra por- 
zióne della forza attrattiva , indipendente da questi poli , che 
nella teoria del calorico , considerato come causa del calore , 
potrebbe ridursi all' attrazione di ciascuna molecola ponde- 
rabile pel calorico che circonda le altre molecole , attra- 
zione che, come abbiamo sopra fatto osservare, può anch'essa 
ht parte in generale, secondo questa teoiia, dell'azion molecolare 
de' corpi ; e sarebbe anzi possibile che tale fosse in generale il 
caso de' liquidi, cioè che l'attrazione tra le loro molecole pon- 
derabili fosse nulla , e ogni loro attrazione si riducesse a quella 
indicata , qualunque ksse la maniera con cui si volesse conce- 
pire r influenza della figura delle molecole sulla loro posizione 
nello stato solido , potendosi allora supporre che la distanza 
delle molecole de' liquidi sìa tale da render affatto insensibile 
quell'attrazione tra le molecole loi^o ponderabili. Ma questa 
supposizione non sarebbe forse applicabile alla teorìa in cui si 
attribuiscono i fenomeni del calore al moto di vibrazione delle mo« 



fecole. Per quello cke riguarda i corpi solidi di cui qui si tiatta, 
aggiungerò solo che V idea di poli opposti che si neutralizzano 
ad una certa distanza potrebbe forse servire - a render ragione 
di quella stessa rapidità del decrescimento deUa forza moleco- 
lare j che tì si osserva , e per cui l'attrazione fortissima nella 
naturai situanone delle- molecole d'un corpo solido diviene nulla 
ad una ditfanra alquanto maggiore , ma ancora insensìbile ; 
DMBtre ciascun polo potreUbe allora presentare un'attrazione o 
ripulskme soggetta ad una legge più semplice, e forse a quella 
sletta della ragione inversa dei quadrati della distanza che ha 
luogo generalmente nelle forze che partono da un centro. 

a5. Abbiamo detto che molti còrpi solidi , se si piegano , o 
si obbligano in qualunque modo a cangiar forma al di là d'un 
certo limite , piuttosto che subire stabilmente questo cangia^ 
mento di fonna, epperciò di situazion di molecole, si spezzano, 
cioè laadano separarsi intieramente le loro molecole , e questi 
corpi diconsi ferciò fragili', tali sono il vetro, le pietre in ge- 
nerale j racdajo temprato durissimo ecc. Non però cosi sempre 
accade la cosa : molti corpi soUdi , e particolarmente i metalli 
più noti 9 quando la loro forma i alterata al di là del punto a 
cui si estende la forza che le molecole hanno di ritornare alla 
prìnna posizione, in vece di spezzarsi , permettono alle loro mo- 
lecole , come già abbiamo accennato , di prendere stabilmente 
una posizione diversa da quella che prima aveano , e riman- 
gono cosi sotto la nuova forma a cui la forza -esterna gli ha 
ridotti ; cosicché possono stendersi , e prender diverse forme 
sotto ai colpi del martello , ridursi in lamine sottili quando si 
(anno passar a forza fra due cilindri, trarsi in fila, ecc. Questa 
proprietà utilissima ne' metalli per l'uso delle arti , a cagione 
della facSità che presenta di lavorarli , si chiama duuiliuì o 
maikabìHià. Se questa facilità di cangiar forma fosse indefinita, 
> cor[n die ne sarebbero dotati si potrebbero considerare quasi 
come liquidi molto imperfetti, poiché le molecole avrebbero iu 
essi quella stessa indifferenza a qualunque mutua posizione , che 
distingue i liquidi, sebbene il cangiamento di situazione richie^ 
desse qui una forza estema che non si richiede pei liquidi-, ma 
una circostanza particolare che si osserva nel voler ridurre i 
corpi , di ciH si tratta, a diverse forme , e che limita di molto la loio 
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capacità di prendede, ci obbliga a rinunziare a'quest'idea , clie non 
sarebbe altronde facilmente conciliabile colle relazioni che questi 
corpi ci presentano cogli altri corpi solidi e liquidi. Essa con'^ 
«iste in che nel battere , o comprimere in qualunque modo questi 
corpi per tale oggetto , essi divengono vieppiù duri , ed infles- 
sibili, o come si suol dire crudi y finché arrivano finalmente ad 
uno stato in cui non possono più in alcun modo cangiar forma 
stabilmente , ma si spezzano piuttosto , com« i corpi firagiU. In 
tale stato essi hanno anche un volume alquanto minore , ep- 
perciò una densità alquanto maggiore che nel loro stato natu- 
rale , come si può vedere nella tavola delle densità dei diversi 
corpi j e in diversi stati , che si tiova al fine del libro primo. 
Il piombo parrebbe fare eccezione a questa regola dell'aumento 
di densità per la compressione, secondo le sperienze di Muskem-* 
brock, in cui la densità di questo metallo sottoposto alla filiera 
e al martello si è trovata ài contrario minore che nello slato 
ordinario -, Guyton-Morveau ha anche osservato questo fenomeno-, 
ma egli ha poi fatto vedere che esso dee attribuirsi ad acci- 
dentali disgiunzioni di particelle che vi si formano, poiché ope- 
rando in maniera che il metallo non potesse sfuggire per la 
sua mollezza all' efTelto della compressione, ne ottenne sul 
piombo una condensazione come sugli altri metalli (Memorie 
deW IstiiutOy mino 1809, e Anti, de Cìdmie y T, 71 ). 

I metalli cosi induriti, e resi più densi non possono riacqui- 
stare la loro duttilità , die coiresposizione ad un calor rovente 
e successivo raflreddameiito , dopo la quale operazione per cui 
dicono ricuocersi , essi presentano anche di nuovo la loro den- 
sità primitiva. Abbiamo sull'azione della compressione esercitata 
sui metalli nella fihera , e nel laminatojo per aumentarne la 
densità , e sull'effetto della ricottura per rìstabillrne la densità 
primitiva , sperienze recenti del sig. Baudrimont, pubblicate negli 
Annales de CfUmie et de Physique^ septembre i835, dalle quali 
risulta : i .^ che il diametro dei fili metallici ottenuti colla fi- 
liera si aumenta , e la loro densità si diminuisce per la ricot- 
tura , come ciò dee essere per la distruzione dell'effetto della 
compressione nella filiera. 2.® Che facendo passare pel lami- 
natojo fili metallici ottenuti colla filiera , la densità se ne ac- 
cresce ancora sopra quella che la fiUera loro avea data, sia che 
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cosi le sue prime qualità. Questi corpi duttili non differirebbero 
adunque dagli altri , se non in quanto sarebbero suscettibili £ 
due stati diversi, in ciascuno de' quali le molecole avessero una 
posizione determinata , ma si fisserebbero nel secondo ' di esà 
ad una minor distanza , in cui troverebbero un nuovo equili- 
brio quando una Volta da una forza estema vi fossero state 
condotte. Forse questa minor distanza tra le molecole dell'ordine 
più composto è accompagnata , come per necessaria condizione, 
da uu cangiamento di posbione ùelle molecole d' un ordine 
più semplice , delle quali quelle siano la riunione. 

Del resto quest'alterazione che mette un limite alla duttifità 
de' metalli potrebbe anche essere , per cosi dire , accidentale , 
ossia una conseguenza della forza estranea necessana per can- 
giare la posizione in cui si trovano le molecole dei medesimi , 
cosicché se quest'alterazione non succedesse le molecole dei 
corpi solidi duttili potrebbero indefinitamente scorrere e can- 
giar di posizione le une sulle altre , come ciò pare succedere in 
fatti ne' liquidi imperfètti , detti viscosi. La fòrza estranea ri- 
chiesta per cangiar questa posizione dovrebbe essere allora ana- 
loga ad un fregamento tra le superficie di due corpi; ma reste- 
rebbe a determinarsi la natura di questa forza. Vi sono adunque 
ancora molti punti che ci sono affatto ignoti nella costituaone 
de' corpi. 

16. Alcuni corpi presentano ancora un terzo stato d'equili- 
brio delle loro molecole , in cui in vece di esser queste più 
vicine tra loro che nello stato naturale , sono al contrario aL- 
quanto più rìmote. Tale è il caso déiTacciafo temperato. L'ào- 
ciajo non è altro che una combinazione particolare di ferro 
colla sostanza combustibile del carbone , la quale dai chimici 
si dice carbonio y ma in piccola quantità, cioè di una o due cen- 
tesime del suo peso , e probabilmente una lega d' una piccola 
porzione di carburo di ferro di composizione determinata con 
una quantità molto maggiore di ferro. L'acciajo nel suo stato 
naturale è assai duttile ; ma gode di questa proprietà che il ferro 
semplice non avea, che se dopo averlo arroventato s'iounerge 
rapidamente nell'acqua per raffreddarlo y esso diviene meno fles- 
sibile, e si trova allo stato d'un corpo fragile o quasi fragUe, se- 
condo che più ò men grande era il suo grado di calore quando 
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SI e immerao nell'acqua. Questa operazione dicesi la tempra 
ddl'acdajo , e ve ne sono diversi gradi corrispondenti ai diversi 
gradi di calore nel momento dell'immersione. Se racciajo tem- 
prato si riscalda , e si lascia quindi raffreddar lentamente, perde 
più o meno della durezza e fragilità che la tempra gli aveva 
comnnicata, secondo il calore a cui si espone,, e per cui si dice 
ricuocersi j e con un calore sufficiente rientra intieramente nel 
suo prinuero stato di duttilità. 

Sì sogliono distinguere i diversi gradi di tempra prodotti dai 
diversi gradi di ricottura d'un acciajo prima temprata>durissimo , 
per mezzo dei colori diversi che l'acciajo temprato e pulito prende 
quaado ti espone a questi diversi gradi di calore per ricuocerlo, 
e che provengono da una sottil pellicola d'ossido che va aumen- 
tando di spessore per l'accrescimento di calore, le lamine sotti- 
lissime di corpi trasparenti avendo questa proprietà di riflettere 
colorì aversi , secondo il loro spessore. L'acciajo durissimo di- 
viene successivamente per questi diversi gradi di ricottura giallo 
di pagiiaj giaUo dorato , purpureo j violaceo , e fiiiabnente 
a-saurro che corrisponde al più basso grado di tempra. 

Del resto questa proprietà di potersi temprare e divenir cosi 
più fragili e durì, per un rapido raffreddamento, appartiene 
anche ad alcune altre leghe del ferro con piccola quantità di 
diversi metalli. Cosi l'acciajo di qualità particolare che si fabbrica 
nelle Indie orientali, conosciuto sotto il nome àìwootZj contiene 
piccole quantità de' metalli detti dai chimici silicio ed aluminio \ 
Faraday ha indicata la maniera di imitarlo , e le stesse qualità 
del wootz si danno al ferro o all'acciajo unendovi piccolissime 
quantità di argento , del metallo detto rodio ecc. 

Potrebbe taluno credere che anche in questo caso la du- 
rezza e la fragiUtà dipendesse da una più grande prossimità 
delle molecole prodotta da quel rapido raffreddapiento *, ma 
se cosi fosse il volume dell' acciajo temprato sarebbe minore 
di quello che avea avanti la tempra , e 1' esperienza mostra il 
contrario , che ne é alquanto maggiore , epperciò la densità 
minore y come si può vedere nella Tavola delle densità dei corpi. 
Questo effetto pare adunque dipendere da che gli strati super- 
ficiali dell'accia jo rovente , che si. pongono in contatto coli' a- 
cqua fredda, indurandosi avanti che la massa intiera sia interior- 
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mente raffreddata , formano una crosta o inviluppo più grande 
di quello che converrebbe poi a racchiudere la stessa massa 
condenssita dal raffreddamento , onde le molecole di questa 
che successivamente si raffreddano siano costrette , per non 
romperne la continuità j a rimanersi ad una distanxa maggiore 
di quella che richiederebbe requilibrio delle forze da cui sono 
animate nello stato naturale. Ma questo nuovo stato d'equilibrìo 
è tale^ che per quanto poco le molecole ne vengano rimosse al 
di là del limite a cui si estende la facoltà di ritornarvi, in vece 
di prendere un'altra posizione da cui sono troppo rimote , in- 
tieramente si staccano j e il corpo si spezza. 

Abbiamo un altro esempio di un simile stato sforzato nell'e- 
quilìbrio delle molecole in quelle goccie di vetro , che ancor 
rammollite dal fuoco si lasciano cadere nell'acqua , e che dalla 
forma che prendono , e dal paese in cui dapprima furono fab- 
bricate dlconsi lagrime ìmtaviche. Ma in queste l'equilibrio delle 
molecole interne che per l'induramento repentino della crosta 
estema hanno dovuto prendere una maggior distanza , e una 
partlcolar posizione, è cosi instabile, che sebbene il ventre, o 
parte più grossa di queste lagrime resista senza rompersi anche 
a' colpi di martello , tuttavia se si rompe solo la punta della 
coda delle medesime , il tutto si stritola in minutissime parti , 
come se ciascuna molecola avesse bisogno dell'azione delle mo- 
lecole vicine per mantenere la sua posizione , e tolta da luogo 
.una sola di esse , le altre debbano necessariamente staccarsi. 
Cosi anche generahnente 1 vasi ordinarli di vetro , troj^ ra- 
pidamente raffreddati dopo la loro fabbricazione, sono molto più 
fragili , o come si suol dire crudi , e scoppiano in pezzi più 
facilmente che allorquando sono stati lentamente raffireddati , 
oppure ricolti ad un calore minore a cui si ritengano per 
qualche tqmpo. 

^7. È cosa notabile che la prontezza del raffreddamento che 
produce gli effetti della tempra sull'acciajo e su quelle altre leghe 
del ferro di cui abbiamo parlato , non cagioni alcun cangia- 
mento sensibile nell'oro , nello stagno , nel rame , e negli altri 
metalli semplici. Ma quello che è ancor più degno d'osserva- 
zione é che la slessa causa produce risultati inversi sulla lega 
che serve a fare una specie di tambuio solido di cui i Chincsi 
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%i serrono per produrre un forte suono^ sotto il nouic di gong- 
gang o tam-tam. Questa lega composta di 78 parti di rame, e 
atà dì stagno , secondo le osservazioni del signor Darcet, é fra- 
gile , e non malleabile quando dopo averla riscaldata sino all' 
incsndescenxa si lascia raffreddare lentamente nell'aria ; mentre 
al contrario è alquanto flessibile , quando dopo averla cosi ri- 
scaldata s'immerge subitamente nell'acqua fredda, sebbene, se- 
condo le recenti sperienze di Baudrimont, questa tempra dilati 
anche la lega di cui si tratta, come l'acciajo. Ciò fa sospettare in 
questa lega e forse nell'acciajo medesimo un cangiamento di com- 
binazione o modo d'unione delle molecple che ha luogo inversa- 
mente in queste due sostanze , e di cui i metalli semplici non 
sono suscettibilL Né la tempra dei metalli é il solo esempio di 
simili cangiamenti. Il signor Thenard ha osservato che il fos- 
foro riscaldato sino a 60^ centigr. , e raffreddato lentamente 
all'aria^ i bianco e trasparente, mentre se si raffredda rapida- 
mente^ gettandolo nell'acqua fredda, esso diviene nero, e opaco 
come il carbone , e si può farlo passare a piacimento quante 
volte si TOglia dall'uno all' altro di questi stati. Questi effetti 
dipendono probabilmente da diversi stati d'equilìbrio tra tutte 
le Ione da cui le particelle sono animate ; ma queste forze sono 
troppo poco conosciute perchè si possa teoricamente render ra- 
gione dei loro effetti , secondo le diverse circostanze in cui si 
pongono. Ad un simile cangiamento nel modo d'unione si può 
forse ogualmente attribuire la differenza nelle proprietà esterne 
che passa tra il diamante e il carbone , sostanze tra cui la chi- 
mica non ha potuto scoprire alcuna essenziale differenza di com- 
posiaone. Si era pur creduto doversi riferire a un semplice 
cangiamento nella posizione delle molecole il fatto osservato dal 
Mgnor Thénard , che il ferro e il rame esposti caldi ad una 
corrente di gaz ammoniaco vi divengono fragili , mentre questo 
gaz vi si scompone ; ma il signor Savart ha trovato ( Annales 
de Ckimie et de Pkysique , mars 1828 ) che in questa cir- 
eostauna i metalli aumentano alquanto di peso , e ritengono una 
porùone degli elementi dell* ammoniaca stessa , che ne altera 
le proprietà. 

Del resto la chimica moderna ha fatto conoscere molti corpi 
principalmente composti , che sebbene presentino la stessa com- 
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posizione quanto alla natura e proporzione in peso dei loro 
elementi, possono però offrire proprietà fisiche ed anche azioni 
chimiche a&tto diverse , il che non può provenire che dalla 
maniera diversa con. cui le loro molecole semplìd vi sono riunite 
e diqioste per formarne le molecole integranti composte; questi 
corpi di proprietà diverse , e di identica composizione tra loro 
diconsi isomeri , cioè composti delle stesse partì; il carbonato 
di calce ordinario ossia spato calcare , e il minerale conosciuto 
sotto il nome di arragonite ne hanno presentato uno dei primi 
esempi. Avremo occasione di ritornare su questi corpi in questo 
stesso libro, e poi di nuovo quando ci occuperemo della costi- 
tuzione de' corpi gazosL 

CAPO SECONDO 

t 

Della duf*ezza e tenacità de^ corpi. 

28. Premesso cosi quotato occorreva a dirsi in generale suUa 
diversa maniera con cui i corpi soUdi si diportano relativamente 
alle forze , che tendono a cangiarne la figura , od a romperli, 
conviene ora passare ad alcuna nozione più precisa sulle gran- 
dezze delle forze che si richieggono per produrre questi effetti 
ne' diversi coipi , e sulle leggi con cui vi progrediscono. In 
primo luogo osserveremo che la resistenza assoluta più o men 
grande che le parti de' corpi solidi oppongono alla loro intiera 
separazione dicesi ddrezza\ ma sarebbe difficile trovare un mezzo 
sicuro e preciso di determinarne in ogni caso i diversi gradi. 
Sarebbe primieramente fallace in generale il giudicarne dalla 
maggiore o minoi*e difficoltà di spezzare i corpi con colpi, per 
esempio , di martello ; infatti oltre che questo mezzo non sa- 
rebbe di sua natura suscettibile d'un certo grado di precisione, 
egli è chiaro , che se il corpo è duttile , resisterà senza rom- 
persi a' più forti colpi di martello , perché le sue parti cangie- 
ranno la loro situazione relativa in vece di separarsi intiera- 
Inente , come arriverà ad un corpo fragile anche molto più 
duro-, cosi il vetro che si spezza si facilmente al minimo urto 
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è forse pia àuro cbe il ferro , e gli altri inetaUi pia noti cL« 

fi stendono sotto al martello in yece di rompersi. 

n mezzo indicato sarebbe adunque tutto al più atto a darci 
una grossolana idea della maggiore o minor durezza di due o 
jàà corpi fragili. Pe' metalli duttili si è immaginato un altro mezzo 
di giudicare della maggiore o minor adesione delle loro partì , 
cioè quello di misurare il poso che è necessario di sospendere 
aD^estremità inferiore d'un filo d'un medesimo diametro de' dì* 
Ttrn metalli fissato per la sua estremità superiore, in uua si- 
tuazione verticale , percbé esso Tenga a rompersi ; e la proprietà 
di cui (Juesto peso ci somministra la misura si é detta tenacità 
de' metalli. Ma oltrecché questo mezzo non può fornire risultati 
comparabili coll'adesione delle molecole de' corpi fragili , pare 
anche cbe la diversa duttilità de' metalli medesimi dee eserci- 
tarvi un'influenza cbe rende ipiesti risultati più complicati , e 
impedisce cbe non si possano considerare come l'espressione 
della semplice coesione delle loro parti. Inoltre i risultati otte- 
nuti da diversi autori relativamente ai diversi metalli più noti, 
presentano molta disparita sia per la maggiore o minor esat- 
tezza eoa cui le sperienze furono fatte , sia pel diverso stato di 
maggiore o minor purezza , di maggiore o minor compressione 
e rigidezza ecc. , in cui i metalli possono trovarsi. Per esempio 
si e trovato cbe per produrre cosi la rottura d'una spranga di 
ferro , cbe è il più tenace de' metalli più noti , tirandola lon- 
gitudinalmente, vi vogliono da 35 a 60 cbilogranuni , secondo 
le diverse qualità del ferro , per ciascun millimetro quadrato 
della sezion trasversale della spranga , e pesi ancor maggiori 
pei fili di questo metallo tratti alla filiera. 

Tuttavia perchè si abbia almeno qualcbe idea dell'ordine della 
tenacità dei diversi metalli riferirò qui i j)rincipali risultati nd 
essa relativi , e primieramente darò una tavola calcolata sulle 
sperienze di Muskembroek , e in cui questa tenacità è espressa 
prendendo per unità quella dal ferro d'AUemagna semplicemente 
fuso e non battuto , nel quale stato la tenacità è la minima 
per «juesto metallo ; i risultati sono ridotti ad uij^ sezione tras- 
versale uguale , sulla base della proporzionalità alle sezioni , 
<{uando le sperienze fiirono fatte sopra spranghe di sezione di- 
versa , e si è presa una media per quc'metalli che hanno pro- 
Vol. I. ^ 
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sentala qualche differenza poco notabile , secondo la loro di- 

vei'sa qualità. 

Ferro fuso non battuto i ,0000 

Oro fuso <>9^£)9^ 

Argento fuso 0,5990 

Rame fuso o,3i35 

Stagno d'Inghilterra fuso 0,0875 

Stagno di Malaca fuso 0,0471 

Piombo fuso 0,01 3o 

Antimonio fuso ' . 0,01 56 

Zinco fuso o,o4i2 

Bismuto fuso • o,o4^B 

Oro battuto o4863 

Ferro lavorato alla fucina 1,0782 

Rame battuto o,584o 

Acciajo non temprato 1,7520 

Acciajo di tempra ordinaria .... 2,oai5 

Acciajo di tempra da rasojo . . . • a,24d 

Acciajo di tempra fortissima .... 196771 
Lega di 5 o 6 parti di rame con una 

di stagno OySgSS 

Si vede da questa taTola , i .^ che il ferro è il più tenace dei 
metalli, e il piombo il meno tenace tra i metalli duttili ; a.^ Che 
i metalli battuti acquistano maggior tenacità , come si scorge 
nell'oro , nel ferro , nel rame *, lo stesso accade ne' metalli 
tratti alla filiera ; il piombo diviene per questa operazione tre 
volte più tenace secondo Muskembroek -, 3.^ Che certe leghe 
sono più tenaci che ciascuno de' metalli, di cui sono formate; 
4*^ Che l'acciajo non temprato ha maggior tenacità del ferro ; 
5.^ Che la tempra sino ad un certo grado aumenta la tenacità 
dell' acciajo , ma spinta oltre ad uu certo limite la diminuisce 
di nuovo. 

Bisogna in generale osservare che questi risultati sono riferiti 
ad una sezione primitiva uguale del filo-, ma se la materia del 
filo è più o meno duttile essa si allunga stabilmente più o meno 
€ si restringe prima di rompetesi , e se si riferisse quindi la 
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Cena alla seiione attuale dì ciascan filo avanti di rompersi , i 

corpi duttili fi mostrerebbero più tenaci , e l'ordine dei metalli 
nella tavola ne potrebbe subire variazioni. 

39. Guyton de Morveau ( per passare a lavori più recenti su 
questa tenacità de' metalli) già nel T. 25 degli Annales de Cliimie 
avea pubblicate sperienze sopra la tenacità dei diversi metalli 
più noti ; le ripetè poi con maggior cura in appresso e ne pub- 
blicò i risultati definitivi nelle Mem. deW Istituto di Francia del 
1809 e nel Tomo 71 degli AnnaUs de Clu'mie. Egli trovò che 
le fila de' diversi metalli di 2 millimetri di diametro y il che dà 
una sesione di 3,i4i6 millimetri quadrati , sostengono , avanti 
di rompersi, i pesi seguenti in chilogrammi, cioè un filo dì ferro 
349}659 ; di rame 137,399; di platino 1249690; d'argento 85,062 ; 
d'oro 68,3 16; di zinco 49979^'! ^ nichel 479670; di stagno 15,740; 
di |uombo relativamente alle dimensioni al punto di rottura 
ii,555| e relativamente al diametro preso avanti rallunganiento 
5,633. Se si dividono i numeri relativi a questi diversi metalli 
per quello appartenente al ferro, onde paragonarne i rìsultati con 
quelli di Muskembroek , e se ne calcolano i pesi richiesti per 
rompere Sii degli stessi metalU d' un millimetro quadrato di 
lezione, nella suppottzione che questi pesi siano proporzionali 
alla grandezsa della sezione, se ne può formare la tavola se- 
gnente, in cnì la prima colonna esprime le tenacità dei diversi 
metalli prendendo per unità quella del ferro nello stato in cui 
b adoperato da Gujton de Morveau , e la seconda quelle dei 
fiE d'on millimetro quadrato di sezione , in chilogrammi. 
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Ferra i^ooa •. » • • • ^» • 79^5 chil. 

, Rame ...... o,55o. 43,7 

Argento .... o,34o 17,0 

Oro Oy'i^^ *''^|(i) 

Platino .... 0,499 39,71 

Zinco 0,199 i5^ 

Nichel 0,19^ t5^ 

Stagno o,o63 ..•...•. S^o 

^ (relativam.allediineiis. 1 . 

Piombo . . . . < j relativamente alle di- 1 ^ 

^>^^3 j ^^„3i^„i primitive .( '>^ 

I metalli su cui Guyton ha operato erano alla maggior pu- 
rezza possibile , e tratti alla filiera , e però alcpianto indurati 
dalla compressione che vi avevano subita. Per lo stagno Gujton 
ha usato le precauzioni necessarie per evitare le rotture acci- 
dentali nel punto per cui il filo era sostenuto-, pel piombo la 
distinzione indicata tra i due risultati ad esso relativi si è tro- 
vata necessaria pel grande rìstringimento che questo metallo su- 
bisce avanti di rompersi. Del resto le differenze che la tavola 
di Gujton pre§enta da quella di Muskembroek possono in parte 
attribuirsi alla diversa purezza e stato diverso dei metalli ado- 
perati. Quanto alla tenacità assoluta del ferro di 79,5 chilogr. 
per un filo di 1 millim. quadi*ato di sezione , essa sarebbe su* 
perìore alla massima di quelle che si attribuiscono al ferro or- 
dinario in ispranga ne' diversi suoi stati. 

3o. Più recentemente Trcdgold ha fatte in Inghilterra altre 
spcrienzc sulla tenacità dei diversi metalli; egli però determinò 
non la trazione che fa rompere un filo di essi di una data 



(i) Noterò qui che la tenacità dell'oro, e del platino sarebbero mollo 
più grandi relativamente a quella del ferro , secondo le sperienze di Wol- 

latton sui (ìli di questi metalli , cioè quella dell'oro -^ e quella del pla- 
tino -r- della tenacità del ferro. 
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., mi qudlo al di là di cui il filo senza rompersi aii-* 

Cora comincia a presentare un'alterazione permanente , cioè toito 
il peso non ritoma più alla prima lunghezza \ e questa trazione 
sofficiente a produrre un allungamento che non può spingersi 
più oltre senza alterazione permanente si trova pei metalli dut- 
tili in generale tre , quattro y ed anche sei volte minore di 
quella a cui il filo si rompe* Infatti egli ha trovato che per 
una sezione d'un pollice quadrato inglese di ferro fuso , la forza 
£ traaone di cui si tratta era di i53oo libbre inglesi avoir cbs 
poids* Riducendo il pollice inglese quadr. al millimetro quadrato, 
sulla base che il pollice lineare è di 25,4 niillim. circa ,. e calco-* 
landò la libbra a chil. 0,4^4^ ^^ trova che questa trazione corri-* 
sponde a quella di chìL 10,76 per un millimetro quadrato di 
sezione. Prendendo poi questa forza del ferro fuso per unità, quella 
dei diversi metalli, determinata nella stessa maniera da Tredgold, 
tt troTS quale è indicata nella prima colonna della tavola seguente*, 
la seconda colonna esprime in chil. la forza che produce un'altera- 
zione permanente in una spranga di un millimetro quadrato di 
sezione. 

Ferro iiiso • • . . 1,000 "... 10,76 chil. 

Ferro malleabile . • 1,120 . . 

Metallo dei cannoni • o,65o . . 

Ottone •••.-• 0,435 

Zinco 0,365 . . 

Stagno fiiso • • . . 0,182 . . 



I2,o5 

4,68 
3,93 



L^opera di Tredgold su questo oggetto fu pubblicata in Londra 
in inglese nel 1824, e tradotta in francese sotto il titolo di Essai 
j^aiique sur la force du fer de fonte , et sur celle des aiUres 
métaux. 

Posteriormente Tredgold (Trans. phiL 1824 e Journal of science 
1825) esaminò più particolarmente Teffetto della tempra sulP 
acciajo per cangiare la sua tenacità, sia quanto alla forza ne- 
cessaria per romperlo, sia a quella necessaria per produrvi un' 
alterazione stabile di forma. £gU trovò che per raccìajo tem- 
prato al massimo grado di durezza la forza necessaria per pro- 
durre un'alterazione permanente sta a quella che cagiona la rotUua 
come 1 : 1 ,66 , e che nello stesso acciajo temprato mcn duro , 
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cioè al grado detto giallo di paglia^ la prima Ima ita alla «e^ 
conda come i : 2,56 ; la prima fona è molto minore relathra-' 
mente alla seconda nel ferro , e in generale nei metalli duttili, 
come si può scorgere dal confronto della tavola dei risultati di 
Tredgold con quella delle tenacità secondo Gujton; infatti cpiell' 
alterazione permanènte è evidentemente una conseguenza della 
duttilità più o men grande, per cui le parti possono cangiar 
di posizione senza staccarsi ; dee dunque richiedere una fona 
maggiore a misura che la duttilità è diminuita dalla tempra , 
e dovrebbe esser nulla , se la tempra togliesse all'acciajo ogni 
duttilità, ossìa lo rendesse affatto fragile, poiché allora non 
sarebbe più esso suscettivo di alterazione di forma avanti di 
rompersi. Quanto al valore assoluto di queste fone , Tredgold 
lo calcolò, conformemente alle sue spcrienze , nell'acciajo tem- 
prato durissimo, di 5iooo libbre . inglesi per una sezione, di un 
pollice inglese quadrato per prodmre l'alterarione permanente, 
e 85ooo libbre per produrre la rottura; cbe corrisponderebbero 
la prima a cliilog. 35,go per una sezione d'un nùllimetro qua- 
drato, e la seconda a chilogr. 59,83 per la stessa sezione; e 
quanto all'acciajo.g^/tf//a di paglia j di 45ooo libbre per l'alte- 
razione permanente, e di i i5ooo libbre per la rottura, in una 
sezione d'un pollice quadrato, forze che corrispondono a chilog. 
3 1,68, e 80,95 per una sezione d'un, millimetro quadrato. 

Si vede adunque che mentre la. tempra rende l'acciajo più 
resistente ad luia alterazione permanente avanti di rompersi , 
diminuisce la forza totale di coesione, con cui esso resiste alla 
rottura. Infatti Kacciajo affatto stemprato resisterebbe ancora 
di più alla rottiu'a, poiché secondo un risultato di Rennie (Phil. 
Trans, 1818) la forza necessaria per romperlo è di i33oao lib- 
bre per pollice quadrato inglese, ossia eli. 93,62 per una sezione 
d'un millimcti'o quadi-ato. Questa è una conseguenza di quella 
sforzata posizione o tensione delle molecole , prodotta dalla 
tempra , e di cui sopra abbiamo parlato *, secondo Mu.sk embroeck 
però, come si e veduto nella tavola delle sue sperienze, questo 
indebolimento di coesione non sarebbe prodotto nell'acdajo che 
dai più forti gradi di tempra. 

Alcune delle spcrienze di Tredgold furono fatte non immc- 
diatameate per trazione d'un dio a cui si sospendesse un peso, 
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mtL per mena del peso che ai richiedeva per produrre o ua'al- 

lenaiooe permaueute , o la rottura in una spranga parallelepi- 
pedi del metallo da esaminarsi, di una data lunghezza e gros- 
sesza y appoggiata colle sue estremità a sostegni immobili , fa- 
cendo agire questo peso sul punto di mezzo della spranga. Egli 
caleoluTa poi il risultato di queste sperienze colla formola se- 
guente. Sia / la metà della lunghezza della spranga , 6 la sua 
laigbezxa f d là sua altezza o grossezza verticale j W il peso 
necessario per produrre sulla spranga un' alterazione di forma 
permanente , o per romperla , la forza che sarebbe richiesta 
per produrre quell'alterazione o la frattura per mezzo della tra- 
none sopra un filo verticale di cui la sezione sia un' unità di 
laoghesxa quadrata ^ espressa questa forza nella stessa imita di 

ZITV 
peso in cui si è espresso il peso TV^ sarà » 

In generale i corpi solidi debbono presentare maggiore o 
minore resistenza alla flessione o alla frattura , secondo la loro 
forma e la maniera con cui vi agiscono le forze esteme *, (juesto 
dà luogo ad un ramo di Meccanica applicata conosciuto sotto 
il nome di Teoria della resistenza de' solidi ; ma questa teoria 
e estranea alla fisica propriamente detta , e non abbiamo qui 
padato della formola di Tredgold da essa dedotta , se non come 
d'un mezzo per risalire alla coesione de' corpi presa in una ma- 
niera indipendente dalla loro figura , e dal modo con cui le 
fòrze estranee vi si applicano. 

3i. Anche il sig. Navier si è occupato di sperienze sulla 
resistenza di diversi metalli, principalmente in lamine, alla rot- 
tura cagionata da ima tensione longitudinale , e ne ha riferiti 
i risultati negU Annales de Chimie et Physiquey noi^mbre 1826. 
EgU ha trovato per. una media la tenacità del ferro laminato, 
rappresentata dal peso necessario per produrne la rottura , di 
36 chilogranuni ; quella del rame pur laminato di 2 1 chilogr. ; 
e queQa del piombo ( dietro a sperienze fatte sopra lamine di 
a o 3 millimetri di spessore) di i,33 chil. per millimetro quadrato 
di serione. Egli ha osservato che generalmente il ferro comin- 
cia ad allungarsi sensibilmente in una maniera permanente per 

0% 
forze nguaU a -^ circa di quelle che producono la rottura , 
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il che darebbe, secondo le sue tperienze, i4 cbil. circa pel peso 

richiesto a produrre quest'aliungamenlo stabile sopra un millimetro 
quadrato di sezione, e cosi circa il doppio di quello indicato da 
Tredgold pel ferro malleabile \ ciò dipende forse dalla fopna di 
lamina sotto cui Navier Tha esaminato, nella quale il feiTO dovea 
essere stato indurato dalla pressione del laminatojo. L'allunga- 
mento stabile ebbe luogo pel rame con cariche uguali alla metà 

di quelle che producevano la rottura , e cosi con io — chilog. 

per sezione d' un millimetro quadrato. Pel piombo esso si 

operò con forse un po' maggiori della metà di quelle producenti 

3 
la rottura , e cosi di circa y di chilogr. per la sezione d' un 

millimetro quadrato \ e questo metallo si allungava poi , e si 
ristringeva di molto avanti di rompersi intieramente. Navier ha 
anche sperimentato sulla pressione intema, che una sfera cava 
di ferro laminato poteva sostenere avanti di rompersi, adoprando 
a ciò un torchio idraulico; e calcolando, secondo i principi! 
della meccanica, la forza di trazione che da quella pressione ne 
dovea risultare per ogni verso , tangenzialmente alla superficie 
della sfera , ne conchiuse che la rottura vi avea luogo a un 
dipresso per una trazione per ogni verso uguale a quella che 
avrebbe rotta la lamina traendola solo longitudinalmente. 

3a. Quanto alla tenacità del ferro meritano ancora particolar 
menzione le ricerche fatte da Lagerhielm , insieme con quelle 
relative alla forza elastica di questo metallo , e di cui si parlerà 
in appresso , per commissione della Società metallurgica di Stoc- 
colma , descritte in un'opera pubblicata a Stoccolma nel 1827, 
e di cui si trovano estratti in diversi gioiiiali. Egli ha trovato 
che la trazione necessaria per produrre un allungamento stabile 
nel ferro , il grado d'allungamento che esso subisce partendo 
da questo limite avanti di rompersi , e la forza richiesta per 
operarne l' intiera rottura variano molto , com'è naturale , se- 
condo la qualità del ferro , e particolarmente secondo che il 
ferro è più o meno indurato da precedente compressione o bat- 
titura ; nui egli ha fatto quest'osservazione particolare, che l'al- 
lungamento stabile che la verga di ferro può prendere avanti 
di rompersi è in ragion inversa, secondo le soe sperienze , del 
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foftdfmlo ddla fona richiesta per prodarre un comincìameiito 

dì aDungamento stabile; cioè che si accresce questo allunga- 
mento a mbura che é minore la forza richiesta per pro<« 
darlo ( il che é una conseguenza naturale della maggior mol-> 
lena del ferro indicata da questa minor resistenza alPaìlunga- 
mento ) e ciò non in ragion semplice , ma in ragion del qua- 
drato di questa quantità , il che non si sarebbe preveduto a 
priorL Egli ha inoltre osservato nella rottura d'una verga di 
ferro un cangiamento notabile nella densità o peso specifico del 
ferro; cioè egli trovò che il peso specifico nel luogo in cui la 
verga si i rotta ^ e in cui per conseguenza essa ha subita la 
massima estensione j era minore che negli altri luoghi. Per una 
media tra diverse sperienze il peso specifico era nel ferro non 
esteso uguale a 79821, e nei capi in cui si era fatta la rottura 

7)777 9 il che forma una diminuzione di circa ossia o,oo5. 

"' * ' ' 200 

Questo pare essere una conseguenza di che, come il slg. Poisson 
ha dimostralo col calcolo, e secondo che vedremo qui appresso, 
h traxione d'una Terga metallica nel limite stesso della elasti- 
cità perfetta , ossia avanti la produzione d' un allungamento 
stabile dee caf^onare accrescimento di volume , la dimensione 
in lungfaeaa accrescendosi in maggior proporzione di quello che 
la sexion trasversale si diminuisca. Questa stessa circostanza si 
estende probabilmente anche al caso dell'allungamento stabile. 
Osserverò però che ciò non é contrario a quello che abbiamo 
detto della maggior durezza che i metalli duttili acquistano colla 
trazione alla filiera, non altrimenti che con altra compressione 
qualunque ; poiché può concepirsi che il metallo nel luogo vi- 
cino alla frattura si trovi in uno stato adatto particolare , per 
ciu le particelle situate in ciascuna sezione trasversale sono real- 
mente ravvicinate , sebbene nella direzione della lunghezza 
esse siano più distanti che nello stato naturale, onde la densità 
media venga ad essere minore. Lagerhielm ha osservato che 
questa diminuzione di densità è alquanto più grande nel ferro 
molle che nel ferro indurato e crudo ; egli la calcola a 0,00668 
nel primo e a o,oo45i nel secondo.. 

33. U signor Baudrimont nella già citata Memoria ( Annales 
de Chime et de Physique , septembre i835 ) ha anche dati i 
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risultati delle sue speiienze mila tenacità dei difeni metalli; 

egli ba trovato che i fili ricotti hanno minore tenacità che gli 
stessi fili dotati della rigidità che la filiera loro avea compartita. 
Cosi un filo di fen'o che sosteneva la chilogr. di peso avanti 
di rompersi nello stato di rigidità, non ne sosteneva più che 5 
chilogr. dopo essere stato ricotto. Un filo di rame che sosteneva 
IO chil. nel primo stato, non ne sosteneva parimenti più che 5 nel 
secondo. La tenacità dell'oro pare diminuirsi ancora di più dalla 
ricottura. Questa è una conseguenza necessaria della ma^or 
duttilità dei metalli ricotti , per cui cominciano a cangiar sta- 
bilmente, di forma per una forza minore, e cosi diminuendosi 
di grossezza per la trazione medesima , si rompono poi CeicìI- 
mente per un piccolo aumento di forza di trazione. L'ottone, 
secondo le sperienze di Baudrimont è notabilmente più tenace 
del rame puro, e tiene il mezzo a ijuesto riguardo tra il rame 
e il ferro. 

Il signor Baudrimont ha determinata nella stessa Memoria 
la tenacità del metallo conosciuto sotto il nome di cadmio , il 
che non era ancora stato fatto ; il risultato della sua sperìenza 
fatta sopra un filo tratto alla filiera di i,88 millim. di diametro 
darebbe 6,5^ chilogi*. per una sezione di un millimetro quadrato. 

Pei fili di stagno o di piombo tratti alla filiera , i risultati di 
Baudrimont corrispondono ad una tenacità di chilogr. a,55 pel 
primo di questi metalU, e 2,33 pel secondo, relativamente alla 
sezione d'un millimetro quadrato , presa nello stato primitivo del 
filo , il che sarebbe notabilmente meno di quello che ha tro- 
vato Guyton de Morveau. 

34* La diversa forza assoluta assegnata ad alcuni metaDi , e 
particolarmente al ferro da diversi sperimentatori, dee in parte 
attribuirsi, oltre alle diverse qualità dei metalli adoperati, alla 
diversa grossezza dei fili su cui le sperienze furono fatte, sia 
perché i fili più piccoU sono maggiormente condensati ed in- 
durati in tutta la loro sezione trasversale , come sovra abbianM> 
osservato, sia perchè l'allungamento stabile prodotto dalla trazione 
avanti la rottura può avere un' influenza diversa per determi- 
nare quindi la rottura nei fili di diversa grossezza. Lìlatti , se- 
condo le sperienze di Séguin, pubblicate negU AnnaUs de Chi~ 
piie et de Physiqiie^ janvicr i824) la tenacità dei fih e spranghe 
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A foto si i troTata tanto pi& grande, liTerita a ciascun millimetro 

qoadr. della sezione , quanto più questa sezione era piccola. Nei 
più piceolì fili j cioè di meno d'un mezzo millimetro quadrato 
di seuone, questa tenacità era per una media di circa 85 chil. 
per mUlimetro quadrato, e trovo, dietro alle altre sue sperienze 
che questa tenacità avrebbe diminuito d' un chilogramma per 
ciaKun millimetro quadrato di aumento della sezione, cosicché 
per una seàone di ^5 millimetri quadrati , essa non sarebbe 
più die di circa 85 — 24,5=6o*=^-,5 per millimetro quadrato. 
Questa però non pu& essere che un'approssimazione applicabile 
folo sino ad un certo limite , la teoacità non diminuendo più 
sensibilmente quando il filo.o spranga é giunta ad una certa 
grossezza ; questo limite può fissarsi a circa 4^ millimetri qua- 
drati di sezione, in cui, secondo la nostra regola, si avrebbe 
45 chilogranuni per la tenacità media del ferro per ciascun 
millimetro quadrato. Dufour ha trovati risultati analoghi per 
mezzo delle sue sperienze riferite nel 2.^ voi. degli Atti deUa 
Società di Ginevra e nella BibUothtque Univers,^ aoùl 1828. 

35. I risultati che fin qui abbiamo arrecati riguardano prin- 
cipalmente la tenadtà dei metalli ; sperienze analoghe furono 
por latte da Tredgold , Bevan e da altri sulla tenacità di al- 
enile pietre^ l^;iù, ed altre sostanze impiegate nelle costruzioni 
e nelle arti , che possono riguardarsi come sprovviste di dutti- 
lità ^ e che non sono in generale d' una tessitura abbastanza 
omogenea per interessare a questo riguardo la fisica propriamente 
detta. Riferiremo qui tuttavia , per servir di paragone tra queste 
classi di corpi duttili e fragili, i risultat che si hanno sulla te- 
nacità del vetro. Quella che Ejtelwein ( Uandbuch der stalick 
d.fesi. Kórp. ) gli attribuisce è tale che esso si rompe quando 
é te5o secondo la sua lunghezza da un peso uguale alla pres- 
tioae di ido atmosfere sulla sua sezione trasversale. Questa 
pressione equivale a quella di i368oo millimetri di niercuiio 
sulla stessa sezione -, se dunque questa sezione è d'un millimetro 
cpiadrato , il peso di cui si tratta sarà quello di 1 368oo milU- 
metrì cubi di mercurio, che equivale a un dipresso a quello di 
i*"\8 d*acqua os«a a 1*^,8. 

Navier però all'occasione delle surriferite sperienze sulla te- 
uscita dei metalli avendo anche esaminata quella del vetio in 
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tubi e in cilindri pieni, la troYÒ, per una media, di i — chilogr. 

per millimetro quadrato di seEione. Questa forza del Tetro non è 
dunque che di 2 o 3 chilograimni, mentre quella del ferro, sotto 
la stessa seàone , é per lo meno , come abbiamo veduto, di 3o 
chilogrammi , e sarebbe forse ancor maggiore se non aTeste 
il ferro alcuna duttilità, per cui cominciasse ad allungarsi avanti 
di rompersi intieramente. Nel vetro , secondo le sperìense del 
signor Ritchie sulla torsione de' fili di vetro , di ctù parleremo 
in appresso , pare essere sensibilmente nulla la duttiUtà , cioè 
tornare esso alla prima figura qualuncjue sia la flessione che 
ha subita , sino al limite in cui si rompe. 

La tenacità del marmo bianco, per dare un esempio anche 
della tenacità delle pietre, è, secondo Tredgold, di 18 11 libbre 
per pollice quadrato inglese di sezione , che corrisponde a 1*^,^7 
per millimetro quadrato di sezione , e cosi un poco minore di 
quella che abbiamo indicata pel vetro , secondo Eytelwein. 

Aggiungerò ancora per dare un'idea del grado di tenacità del 
ferro e di altri metalli comparativamente a quella di sostanze 
usuali , che secondo Tredgold una corda di canapa d' un poi* 
Uce inglese di circonferenza non dee caricarsi d'un peso maggiore 
di aoo libbre inglesi , per non rischiar di danneggiarla. Questo 
coiTÌsponde a meno di 2 chilogrammi per millimetro quadrato 
di sezione , mentre si è veduto che un filo di ferro fuso di questa 
sezione di un millimetro quadrato può caricarsi almeno di io 
chilogrammi senza alterazione permanente , e un filo di ferro 
lavorato ne può portare ancor di più. 

36. Noterò qui che in vece che abbiamo espresse in generale 
le tenacità assolute dei diversi corpi per mezzo del peso, sotto 
alla trazione del quale un filo o spranga di data sezione trasver- 
sale si rompe , si potrebbe anche esprimere questa tenacità in 
una.. maniera indipendente dalla considerazione delle sezioni dei 
filo , indicando l'altezza d'una colonna d'un dato liquido di cui 
la pressione è equivalente alla forza di tensione che produce la 
rottura sopra una sezione qualunque. Se per esempio per questo 
liquido si prende l'acqua al massimo di densità, una tenacità 
espressa da un chilogramma per sezione d'un millimetro qua- 
drato sarà rappresentata da una colonna d'un milione di milU-* 
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netrìcubi di Yoluine, e cosi d'un milione di miUimetii lineari, ossia 
di nulle metri d'altezza; e quest'altezza resterà la medesima qua- 
huqiM sia la sezione , onde la pressione equivalente ad una 
tnuioiie di un numero qualunque di cliilogrammi sopra un mil- 
limetro quadrato di sezione sarà ipiella dello stesso numero di 
chilometri d'altezza d'acqua sopra una sezione qualunque. Se 
n diride quest'espressione per i3,6 si avrà a un dipresso il suo 
eqiÙTalente in colonna di mercurio. Quest'ultima espressione, in 
od nasi preso il metro per unità, si potrà anche ridurre in 
atmosfere f cioè in moltipli della pressione esercitata dalPatmo- 
sCera alla superficie della terra , dividendola per o°**,76 che è 
il valore di questa pressione atmosferica in colonna di mercurio. 
I finci Inglesi si sono soventi serviti d'un' altra maniera an-^ 
Cora di esprimere la forza rappresentante la resistenza dei corpi 
a rompersi per trazione, indicando cioè la lunghezza d'una verga 
dlindrìca o prismatica del corpo stesso die si considera, la quale 
esercitando col suo peso la trazione sopra quella stessa verga 
se cagionerebbe la rottura ; questa lunghezza fu da loro 
chiamata il modulo della tenacità o coesione del corpo a cui 
à rifierìsce. Ma una tale maniera di rappresentare la tenacità 
dei corpi è poco propria a dare immediatamente la misura di 
questa tenacità , poiché vi si (a entrare un elemento estraneo 
aDa tenacità medesima , qual è quello della densità delle so-» 
stanze , e che varia per ciascuna di esse. Si può del resto fa- 
dhnente ridurre questo modulo alla pressione d' una colonna 
d'acqua a cui equivale la forza di trazione che produce la rot- 
tura y moltiplicandolo per la densità di ciascuna sostanza, avente 
per unità quella dell'acqua , d'onde poi si potrà passare alle 
altre diverse maniere di esprimerla sovra indicate. 

37. Debbo qui far menzione ancora, riguardo all'effetto della 
forza cU trazione sui fili metallici , d' un lavoro contenuto in 
un'opera del signor Gerstner, pubblicata recentemente dal suo 
Oglio in tedesco sotto il titolo di Ilandbuch dcr mechanick , e 
di cui si trova un estratto negli Annalen der Physik di Pog- 
gendorff, n.^ 10 del i83a ; parrebbe risultare dalle spcrienze 
che egli riferisce , e che furono fatte su fili di ferro , che l'è- 
«tensione stabile che precede la rottura del filo, non ha luogo 
«oltanto, come fin qui si è creduto, quando la forza di trazione 
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é ginnta ad un certo grado, che ha un rapporto determinato 
coUa forza richiesta per produrre la rottura , ma comincia fitf 
dalle più piccole trazioni , cosicché 1' allungamento qualunque 
prodotto da una data trazione sarebbe sempre composto di due 
parti, Tuna che scompare quando si scarica di nuovo il filo dì 
ferro dalla forza che ha prodotto Tallungamcntp , l'altro che è 
permanente , e per cui il filo dopo essere sottratto alla trazione 
si trova essersi più o meno allungato, sccondochè maggiore o 
minore fu la trazione a cui é stato sottoposto. Se si carica dì 
nuovo il filo, ma d'un peso minore di quello di cui esso è già 
stato prima caricato , non si produce più relativamente alla lun- 
ghezza attuale del filo scaricato, secondo le sperienze di Gerstener 
che, un allungamento transitorio, cioè che si distrugge scaricando 
di nuovo il filo , cosicché questo ritorna alla lunghezza che avea 
avanti questa seconda trazione, in virtù della sua elasticità, con- 
formemente a quello che, come vedremo in appresso, generalmente 
si crede aver luogo al di qua di un certo limite di trazione, e questo 
allungamento instabile é , come vedremo pure ammettersi, sen- 
sibilmente proporzionale alla forza di trazione; ma se si carica 
il filo d'un peso maggiore di quello di cui prima si era caricato, 
si produce di nuovo un allungamento stabile, che concorre coli* 
allungamento transitorio alla formazione dell'allungamento totale 
come prima. L'allungamento totale non é quindi esso medesimo 
proporzionale in alcun caso alla trazione, quando si riferisce 
alla lunghezza primitiva , poiché e formato da una parte pro- 
porzionale alla trazione, che é l'allungamento transitorio riferito 
alla lunghezza stabile del filo corrispondente a questa trazione, 
e di una parte che non lo e, e che altera questa proporzione, 
cioè quella parte che forma 1' allungamento stabile medesimo. 
Secondo la formola empirica che Gcrstner deduce dalle sue spe- 
rienze, chiamando e l'estensione o allungamento totale del filo, si 
ha per l'espressione della forza di trazione p necessaria per pro- 
durlo, p =:Ae^^Be^y A e B essendo coefficienti da determi- 
narsi colla sperienza, secondo la qualità del filo. Secondo quest'e- 
spressione ;? ha un massimo che corrisponde, come é facile di 
vedere, secondo la nota regola data del calcolo differenziale, ad 

«= ^ > e che e esso medesimo uguale ad j^ i quando Te- 
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è giantaa questo punto, V equilibrio non può più 

aTer luogo , poiché allora se si aumenta l'estensione si lìcbìe- 

derebbe per Tequilibrìo che la trazione p divenisse minore; si 

dee. dunque allora rompere il filo, secondo la maniera teorica 

con cui Gerslner lo concepisce* Se si cbiama E il massimo di 

€ , ùoè n &ccia £= ^ j e P H massimo valore di p , cioè 

si fuda ^=T» ^^ 'S 9 ^ s'introducano questi valori neire- 
igtesàone generale di^ , se ne ottiene 
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estremane cbe rovesciata ci dà per e in funzione di ^ 



e=iJ {. -|/.-£J ossia | = . _[/.-£. 

(kserTer& qui cbe ammettendo questa relazione tra la tensione p 
e FaHung^mento totale e, e ritenendo per altra parte il principio 
che rallnngamento transitorio riferito alla lunghezza attuale perma- 
nente del filo sia proporzionale alla tensione p^ ne segue cherallun- 
gamento permanente riferito alla lunghezza primitiva dee sup- 
porri a un dipresso proporuonale al quadrato deirallungamento 
totale prodotto dalla stessa tensione. Infatti se si prende per unità 
la lunghezza primitiva, e si chiami e l'allungamento totale in 
cpiest' unità come sopra , ed e' l'allungamento permanente che 
gli corrisponde nella stessa unità , l'allungamento transitorio ri* 
ferito alla lunghezza attuale prodotta dall'allungamento perma- 
nente 9 e a cui la tensione è , per ipotesi , poporzionale , sarà 

e— e^ e— e' 

. Si avrà dunoue p'=.A\ , A' essendo un coeffi- 

!•♦•« ir- I H- e ' 

dente costante. Ma per altra parte si ha pz^Ae — Bf^-^ dunque 

e e* 

At-^-Be^^sA' ; ora e essendo una piccola quantità re- 
lativamente all'unità, si potrà scrivere, nel secondo membro, sol* 
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tanto i^(e— e') senza cangiar notabilmente questa ' relazione ; 

fi avrà dunque 

Ae—Be^=iA*{e—e') ossia (^— i#')c— J5c*= — ^V. 

Ma A' non può essere che poco diverso da Aj poiché e — e' 
è poco diverso da e , e il termine Be* è anche piccolo rela- 
tivamente ad >^c, poiché p non si scosta molto dalla propor- 
zionalità ad e che sarebbe espressa da p'szAe\ A — A* é dunque 
una piccola quantità , cosicché il termine {A. — A^)t sì può 
sopprimere nella relazione di cui si tratta ; essa si riduce cosi 

a — 5e* = — i4'c', d'onde e' = -j, .e^ cioè e'proporzionale, come 

si è detto, al quadrato di e ; e perciò anche prossimamente al 
quadrato della tensione, poiché la legge di qpiesta tensione re- 
lativamente all'allungamento totale non differisce ella stessa di 
'molto dalla proporzionalità a quest'allungamento totale. 

Nei fili di ferro sottoposti da Gerstner alle sue sperìenze, 

la rottura dovea farsi per un allungamento totale di ^7 deOa 

lunghezza del filo. L'allungamento stabile , a questo stesso li- 
mite, calcolato secondo le sue formole , dovea essere di circa la 
metà soltanto di questa quantità. Se si suppone prossimamente 

e'=-j,.e*, e si determina il coefficiente --r^ setondo questa con- 

,. . . . B t' (85)» 85 , ^ . , . , . 

dizione , si ha -7.= -- = — ^^ = — = 42,5 ; cioè si sarebbe 

A' e* 2.85 21 T 7 » 

in generale avuto ne' fili di Gerstner é z=2^%^5.t^ . Cosi in uno 
dei risultati di Gerstner l'allungamento totale essendo di o,oo44 
circa del filo , Tallungainento stabile fu di circa o,ooo85. Ora 
il quadrato di o,oo44 é a un dipresso 0,000019 * '^ nostra 
espressione darebbe quindi e'=4^95«<)7OO0<)i9=O9O<x>^i circa, 
numero poco diverso. Secondo questa legge gli allungamenti 
stabili debbono essere nelle prime tensioni affatto piccoli, e non 
divenire alquanto sensibili , se non nelle tensioni prossime a 
quelle che producono la rottura. Cosi , per esempio , se si sup- 
pone il filo sottoposto ad una tensione atta a produrre soltanto 
la decima parte dell'allungamento totale a cui ha luogo la rot- 



Si 
tura, cioè un alluDgamento di g^r- 1 ossia circa 0,0012 della 

lunghezza primitÌTa, si avrà nel filo di Gerstner e'=4^>^* 



_ 4a^_ 



(Hùoy 



'=. OyOooo6 circa della lunghezza primitÌTa. Questa 

piccolcua deirallungamento permanente nelle tensioni ancora 
rimote dalla tensione che produce la rottura , spiegherebbe 
perchè si sia generalmente considerato dai fisici come nullo 
^oesto allungamento sino ad una certa tensione, e cosi si siano 
nguardati que' primi allungamenti come propoi*zionali alla ten- 
sione, e non permanenti; tuttavia siccome le spcrienzc accurate 
di molti fisici afCTano stabilita questa proporzionalità , come 
Tcdiemo in appresso , le sperienze di Gerstner dovrebbero es- 
sere confermate da più esatte osservazioni, prima di ammettenic 
i risultati. Altronde poiché, secondo le sperienze stesse di Ger- 
stner , l'allmigamento e proporzionale alla teusione ogni qual 
volta questa è inferiore a quella a cui il ferro fu prima sottoposto, 
ne segue che questo almeno in un certo stato presenta una tal 
proporziooalità , e in questo stato , prodotto da una tensione 
iofferta nel trarre i fili stessi alla filiera, potevano essere i fili 
idoperati dai fisici nelle indicate sperienze. 

Debbo aggiungere che i risultati di Gerstner a questo riguardo 
pajoao confeiinati da sperienze di Savart sulla torsione de' fili 
metallici di cui parleremo in appresso , e che secondo alcune 
fpprienze del signor Yicat ( Annales de Chimie el de Phjsit/ue, 
sepiembr^ i833 ) quando la tensione d'un filo di ferro, per c- 
seuipio, é giunti a un certo pmito in cui non è ancora che la 
terza o (|uaita parte di quella che altererebbe stabilmente il 
filo immcdiatuncute , essa può tuttavia produrre un allunga- 
mento permanente , se si lascia agire sul filo per lungo tempo, 
questo allungamento accrescendosi proporzionalmente al tempo 
per cui dura la tensione, cosicché forse per una durata suilicicnte il 
filo finirebbe perrompersi anche a simili tensioni. Delresto sia che 
questa combinazione dell'allungamento permanente coirgli unga- 
mento transitorio cominci fin da principio della tensione, come 
Gerslner ha creduto osservarlo ne* suoi fili nel loro primitivo stato, 
solo da UR certo punto della medesima , come ciò avrebbe^ 
Voi. I. ^ 
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luogo generalineate ne' fili metallici^ secondo le sperienze della 
maggior parte de' fisici , e ne'fili già stati sottoposti ad una 
ti'azlone superiore a quella a cui nuovamente si espongono , 
secondo quelle di Gerstner , la legge risultante da questa com- 
binazione , la quale certamente ha luogo avanti la rottura de' 
fili , può infatti esser quella che determina finalmente la rottura 
quando la forza di trazione è giunta al massimo che essa dee 
presentare relativamente all' allungamento , conformemente all' 
idea di Gerstner -, ma non bisogna credere che questa legge e- 
sprima la forza attrattiva relativamente alla cUstanza delle mo- 
lecole , l'allungamento del filo risultando dalla complicazione 
dello scostamento delle molecole nella direzione longitudinale , 
del ravvicinamento delle medesime parallelamente alla sezione 
del filo , e della diminuzione del diametro di questa, 

38. Aggiungerò qui relativamente alla tenacità dei metalli j 
che essa non varia sensibilmente per le variazioni di tempera- 
tura ordinaria dell'atmosfera, anzi nemmeno in tutto l'intervallo 
di temperatura da più gradi sotto allo zero del tei^nometro 
sino alla temperatura dell' acqua bollente. Almeno ciò risulta 
pel ferro da sperienze del signor Dufour, riferite in una Me- 
moria letta alla Società di Ginevra, e di cui si trova un estratto 
nella Bibliothèque universelle , mars i823. In queste sperienie 
egli non ha trovato differenza notabile e costante nel peso ne- 
cessario per rompere per trazione un filo di ferro di grossezza 
determinata , sia che lo circondasse d'un miscuglio frigorifico , 
che ne abbassava la temperatura sino a circa lo^ C sotto allo 
zero , o d'acqua bollente contenuta in un Taso che il filo at- 
traversava. 

39. La tenacità de' metalli combinata colla facilità più o men 
grande , con cui le loro molecole possono cangiare stabilmente 
di posizione , modifica in diverse maniere 1' idea della loix> 
duttilità, quale l'abbiamo esposta nel Capo precedente. Vale a 
dire il grado di duttilità ne' diversi metaUi , può prendersi in 
significazione diversa , secondo la maniera con cui si cerca di 
determinarlo, e su cui la tenacità influisce più o meno. Infatti 
la duttilità può considerarsi: i.° come in ragione inversa della 
forza neccssaiia per fare scorrere le particelle le une sulle altre 
e cangiare cosi la loro posizione , e quindi la figura del corpo 
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ÌB una maniera stabile. In questo senso la duttilità é la stessa 
proprietà , che nei corpi in cui essa é in più alto grado che 
aei metalli , prende il nome di mollezza , e ha per limite la 
flmdità perfetta in cui le molecole scorrono liberamente Tuna 
full'altra senza che si richiegga perciò altra forza che il peso 
delle particelle stesse. Si potrebbe cercar di determinare il grado 
di questa qualità ne' diversi metalli per mezzo della forza che 
si richiederebbe per trame alla filiera de' fili d'una data gros- 
leziSy ina tra limiti tali da non rompersi per l'effetto della 
tnàone medenma* In questo senso si troverebbe che lo stagno , 
per esemplo , è uno dei più duttili tra i metalli ordinarìi , poi- 
die per esso si richiederebbe la miaor forza per farlo pas- 
sare nella filiera. a.° Come relativa alla tenuità maggiore o mi- 
nore dei fili a cui un metallo può ridursi colla trazione alla 
filiera. In tal caso la duttihtà risulterebbe dalle due considera- 
tioni della mollezza, e della tenacità, poiché un metallo per 
cai si richiegga ma^ior forza a fame scorrere le parti potrà 
tettavia ridursi in fili più minuti senza rompersi , se la sua te- 
ucità essendo più grande , la forza richiesta per iar passare il 
filo alla filiera si trovi ancora inferiore a quella a cui il filo si 
rompe per la sua tenuità. In questo senso lo stagno , e il fen-o 
presentano una duttilità poco diversa, perché nel ferro la mag- 
gior tenacità compensa a un dipresso la maggior resistenza al 
ciagiaaiento di figura, e l'oro sotto questo aspetto é riguardato 
come il più duttile de' metalli, perché con una mediocre durezza 
rianisce una sufficiente tenacità per trame fili sottìlissimi 3.o Fi- 
nalmente può farsi entrare in considerazione anche la proprietà 
per cui un metallo s'indura più o meno per la compressione , 
e la battitura , essendo in questo senso a parità delle altre con- 
sideranonì più duttile quel metallo che può estendersi di più 
senza acquistare quella rigidezza per cui cessa di estendersi. 

I>el resto possono adoperarsi per determinare queste diverse 
proprietà, oltre il procedimenlo della filiera per trar fili di di- 
Tcrsa grossezza , anche il martello , o la compressione qualun* 
fiie , come nelle arti in cui si conformano le lamine dei me- 
talli in diversa maniera col batterle, o in quella del battiloro, 
per cui i metalli si riducono a foglie d'una grande sottigliezza; 
anche la torsione , cioè osservando di quanto un filo di 



determinata grossezza possa torcersi senza alterazione periiianente 
o senaa rottura ecc. Ma non si hanno ancora esperienze abbashuira 
piccise per determinare separatamente il grado di ciascuna delie 
suddette proprietà pei diversi metalli. Ne vedremo però ancora 
alcuna cosa nel capo seguente. 

• 4o* Quanto alla durezza propriamente detta o coesione delle 
molecole ne' corpi qualunque , il mezzo più usitato e forse il 
meno inesatto per giudicarne , sebbene non possa darci che 
un'idea dell'ordine che essi seguono a questo riguardo , e non 
una misura precisa del grado di questa qualità che essi posseg- 
gono y è di stimar più duro d'un altro quello che essendo con- 
formato in punta , o tagliato ad angolo assai vivo , può intac- 
care la superficie di quest' ultimo e farvi una riga o leggier 
solco , mentre al contrario non * potrà esso medesimo essere 
intaccato o scalfito da questo nelle medesime circostanze. Per 
questa ragione , per esempio , il diamante è riputato il più duro 
di tutti i corpi conosciuti, non essendovene alcuno che possa intac- 
carlo, cosicché bisogna ricorrere alla polvere di diamante stesso, 
per lavorarlo e pul'u-lo sulla mola del lapidario. Cosi anche le 
pietre selciose sono più dure che l'acciajo temprato , poiché con 
esso scintillano , vale a dire ne raschiano delle particelle , che 
per la violenza dell'urto s'accendono. Il vetro, secondo questo 
mezzo d'esperienza , sarebbe più duro del ferro e dell' acciajo 
non temprato , o che non é all'ultimo grado di tempra, poiché 
facilmente sì scalfisce la superficie del ferro con un pezzo di vetro, 
non cosi quella del vetro con una punta di ferro ecc. I minera- 
logisti si sono molto occupati dì quest' ordine della durezza de' 
diversi minerali che loro fornisce uno de' caratteri importanti 
per la loro classificazione , ed hanno anche cercato di stabilirne 
diversi gradi. Ma questi gradi hanno sempre molto dell'arbi- 
trario , poiché , come già si é detto , il mezzo impiegato non 
é atto a determinarli. Forse anche i corpi duttili non possono 
paragonarsi esattamente in questo modo coi corpi fragili ; infatti 
si é veduto che il vetro il quale, secondo questo metodo di giu- 
dicare della durezza, sarebbe più duro del ferro e dell'acciajo 
non temprato , offre però molto minore resistenza alla separa- 
zione delie sue parti per trazione. L'attitudine che ha un corpo 
fl*ag(1e a scalfire la supeiiicie d' un coipo duttile non dipende 
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]»robabiliaeote che dall'acutezza degli angoli e degli spigoli clie 
il corpo fragile conserva nella pressione , mentre la punta di 
un corpo duttile si rintuzza senza rompersi quando si fa agire 
sopra un corpo di cui le parti possono avere altronde minor 
aderenza tra loro , che quelle del corpo duttile. 

Ecco quanto ai corpi fragili , quali sono la maggior parte 
dei minerali non metallici , la scala delle durezze che Mobs ^ 
uiiueralogista Tedesco, ha stabilita, riferendone i gradi ad alcuni 
minerali conosciuti, disposti in ordine tale che ciascuno di essi 
t scalfito da quello che lo segue , e scalfisce quello che lo 
precede. 

I. Varietà meno dure di talco. 

a. Gesso , ossia solfato di calce naturale cristallizzato « 
3» Spato calcare ; carbonato di calce cristallizzato. 
4* Spato jluore , ossia fluoruro di calcio. 
• 5. Apatite, ossia fosfato di calce naturale* 

& Feldispato, e particolarmente la specie detta dai più re- 
centi ìnineralogistì ùrtoclaso, 

7. Quarzo, o cristallo di rocca ; silicia cristallizzata. 

8. Topazio^ e altre pietre preziose di minore durezza delle 

seguenti. 

9. Corindone, che comprende il rubino ed altre pietre pre-'' 

riose durissime formate d'alumina cristallizzata. 
10. Diamante. 

La durezza dei diversi minerali si suole indicare con uno di 
questi numeri, o quando essa é intermedia tra due dei gradi 
a cui si riferiscono, si esprime per mezzo dei due numeri che 
nppresentano i gradi più prossimi, oppure anche con una fra-* 
tione decimale aggiunta ad uno di essi per approssimazione. 
Cosi, per esempio ^ le varietà più dure del talco sono tra 1 e 
1 , e se ne indicherebbe la durezza con i ,5. Queste durezze 1 
e 1,5 sono pure. quelle a un dipresso che si possono attribuire 
d ^liaccio secondo le diverse circostanze in cui si è congelata 
TiMqiui che l'ha formato. Lo zolfo, ha una durezza poco diversa 
èk quella del gesso segnata col. n.^ 2. La durezza dell' acciajo 
temprato può collocarsi tra 5 e 6, poiché il feldispato sciutilia 
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eoa esso, cioè ne stacca particelle che sì accendono, il die 
non può fere l'apatite ; la durezza 5 dt quest* ultimo minerale 
è a un dipresso quella del vetro. 

CAPO TERZO 

DeW elasticità de^ corpi solidi. 



§ 1° 

Coniiileraùoni generali. 

4i. La proprietà de' corpi solidi che presenta al fisico un 
oggetto più suscettibile di misure esatte , e un campo a ricerche 
assai curiose sulle leggi a cui essa va soggetta , è quella che, 
già sopra abbiamo accennata sotto il nome di elasticità \ cioè 
quella proprietà per cui le molecole d'un corpo essendo alquanto 
scostate dalle loro situazione naturale per una mutazione indotta 
da una forza esterna nella forma del corpo , vi ritornano da 
loro mededme restituendo il corpo alla piiraa figura, subito 
che cessa l'azione della forza estema. Cosi appunto quando si 
piega in arco una spranga d' acciajo le molecole poste nella 
concavità dell' arco sono costrette ad accostarsi alquanto più 
che nel loro stato naturale , al contrario quelle poste nella con- 
vessità debbono necessariamente allontanarsi , e le une e le 
altre debbono prendere una situazione relativa diversa da quella 
che aveano prima. Tendendo adunque tutte a ristabihrsi nella 
prima posizione e distanza , ea&e sforzano la spranga a ripren- 
dere la figura rettihnea subito che è cessata la forza che 
l'avea incurvata. Nella stessa maniera un globo d'avorio essendo 
spinto a forza contro un piano inunobile viene a prendere per 
un momento la forma d'un elissoide appianato, il che non può 
succedere senza che le molecole poste nella direzione dell'urto, . 
e per conseguenza dell'asse minore dell*elissoide si ravvicinino , 
e quelle poste nella circonferenza del circolo massimo , di cui 
il piano è perpendicolare a questa direzione , si allontanino , a 
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ca^on dell' accrescimento del tuo diametro ; le une e le altre 

tendono a riprendere la prìma distanza , e cosi a restituire al 
corpo la sua figura sierica subito che la fona impulsiva rimane 
distrutta dalla resistenza del piano , e da quella che le molecole 
nedesime oppongono al cangiamento di distanza. Questa forza ela- 
stica appartiene non solamente ai corpi firagili, ma anche ai corpi 
duttili; vi è solamente tra loro questa differenza, che se lo sco- 
stamento delle molecole dalla loro naturai posizione oltrepassa un 
certo limite , che è diverso secondo i diversi corpi , il corpo si 
spezza se è a&tto fragile^ cioè le molecole perdono intieramente 
la loro adesione , invece che se il corpo é più o meno duttile le 
molecole prendono allora stabilmente una nuova posizione , e 
il corpo can^a stabilmente di figura in virtù di quelle parti- 
colari attrazioni a cui le molecole vengono a soggiacere, come 
sopra si è spiegato. 

43. Ma la restituzione del corpo alla prima figura, ossia delle 
molecole alla lor posizione naturale per la forza dell'elasticità, 
non può Éirsi se non per mezzo di oscillazioni o vibrazioni per 
cai esse vanno alternativamente al di là e al di qua di quella 
posizione. Imperciocché questa forza elastica è una forza acce- 
kratrice che a^sce contìnuamente sopra ciascuna molecola sco- 
stata dalla sua posizione naturale finché essa vi sia ritornata \ 
essa imprime adunque a ciascuna molecola una celerità sempre 
crescente sino a questo punto, e allora in virtù di questa ce« 
lenta acquistata essa dee necessarìamente continuare a muoversi 
scostandosi in senso opposto da quella stessa posizione a cui 
prima tendeva, finché la forza elastica che toma allora ad e- 
sercitarsi abbia distrutta a poco a poco la celerità acquistata 
dalla molecola, la quale ritornerà allora verso la posizione na- 
turale , e passerà di nuovo oltre quella per la stessa ragione , 
e cosi successivamente \ cosicché queste osdllazioni durerebbero 
indefinitamente , se la resistenza dell'aria che il corpo dee ne- 
cessariamente colpire in quegli alternativi cangiamenti di forma, 
prodotti dal moto vibratorio delle molecole, e forse anche qual- 
che resistenza che si opponga all'interno movimento stesso delle 
partì non. diminuisse successivamente l'ampiezza di queste oscil- 
lazioni , e non distruggesse finalmente ogni moto. 
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Ciò posto si presentano naturalmente due specie di ricer- 
che relativamente alla forza elastica de' corpi. L'una riguarda 
r equilibrio di questa forza con una forza estranea che t^nga 
attualmente le molecole in una situazione diversa dalla natu- 
rale ; l'altra , le leggi di quel moto d'oscillazione o di vibra-, 
zione che si eccita nel corpo elastico, quando venendo a ces- 
sare l'azione della forza esterna che avea alterata la forma del 
corpo, epperciò la naturai situazione delle sue molecole, queste 
tendono a ritornarvi. La prima di queste ricerche ci presenta 
un'applicazione dei principii della statica , la seconda di quelli 
della dinamica. 



§ 2/ 



Dell' e^ilibrìo dell' clastici tà de' corpi colle forze estranee. 

43. Quanto alla prima specie di ricerche, quello che interessa 
paiticolarmcnte la fisica propriamente detta é il sapere quale 
sia l'andamento o legge che segue la forza elastica relativamente 
al maggiore o minore allontanamento delle molecole dalla loro 
naturale distanza e posizione prodotto dai cangiamenti di figura 
e di dimensioni del corpo , o altrimenti quale sia quella che 
segue la forza estranea che dee fare equilibrio a questa forza 
elastica. Noi non conosciamo in alcun modo a priori , come 
già abbiamo detto, la legge dell'atti azione o ripulsione che ri- 
sulta dalle diverse forze attrattive , e ripulsive di cui le mole- 
cole sono animate, relativamente alla distanza, e da cui quella 
delle forze di cui si tratta dee necessariamente dipendere. Ab- 
biamo però a questo riguardo, e tra certi Umiti, risultati speri- 
mentali di diversi autori, de' quali altri si riferiscono all'allun- 
gamento che soffrono i corpi elastici , tirati longitudinalmente 
da una forza estranea , e ad alcuni altri cangiamenti di forma, che 
sono con quello strettamente connessi, altri alla torsione che i ci- 
lindri o fila di diversi corpi, principalmente metaUici, subiscono 
quando la forza estranea agisce in una direzione tangenziale alla 
sezione trasvei*sale di questi cilindri. I risultati di queste sperienze 
hanno dato luogo a considerazioni teoriche, con cui si è cercato di 
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fl^Nlire almeno per meiiù dì certe ipotesi le leggi dei cangia- 

■Koti di figura e dimensione de' corpi elastici in generale, ope- 
mtì da fone estranee ; e il sìg. Poisson ha poi anche cercato 
£ stabilire queste leggi à priori risalendo ai principii dell'azion 
aoleoolare in una maniera più rigorosa. Esporrò in prìmo luogo 
qiie' risultati delle sperienie , e quelle considerazioni con cui si 
è cercato di geneialitzame le leggi , e passerò quindi ad indi- 
cale i prìocipii più rigorosi a cui il signor Poisson ha riferiti 
^aegli stessi risultati. 



ARTICOLO PllMO 



Ristati sperimentali , e considerazioni teoriche 

ad essi relative. 

A. Deit allungamento o raccorciamento de'Jili e spranghe ^ 

e della flessione delle lamine. 

44* Voa delle principali serie di sperienze della prima delle 
dae specie di cui abbiamo parlato é dovuta a S'gravesande , e 
il loro risultato generale è che l'allungamento delle fila o verghe 
metalliche è proporzionale all'accrescimento dì tensione ossia 
della forza che trae queste fila o verghe longitudinalmente. 

Darò qui un' idea delle sue sperienze a questo riguardo , se- 
guendo in parte l'esposizione che ne ha fatta il sig. Biot nel 
no Traile de Physique. 

Questo fisico tendeva orizzontalmente il filo o lamina elastica 
^ cui stringeva quindi le estremità per mezzo di due morse 
fisse, in guisa che la sua forma era sensibilmente rettilinea. 
Sospendeva quindi nel mezzo della sua lunghezza in un piattello di 
bilancia diversi pesi che facevano prendere al filo o lamina la 
ferma di una linea rotta, abbassando il suo punto di mezzo d'una 
quantità Ce (fig. 4) che- si può chiamare \b freccia di questa linea 
rotta. Misurava poi questa fi-eccia per mezzo d'un indice annesso 
ad una carrucola attorno a cui si avvolgeva una catenella an- 
nessa in C y e che ei*a tesa da un piccolo peso , come si vede 



9« 

nella figura , €ol quale artifizio si rendevano più sensibili le 

minime variaaoni di questa quantità ; ne concludeva quindi col 
calcolo l'allungamento della linea ACB relativamente alla linea 
jìBj e io paragonava coll'accrescimento di tensione del filo o la- 
mina, che calcolava pur anche dai pesi che agivano sopra il suo 
punto di mezzo. Per dare un' idea della maniera di far questi 
calcoli entreremo in qualche particolarità sulle sperlenze stesse. 
L'autore v'impiegò dapprima una corda metallica, di quelle 
che si adattano agli istromenti di musica. La lunghezza di questa 
corda compresa tra i due punti fissi era di 34 pollici e mezzo , 
e questa lunghezza pesava a4 grani. Egli diede a questa corda 
tre gradi di tensione diversi , che egli non misurò , ma che si 
possono dedurre come vedremo dalle circostanze delle spe- 
rienze stesse. Sospese quindi nel mezzo di questo filo sul 
piattello altronde equilibrato diversi pesi , cioè di i , 2 , 3 , 
4 j ecc* dramme, e ciascuna volta osservava la lunghezza delle 
freccie. Questi pesi debbono essere aumentati dell' effetto del 
peso della corda stessa nella direzione verticale , e quest'effetto 
può considerarsi come uguale alla metà del peso totale della 
medesima^ poiché le due metà AC j CB essendo quasi oriz- 
zontali, e ciascuna potendosi riguardare come appoggiata ai 
punti J j Cy e Bj C, ne segue che ciascun di questi punti 
sostiene la metà del peso di ciascuna di esse , e il punto C 
sostiene per conseguenza due di queste metà , e cosi la metà della 
corda intiera, ossia la grani, o riducendo in frazione di dramma^ 
un quinto o 0,2 di dramma , cosicché se P è il numero di 
dramme sospese al punto di mezzo della corda , il peso totale 
di cui questo punto sarà caricato si troverà essere P-f-o,a. 

(4Ò posto , vediamo in primo luogo come si può determinare 
la tensione che soffre ciascuna metà della corda , nella dire» 
zione longitudinale , da questo peso annesso al suo punto di 
mezzo , unito alla forza con cui dapprima la corda é stata tesa. 
Per tale oj^etto osserveremo che la tensióne totale delle due 
metà dee esser tale , che essendo scomposta secondo Ce essa 
sia uguale al peso P -f- o,a , poiché dee fare equilibrio a questo 
peso. Per eseguire questa scomposizione bisogna , secondo le 
regole della statica, moltiplicare questa tensione di ciascuna metà 
della corda , che chiameremo T , e che agisce nella direzione 
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àC o CB pel CMwno dell'angolo che essa forma colla dire- 

xione Ce* Questo cosseno è qui espresso da -^-^ oppure — , 

( poiché i chiaro che Ce sarebbe il cosseno dell'angolo indicato 

in un circolo che avesse per raggio JC o CB)^ ossìa da — , 

diianumdo F la lunghezza della freccia Ce ^ e R la lunghezza 
£ una delle metà della corda. Avremo dunque per determinar 
Ty rìuiieiido le tensioni delle due metà , Tequazioiie 

^TF ^ 



d'onde si deduce 



^_ (P^o,2)R 



espresrione , che sarà intieramente conosciuta quando avremo 
detemmiato R , cioè la lunghezza della metà della corda me- 
tallica prolungata dall'aumento di tensione , il che dobbiamo 
&re in secondo luogo. 

Per questo osserveremo che chiamando 2L ìa lunghezza pri- 
mitiva AB della corda o lamina, ACc^ e BCc saranno Irian- 
goU rettangoli in cui si avrà V ipotenusa R per mezzo della 

formola R^^L^-^F^ y ossia /J=yL»-f-F». E siccome la freccia 
è sempre afiatto piccola relativamente alla lunghezza L , pos- 
tiamo sviluppare questo valore di R , dopo averlo messo sotto 

I •«- y^ I y in una serie molto convergente , 

F* 
ordinata secondo le potenze ascendenti di — , applicandovi la 

bnrma del binomio*, e limitandoci a due soli termini otterremo 

F» 
con sufficiente esattezza iR=/«-f- — j- , cosicché l'allungamento di 

ciascuna metà della corda o lamina è espresso sensibilmente da 

F^ 

~ y e per conseguenza rallungameuto delle due metà ossia della 



9» 

corda intiera , da —=- ■ ConTerrebbe ora sostituire questo va- 

MJ 

lore L H — Y in vece di R nell'espressione di T sopra trovata j 

ma nel uosti*o caso si può anche senza errore notabile mettere 
semplicemente in quella espressione L in vece dì R , cioè la 
lunghezza primitiva della corda in vece di quella che si trova 

avere dopo V allungamento , .trascurando cosi il termine — = , 

onde quella tensione diviene semplicemente 7^=^ -^-^ — , 

34 5 
o mettendo in vece di Z il suo valore numerico --^ ossia 

tf fwy (iP^O,a). 8,625 T^ u . * * j. „ 

17,25, Ts^' ^ — ' . Ma 1 espressione trovata di Ry 

e quindi dell'allungamento della corda o lamina è altronde ne- 
cessaria pel nostro scopo , unitamente a quella di T. Faccia- 
mone r applicazione ad ima delle sperienze di S'gravesande. 
Avendo data alla corda una prima tensione trovò che sospen- 
dendo al punto di mezzo della medesima un peso di 3 dramme, 
compreso FeiSetto del peso della corda , la lunghezza della freccia 
era di o,o4 <li poUice , e che sospendendovi un peso di 36 dr. 
in tutto la freccia diveniva di 0,4 di polUce. Mettendo i valori 
relativi alla seconda carica nelle nostre formole , in vece di 

jP-#-o,2 , ed F, troviamo T= — '—^ =776,25 dramme , 

0,4 

px (o 4)* 

ed — = ^ — ^-^ = 0,00927536 , cosicché V allungamento e di 
JL 17,23 

0,00927536 di pollice sopra 34,5 poUici di lunghezza primitiva. 
Questo aUungamento però è prodotto non dalla tensione intiera 
T j ma dall'aumento di tensione per la sospensione delle 36 
dramme nel mezzo della corda , e per conoscere quale sia questo 
aumento bisogna cercare a determinare la tensione primitiva 
che il filo uvea in questa sperienza , e che S'gravesande non 
ha misurata direttamente , e sottrarla quindi dalla tensione to- 
tale T. A tal fine ci serviremo della prims^ freccia 0,04 pro- 
dotta dal peso di sole tre dramme , dietro 1' osservazione che 
S*gi*avesande ha fatta , che in generale quando la lunghezza 
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della freccia non eccedeva o,o4 dì pollice , gli accrescimenti 

delle freccie eran proporzionali agli accrescimenti de' pesi. Segue 
in fatti da quest^ossenrazione, che la tensione non si varia, ed 
è sempre la medesima sensibilmente che la tensione primitiva 
per qualunque peso aggiunto al dissotto di questo limite j poi- 
ché risulta dall'espressione generale stessa di T sopra stabilita 
che questa quantità dipende dal rapporto tra i pesi, e le lun- 
ghezze della freccia y e che perciò non cangia j se i pesi, e le 
frecde Tengono a cangiarsi proporzionalmente. La nostra espres- 
sione di T applicata al caso deUa prima freccia o,o4 prodotta 
dal peso di 3 dramme dee dunque darci sensibilmente una ten- 
none uguale aUa tension primitiva , e avremo cosi per questa 

9 O £^ /f 

tensione Tzz ' ^ ^ = 646, 875 dr. ; sottraendo questa ten- 
sione -primìdva dalla tensione totale sopra trovata relativa alla 
seconda carica della corda, troviamo la differenza di dr. 139, 875 
per Fanmento di tensione , < che ha prodotto l'allungamento di 
0,00937536 di pollice sopra la lunghezza primitiva 34, 5 poli. 
Avendo poi S'gravesande data una tensione più forte alla corda 
tra le due morse , la quale , per una sperìenza ed un calcolo 
sinule a quello che abbiamo fatto per la prima tensione, si deduce 
essere stala di i38o dramme , trovò che per produrre una 
freccia di o^ di pollice , cioè uguale a quella prodotta dalla 
seconda carica nella prima sperìenza, vi abbisognava una canea 
di 70 dramme nel tnezzo della corda ; onde si avea in questo 

caso per la tensione totale r= ? ' ^, — = iSog, 875 , e per 

l'aumento di tensione prodotto dalle 70 dramme , 1509,875 
— i38o =1129,375 dr., come nella prìma sperìenza. In una 
terza sperìenza in cui la tensione primitiva sempre calcolata 
come sopra era di 17^5 dramme, trovò che per produrre an- 
cora la stessa freccia si richiedeva un peso di 86 dramme , onde 

la tensione totale era r= — '—^ =i854,375, e l'aumento 

0,4 

di tensione i854,375— -1725= 129,375 , come nelle due prìme 

sperìenie. Vale a dire che tutte le tensioni iniziali hanno dovuto 

essere -aumentate della stessa quantità per produrre una freccia 

di lunghezza uguale , epperciò un allungamento uguale della 
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corda, che in queste aperìenze era sempre di polL 0,00937536. 
Avendo S'gravesande provato moke altre tensioni , ne ottenne 
sempre lo stesso risultato. 

Adoperando poi in vece della corda metallica una lamina 
d'acciajo , di quelle che servono a fare le molle degli orologi , 
della stessa lunghezza di poli. 34^5 e del peso di 67 grani , 
trovò ancora con esperienze e calcoli simili , che l'aumento di 
tensione necessario per produrre la stessa freccia dì 0,4 ^ P^^" 
lice, epperò il medesimo allungamento, era sempre lo stesso per 
qualunque tensione primitiva che si fosse data alla lamina, seb- 
bene questo aumento fosse qm d'un valore diverso da quello 
che avea luogo per la corda metallica , cioè di circa i38o dr., 
in vece di 129,375. 

4'^- Segue adunque in generale da queste sperienze , come 
l'abbiamo annunziato, che « quando una corda o lamina me- 
tallica é tirata nella direzione della sua lunghezza da una tonat 
qualunque 7*, se si aumenta questa forza d'una certa quantità I, 
il nuovo allungamento prodotto da / è sempre il medesimo , 
qualunque fosse quella tensione primitiva T » purché però la 
forza t sia abbastanza piccola, perché, sopprimendola, la corda o 
lamina ritomi esattamente alla lunghezza che avea sotto la ten- 
sione T , ossia la lunghezza della medesima non sia alterata in 
una maniera stabile dalla sofferta trazione. 

In altri termini , secondo queste sperienze « gli accrescimenti 
della lunghezza della corda , o lamina metallica sono propor- 
zionali agli accrescimenti di tensione » od anche , partendo 
dallo stato naturale, in cui non vi era ancóra tensione « gli 
accrescimenti delle lunghezze della corda o lamina sono pro- 
porzionali alle tensioni a cui essa si sottopone ». 

Osserverò qui che questa legge della proporzionalità clic 
Tesperienza ci presenta prossimamente tra V allungamento d'un 
filo o spranga metallica e la forza di trazione che lo produce , 
e che come vedremo si estende 'pure al raccorcianiento relati- 
vamente ad una forza comprimente , si* può rappresentare colla 

formola /3 = (A)-4--p , (p) essendo la densità primitiva della 

A 

sostanza , quando la pressione , o trazione e nulla, Il la pres- 
sione attuale , che prende un valor negativo c|uando si cangia 
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la tranoney f la densità che ha la sostanxa sotto questa pres- 
sione considerando la condensazione y o la rarefieizioDe come 
semplicemente lineare j cioè come prodotta dal semplice avvi- 
cinamento o scostamento degli strati trasversali nella direzione 
in cui la forza estrahea si esercita , e iiC un coefficiente co- 
stante. Questa le^e suppone che la differenziale della pres- 
sione è proporzionale anch'essa alla differenziale della densità ; 

poiché differenziando la suddetta equazione, abbiamo </^=-p>. 

Ora considerando la cosa teoricamente j come osservò Laplace 
in una sua Memoria sulla legge della densità degli strati della terra, 
letta all'Accadenua di Parigi, sarebbe naturale il credere che al 
contrario i corpi solidi resistano tanto più alla compressione, 
quanto più esd sono già compressi (e lo stesso si può dire della 
resistenza alla rarefazione per l'allungamento ) , cosicché il rap- 
porto deDa differenziale della pressione a quella della densità in 
vece di esser costante cresca colla densità medesima : la fun- 
lione più sempUcct <^hc possa rappresentare questo rapporto è 
la prima potenza della densità moltiplicata per una costante ; 
si potrebbe dunque supporre con Laplace, che , sebbene la vera 
legge della compressibilità de' solidi ci na ignota , essa sia rap- 
presentai per approssimazione dall'equazion differenziale 

jn s 2 A pdp , 

che per mezzo dell' integrazione ci dà II =z K p* — /T ( /} )' , 
{f) essendo come sopra la densità naturale ; ossia 

n 

equazione secondo la quale non gli accrescimenti di densità 
f — (^) , ma quelli de' quadrati delle densità p*— (^)^ sareb- 
bero proporùonali alle pressioni II. Si può però osservare , 

che -js essendo secondo la sperienza un numero generalmente 

assai jMCColo , per le pressioni ordinarie , quest'equazione che si 
può mettere sotto la forma 
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f = \^TpY^^, 



SÌ confoude sensibilmente con 

che rìentra nella legg^e indicata dalla sperìenza ; e vedremo in 
seguito che anche considerazioni più ligorose sulla natura delle 
forze molecolari ci conducono per approssimazione a quest'ul- 
tima legge pei piccoli allungamenti o raccorciaroenti. 

Ho detto che la condensazione o rarefazione non poterà sup- 
porsi aver luogo relativamente a queste leggi che nella sola, di- 
mensione secondo cui la forza estranea si esercita ; questa e 
una conseguenza della natura de' coipi solidi., di. cui le parti 
non. possono scorrere J'una sull'altra ; e se l'^ccorcianiento o 
l'allungamento è accompagnato da un aumento o diipinuzìone 
della sezion trasyc^rsak ^ per l'imperfezione della solidità, questo 
é un accidente che si ixascura nelle leg^ indicate. . Esse non ri- 
guardano dunque , per qiijanto appartiene al nostro presente 
oggetto, che la comprensione , Q. dilatazione lineare. $e la 
forza si supponesse agire ugualmente in tutte le direzioni 
sopra una porzione per esempio sferica di un corpo solido , 
e queste leggi stesse avessero luogo in tutte tre le dimeu- 
sioni dello spazio, se ne potrebbe deduire geometricamente 
il cangiamento di volume , o quello di densità l'elativameote 
alla forza comprìmente , o dilatante. Ma delle due relazioni 
che qui abbiamo indicate , l'una non è stata dedotta che da 
spcrienze le quali, oltre al non estendeiVi che tra molto ristretti 
limiti in cui tutte le relazioni possibili si confondono con essa, 
riguardano un fenomeno complesso, poiché il filo allungato per 
trazione si ristringe realmente n^lla sua sezione , e acquista mia 
particolare disposizione di molecole , di cui si é latta astra- 
zione , onde non potrebbe estendersi questa legge , almeno 
quanto ai valori assoluti, a ciascuna delle tre dimensioni quando 
la forza vi agisse ugualmente per ogni lato ; e V altra non è 
che affatto ipotetica , e come una delle più semplici per le pies- 
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«MNii crescenti più rapidamente che ravvicinamento delle mo- 
lecole. Yedremo poi in appresso come le consideraikmi teoriche 
sovra accennate , sulla natura delle forze molecolari , possano 
condurre a determinare per approssimazione queste relazioni 
nelle diversa circostanze di applicazione della pressione , o della 
trazione. 

46. Le sperienze di S'gravesande or ora descritte potrebbero 
servira anche a determinare la forza elastica assoluta de'diversi 
metalli che vi si sono impiegati per la materia del filo o 
della lamina, cioè la tensione che si richiede per produrre un 
dato aHungamento in un filo o lamina di cui sia data l'ai-ea 
della sezimie trasversale ^ non avendo però questo autore indi- 
cata d'una maniera precisa la qualità e la grossezza dei fili , 
e delle lamine su coi ha istituite le sue sperienze , esse non 
potrebbero esser impiegate a questa determinazione che per 
neizo di calcoli fondati sopra elementi congetturali. Ma altri 
autori si sono occupati di questa determinazione direttamente , 
ooD esperienie fotte a Ud fine, le quali hanno altronde confer- 
mata la legge indicata dalle sperienze di S'gravesande. 

Riferirò qui in primo luogo particolarmente due risultati di que- 
rto geneve chepajono fondati sovra sperienze assai esatte, relativi 
iHa forza dastica dei due metalli generalmente di maggior uso 
■eDe arti , cioè del ferro e dell'ottone. U primo si deduce dalle 
iperienae contenute in una memoria Sopra la resistenza dtl 
ferro del signor Dulau , di cui si trova un estratto negli y4n- 
naits de Chùnie et de Phjrsigue (ottobre 1819), ed è che una 
iprai^ o verga di ferro si allunga di una dieci- millesima parte 
quando si aumenta di a chilogrammi il peso sostenuto da un 
■ullimetro quadrato della sua sezione trasversale , senzachè la 
fiversa qualità del ferro influisca notabilmente a tale riguardo. 
Questa regola si estende sino al limite in cui la tensione di- 
TÌen tale da allungare d'una maniera stabile la spranga o filo 
metallico. Lo stesso Dulau ha poi trovato che la posizione di 
questo limite dipendeva molto dalla diversa qualità del ferro y 

corrispondendo da -^ ^ millimetro sino ad un millimetro in- 
tiero d'allungamento per metro, cioè da o,ooo25 sino a 0,001* 
di allungamento prendendo per unità la lunghezza primitiva. 
Vot. I. 7 



Questi allungamenti sono |»rodotU , secondo V indicata regola ', 
da tensioni di 5 a 20 chilogrammi per ogni millimetro quadrato 
di sezione trasversale , e quindi si scorge , dietro a quello che 
ai è detto nel n.^ a8 j che il peso o tensione che produce que- 
st'effetto è — almeno , e ^ al più del peso o tendone capace 

7 ^ 

di rompere il filo spranga di ferro. 

Quanto all' ottone , secondo una sperienza di Borda , una 
spranga d'un metro di lunghezza di questo metallo si allunghe- 
rebbe di 0,000000774 di metro circa per l'azione d'un peso aguale 
al suo. Supponendo la sezione di questa spranga d'un milli- 
metro quadrato j questo peso sarebbe , ^usta il peso specifico 
dell'ottone , circa 8y( gram.-, un tal peso adunque si richiede- 
rebbe per produrvi l'alluogamento suddétto , il che ci dà io85 
grammi y ossia i,o85 chilogr. pel peso che si richiederebbe per 
un allungamento di 0,0001. Questo peso sta a quello di % chiL 
che gli corrisponde pel ferro come i a i,85 circa*, tale sarebbei 
adunque il rapporto tra la forza elastica dell'ottone , e quella 
del ferro. 

47 • Egli era da supporsi , conformemente a ciò che ab- 
biamo detto al n.^ 4^9 ^^ ^ raccorciamento d'una spranga 
metallica per una pressione esercitata sopra di essa nella dire-, 
zione della sua lunghezza , al dissotto del limite a cui questa 
pressione può cangiare stabilmente la lunghezza della spranga , 
dovesse seguire la stessa legge che l'allungamento prodotto dalla 
tensione , cioè essere proporzionale alla pressione medesima, e 
le sperienze di alcuni autori , e specialmente quelle del già ci- 
tato sig. Duiau confermarono infatti questo risultato. Anzi si 
può ammettere j senza scostarsi sensibilmente dal vero , che la 
forza di trazione assoluta necessaria per produrre un dato al- 
lungamento sopra una spranga d'una data sostanza , e di una 
data sezione trasversale , è la stessa che la forza di pressione as- 
soluta che si richiede per produrre un uguale accorciamento 
nella stessa spranga ; cosicché i numeri che abbiamo indicali 
riguardo al ferro ed all'ottone , per le forze necessarie ad allun- 
gare d'una dieci-millesima parte le spranghe di questi metalli 
d'un millìmetro quadrato di sezione , debbono pure esprimere 
quelle necessarie per raccorciar le stesse spranghe d'una dieci- 
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■ùBesima paHe colla pi«s$ioxie. In&tti le )>articélle nello stato 

nalnnle de' corpi trovandosi In equilibrio , é naturale il sud-. 
porre che si richiegga una stessa forza per cangiare d'una quan- 
tità infinitamente piccola la distanza a cui questo equilibrio ha 
luogo j na in più , sia in meno. Quindi reciprocamente le spe- 
rìenze Catte sul raccorciamento de' solidi per la' pressione ci 
esprimeranno andie il loro allungamento per una forza uguale 
di trazione. Per esempio, secondo sperienze (atte in Inghilterra 
il vetro ai comprime di una millionesima parte della sua lun- 
gliezza y pel peso d'una colonna della sua stessa sostanza , e 
della medesima sezione trasversale , alta io piedi inglesi , cioè 
S,o48 m. , il die avuto riguardo al peso specifico del vetro 
equivale a un peso di 7,6 grammi , ossia 0,0076 chilogr. quando 
la sezione è d'un millimetro quadrato , e ci dà 0,76 chilogi . 
pel peso che si richiedereUbe secondo queste sperienze per com- 
primere ddla died-millesima parte una vei^ga di vetro di un 
laiDimetro quadrato di sezione, e un ugual peso si richiede- 
idibc , secondo quello che abbiamo detto , per allungarla di 
altrettanto ; onde la forza elastica del vetro starebbe a quella 
ad ferro come 0,76 a a , ossia come i a 2,63 circa. 

48. I fisici Inglesi si servono in generale per esprimere la 
bnM con cui i diversi corpi resistono all'allungamento per tra- 
tione 9 o all'accorciamento per compressione, d'una denomina^ 
none , di cui doUbiamo qui indicare la significazione. Essi chiù- 
nano modulo d^dasticità d'una sostanza qualunque il peso ne- 
cessario per raddoppiare per trazione la lunghezza d'una verga di 
quella sostanza, ossia per allungarla d'una quantità uguale alla sua 
longliezia primitiva, supponendo la sezione di questa verga data, 
ed ugonle per esempio ad un'unità di superficie; e qtiesto peso 
sarebbe pm- quello che si richiederebbe per ridurre a zero la 
lunghezza di questa verga per compressione longitudinale della 
medesima , ncU' ipotesi che la sua resistenza all'accorciamento 
restasse sempre la stessa sino a questo punto, ossia che gli ac- 
corciamenti successivi fossero sempre proporzionali alle addizioni 
successive di peso. Chiamano poi altezza del madido d* elasticità 
la bme^ezza di una colonna o verga delia sostanza medesima di 
cai si tratta , e della stessa sezione tiasversale , che si richie- 
derebbe per formare questo peso del modulo, altezza che diviene 
indipendecte da questa sezione medesima. 
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Questa maniera di esprimere T elasticità o rigidezza d* un 
corpo y ossia la sua resistenza alla trazione o alla couiprcs- 
sione y è analoga a quella che si adopera pure dai fisici 
Inglesi y come abbiamo^ veduto , per esprimere la tenacità 
o coesione sotto il nome di modulo di coesione j se non clie 
quanto all'elasticità conviene inchiudervi un elemento di più, 
che relativamente alla coesione , cioè la quantità dell' allun* 
gamento od accorciamento , che si è presa uguale , come 
ai è detto , alla lunghezza primitiva della verga. Cosi per esem- 
pio y poiché secondo le sperienze di Dulau una spranga di ferro 
A allunga d'una dieci-millesima parte della sua lunghezza per 
ima sezione di un millimetro quadrato j col peso di a chilo- 
granuni , si richiederebbe un peso dieci mille volte maggiore , 
cioè di aoooo chilogr. per allungare questa spranga di una 
quantità uguale alla sua lunghezza primitiva ; questo peso di 
aoooo chilogr. sarà dunque il peso ilei madido iti elasticità del 
ferro, quando si riferisca al millimetro quadrato prèso per unità 
di superficie. Questo peso è quello di aoooo litiri d' acqua 
al massimo di densità, ossia di 20000 milioni di millimetri cubi 
di quest'acqua; per formarlo sopra una sezione datili tninimeiit> 
quadrato si richiederebbe dunque una colónna ^ acqua cB ao 
milioni di metri d'altezza ; se questa colonna, iti véce d'esséi^ 
d'acqua, fosse essa medesima di ferro, di cui la densità è cii-ca 
7 '|s volte maggiore di quella dell'acqua, dovr<^bbe essa avere, 
per produrre la stessa pressione, un'altezza 7 *\% volte minore , 
doè di circa 2600000 metri; questa sarà dunque ViUtezza dei 
modulo d'elasticità del ferro espressa in metri secondot le spe- 
rienze di Dulau. Tredgold però ed altri fisici Inglesi non attri- 
buiscono al modulo d'elasticità del ferro che un'altezza un pò* 
minore , cioè suppongono che si richiegga un po' meno di -ì 
clùlogr. per produrre in una spranga di ferrò d'un millimetro 
quadrato di sezione un allungamento d'unia dieci-ùiillesltna paitc 
della sua lunghezza. Kiducendo per esempio alle misure me- 
triche le indicazioni di Tredgold nel suo Sag^ó ptàticcr sulla 
forza del ferro , quest'altezza del modulo d'èlasdtità del ferro 
non sarebbe che di 23oooòo metri circa, e il peso TieccKsàrio 
per allungare d'una dieci-millesima paite là^ verga d'Un milfi- 
metio quadrato di sezione si supporrebbe così di 1 ^j^-chil. 
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L'impiego però dì questo modulo per rappresentare la forza 
clastica dei corpi ha lo stesso difetto , che già abbiamo an* 
itotato per r espressione analoga relativa alla tenacità o eoe- 
Skìone , Quello di rinchiudere un elemento estraneo alla forza 
che si ?uol nùsurare , cioè il peso speciiìco della sostanza , ed 
è più conveniente di attenersi all' indicazione del peso neces- 
sario per allungare una verga di data sezione, d'una frazione 
determinata della sua lungliezza, o se sì vuole d'una quantità 
ugnale a questa lunghezza medesima , e cosi per raddoppiarne 
la lungfaeua primitiva; oppure dì esprìmere la forza di cui si 
tratta in una maniera indipendente dalla sezione , per mezzo 
deD'ahesa di un liquido y come mercurio o acqua, ovvero pel 
namero di atmosfere , dì cui la pressione equivale alla forza che 
produrrebbe quest'allungamento. 

49* Riferirò qui l'elasticità dei diversi metalli quale è indi- 
cata da TregdoU nella citata opera, é da altri fisici, rlducen- 
done Fespretrione al, numero di chilogrammi necessario per al- 
limgàre d'uiia dieci-miDesìma parte una verga di un millimetro 
fiadralo di teiipne. 

Ecco in primo l.u<^ la tavola dei risultati di Tredgold *, vi 
ho potlD aDato i numeri che se ne deducono per relasticità dei 
diverti metalli prendendo per unità l'elasticità del ferro fuso. 

Fervo fbìw diil. I9293 1,00 

Ferro mallealnle •.•'...••» 197^0 i,35 

Aceiajo » 2,o38 i,58 

Slagno fuso • » o,3a4 ^9^^ 

Metallo dei cannoni (Sdì rame, idi stagno) » 0,694 0,54 

Ottone fìifo » o,6^d 0,49 

Zinco fuso , . . » 0,962 0,75 . 

Tredgold Ridica cosi per l'acdajo un'elasticità (che è pur quella 
che Younggli ha attribuita) poco diversa da quella che Duiau as- 
segna al ferro malleabile, Q quale secondo Tredgold, come già si é 
acceniiato, avreUbe una forza alquanto minore. Secondo Lagerhielm 
però rdastidtà dell'acciajo e del ferro malleabile sarebbe la 
stetta. Quanto all'ottone , alla sua elasticità allo stato risultante 
daDa fusione , quale Tredgold 1' ha trovata , aggiungerò quella 
che Lagerhielm ha calcolata , secondo quello che a suo luogo 
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indiclieremo , per mezzo delle sperienze dì Savart e CUadni sul 
tuono reso tlall'ottone tirato alla filiera nelle sue vibrazioni so- 
nore f cioè 1,036 chìl. j e cosi notabilmente superiore a quella 
dell'ottone fuso, e poco diversa da quella indicata da Borda. 

Bevan {PhiL Magaz, it. ser. voL 3) ba trovato , pel rame y e 
per l'oro in fiK , moduli di elasticità , che danno pel peso in 
ckilogr. necessario per produrre un allungamento di una dieci- 
millesima per una sezione d'un millimetro quadrato, circa 1,31 
chiL pel primo , e o,8a eh. pel secondo ; la lega d'oro, e di 
rame adoperata nelle monete inglesi ha , secondo le sue spe- 
riense , un'elasticità a un dipresso corrispondente per una re- 
gola d'alligazione alla proporzione in ciù questi due metalli vi 
sono contenuti. 

Tredgold ha anche esaminata l'elasticità del marmo bianco ; 
essa é , secondo la sua indicazione , di eh. 0,177 P^^ l'allun- 
gamento di una dieci-millesinoui in una sezione di un millimcstro 
quadrato , ossia 0,1 3 di quella del £érro fuso. 

Abbiamo già veduto che V elasticità del vetro si é trovata 
espressa nella stessa maniera da eh. 0,760, che vale 0,59 dell' 
elasticità del ferro fuso di Tredgold; e ciò si accorda a un di- 
presso col risultato che Lagerhielm ha pur dedoUo dalle spe- 
rienze di Chladni sid tuono reso dal vetro nelle sue vibrazioni, 
che ridotto in misure metriche darebbe eh. 0,723. Secondo le 
sperìenze però di CoUadon e Sturm (atte per trazione all'occa- 
sione delle loro ricerche sulla compressibilità dei liquidi , questa 
elasticità del vetro sarebbe un po' maggiore , cioè si richiede- 
rebbe un peso di eh. 0,94 P^'' allungare una verga di vetro 
di un millimetro quadrato di sezione di una dieci-millesima ; 
poiché a questo corrisponde la trazione uguale al peso d'una 
atmosfera sulla sezione della verga , che essi hanno trovato 
produrvi un aflungamenio di 11 dieci-millionesime. 

Bevan ( PhU. Théins. 1816, part. 3) ha cercato a determinare 
l'elasticità del ghiaccio per mezzo della flessione , che un pa- 
rallelepipedo di ghiaccio intagliato nella crosta di ghiaccio so- 
pra uno stagno d'acqua , e lasciato solo unito alla crosta per 
una estremità , provava da un peso posto all' altra estremità. 
Egli ne fissò l'altezza del modulo a 1 1 00000 piedi inglesi , 
ossia 640000 metri, che calcolando il peso specifico del ghiaccio 
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a o,g dì qudlo dell'accpia , danno una colonna corrispondente 
d'acqua di 576000 metri , ossia di 576 milioni di millimetri ; 
questi per una sezione d' un millimetro quadrato formano al- 
trettanti milUmetrì cubi, ossia 576 litri d^acqua, e cosi eh. 576 
circa di peso-, questo peso allungherebbe dunque una verga di 
ghiaccio di questa sezione di una quantità uguale alla sua lun- 
g^bezza , e eh. 0,0576 od a un dipresso eh. o,o58 l'allunghe- 
rebbero della died-nullesima parte. L'elasticità del ghiaccio sa* 
rebbe quindi o,o45 ebrea di quella del ferro fuso. 

5o. Se li paragonano le forze elastiche dei diyern metalli in- 
dicale didla tavda qui sopra colle forze necessarie per produrre 
vn'alleffaiioiie permanente in un filo degh stessi metalli, secondo la 
taycrfa datane al num.^ 3o , dietro alle sperienze di Tredgold , 
te ne dednrrà l'allungamento che un filo di ciascun metallo può 
prendere aranti di subire quell'alterazione permanente. Cosi per 
eternino abbiamo veduto che il ferro foso d'un nùllimetro qua- 
drato di sezione sostiene 10,76 eh., avanti di subire quell'ahe- 
lazkMie ^ dUvidendo questo peso per 1,393 , che é quello per 
cui questo filo ti allunga secondo Tredgold d'una dieci-millesima 
parte, si avrà 8,32 pel numero di dieci-millesime di cui un 
filo £ ìbto foso A allunga avanti di presentare la suddetti^ altera- 

quest'allungamento sarà di o,ooo832 ossia di 
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deDa lunghezza primitiva. Facendo un calcolo simile per gli 
altri metalli contenuti nelle due tavole , tk avrà per la loro 
estensibilità avanti di sdbire. V alterazione stabile della loro 
forma , la tavola seguente , conforme alle indicazioni di Tred- 
gold medesimo : 
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Metalli 



Estensibilità 



m parti prendendo per unità 

detta quella 

lunghezza primitiva ' del ferro fuso 



... t 


« . » . - 


• • 


FeiT(rfiit(y •. .• . . 


— i-«ò,oòo83i 


i,èo 


Fent) malleriiUe 


I - 
-~--=: 0,010071 4 


a-,86 


Stagno 


-jr— tsso,ob66i$ 
1000 


0,75 


Metallo dei ^cannoDi . 


^^_o,oo.o4a 


1,^5 


Ottone fuso .... 


,333-**'"'**'^** 


0,90 


Zinco fuso . . •' . 


-7Trt=o,o6o4o3 


' o,5o . 



Abbiamo teduto più t^ra che' pèt marmo bianco Ta tenacità , 
cioè il peso che esso sostiene aranti di róihpèf^," poiché questk 
soètanta non é suscettibile <fi éstehsione pèrhianèhte, è, secondo 
Tredgold , di eh. 1,^7 per. una sezione d'un millimetro qua- 
drato. Poiché dunque, coinè abbiamo^ detto, secondo lo stesso 
Tredgoldi questa sostanza si alluhga d'una dieci-millesìma della 
sua lunghezza ^otto la stessa (Sezione per una fette' di 0,1^7 eh., 
la ima estensibilità avattti di rompersi sarà di 
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o, 177 . lOOOO 



^ ^ ■ aso, 
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come lo indica in fatti Tredgold. 

Pel vetro, come sopra si é detto, la forza che produce un al- 
lungamento d'una diecÌHniBesima, per hi stessa sezione suddetta 
del 6I0, é eh. 0,76, mentre la sua tenacità é di eh. t,8; dun- 
que la sua estensibilità sarà 

= o,oooa34 = 



0,76 • 10004 



4^73 • 
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Quanto att'aodajo temprato abbiamo veduto più sopra che 
secondo le -sperienze di Tredgold k forza necessaria per pro- 
durre una alterazione permanente in un filo d'acciajo temprato 
duristimo, d'un millimetro quadrato di sezione , è di eh. 35,9 , 
o in numero rotondo 36 eh. Per altra parte secondo quello che 
abbiamo già indicato la forza elastica dell'acdajo non si cangia 
per la tempra , cosicché possiamo applicare anche all' acciajo 
temprato la forza elastica adottata da Tredgold conformemente 
a Toung , per cui un filo d'acciajo della suddetta sezione si al-* 
ìntÈgk d'una dieci-millesima parte per un peso di eh. a,o38 , o 
prossimamente di a chilogr. Avremo dunque 1* allungamento 
prodotto avanti la permanente alteratone , di 

zrOyOoio f 
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ossia ng della lunghezza primilìva V cosicché l'estensibilità di 

quest'acdajo durissimo sarebbe |^ù del doppio dì quella del 
ferro tuo j che é , come dbbiamo védtoto , o,ooo839. Ndl'ac-" 
da]o temperato guitfo 4i pagfia la forza , che produce un'alte-^ 
razione permanente per una vsezione d'un milUmetiro' quadrato, 
é , eome dbbiamo veduto , secondo 1^ qperìenze di Tredgold , 
di arca 3a eh. -, avremo dunque per Tattungamento <4ie prcr' 

i% ■ '• il * 

cede quest'alterazione si:o.òoi6, dssia ^ ;r-», fra- 

^ a.ioooo ■ .->: pua 

ziooe on po' minore che per 1' acciajo durissimo , ma scorar 
quasi doppia di quella relativa al ferro iiiso. Tredgold non ha 
indinato il peso che produce un'alterazione permanente nell'ac- 
cbjo aflatflK stemprato -, ma paragonando Pestensibilità dell'ac- 
ciaio ai due gradi indicati di tempra, si vede che la tempra 
tende ad aumentare l'estensibilità dell' accifi)o nel senso in cui 
qui la i^endiamo, il che é una consegnenzi^ necessaria dell'au- 
mentare che essa fo la forza necessari per prodmnre un'altera- 
zione permanente , lasciando all'aociajo la stessa forza elastica 
osòa r e s ist en za all'allungamento , onde quell'alteratone stabile, 
o la rottura inunediata, che finalmente ne prenderebbe il luogo 
per una tempra die fosse suppostn togliere all'acciajo ogni dut- 
tìTità, non succede che -per Tapplicauone d'una forza atta a prò- 
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durre un maggior allungamento non permanente. Del resto è 
probabile , dietro alla piccola diflSerenza di feria necessaria a 
produrre l'alterazione permanente | e qiundi di estennbilità nei 
senso indicato fra i due gradi di tempra di cui si è, parlato , 
che anche Tacciajo affatto stemprato oppone una resistenza più 
grande alFalteraùone permanente, ed ha una nag^or estenà- 
bilità che il Cerro sia fuso j sia maUeabile* 

5i. Lageihidm , nel lavoro già dt^o relativamente alla te- 
nacità del ferro , si é anche occupato ddl' elasticità di questo 
metallo , e di alcum altri ; egjli ha confermato y die tutto le 
qiualità di ferro, al di qua del limite della sua akeranone per- 
manente hanno un'uguale elasticità, sebbene il limito, di questa 
alteratone varii secondo la sua qualità ; e che 1' acdajo tem- 
prato in particolare ha la stessa elasticità, d dissotto di questo 
limito , che racciajo non temprato. Egli ha creduto osservare 
che l'estensione del ferro, che generalmente ù considera, al di 
qua del suddetto limito , come proporzionale alla fona di tra- 
lione è alquanto più piccola nell'approssimarà al limito mede- 
simo, di quello che dovrebbe essere secondo questa propor- 
zione , il che si può attribuire all' induramento che ne risulta 
nella sua sostanza. Quanto alla forza elastica assoluta del ferro, 
quella del ferro in verghe calcolata sui risultati di Lagcrhielm, 
ed espressa col numero di chilogrammi di peso , per cui un 
filo d'un nùllimetro quadrato di sezione si allunga d'una dieci- 
millesima parte, è di eh. 2,io3, e cosi poco diversa da quella 
che Dulau attribuisce al ferro malleabile, in vece che Tredgold 
non assegna questi^ forza di circa a chilogr* che all' acciajo , e 
ne dà una alquanto minore , come si è veduto , al ferro mal- 
leabile. Lagerhielm ha trovato inoltre die la forza elastica del 
rame , rappresentata nella stessa maniera è di eh. i,348 , e 
cosi *|3 circa di quella del ferro in verghe , e poco diversa da 
quella che Tredgold attribuisce al ferro fuso t die quella dell' 
algente 4 0,870 eh., e cosi circa 4|5 soltanto di quella del ferro 
in verghe *, e quella del piombo è o,a33 di« ^ cioè rìrca dieci 
volte minore di quella del ferro in verghe. .. 

5a. Le sperìenze relative alla determinazione della forza ela- 
stica o rigidezza dei corpi non furono tutte fette dai diversi 
autori direttamente per trazione *, ma soventi per mezzo della 
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flesMOBe d'una verga paraQelepipeda appoggiata per le due sue 

estremità a so^goi fissi e caricata d' un peso nel suo mezzo. 

Tredgold n serre, per dedurre da questa flessione il peso del 

modulo d'dastìcità, della formola -r^jc 9 nella quale / è la semi- 

Inagheiia ddla verga tra i due appo^ , il il suo spessore 
verticale , ò la sua larghezza , 9 la flessione osservata , ossìa il 
suo abbassamento nel punto di mezzo , e 5V il peso che l'ha 
prodotta ; vedremo in appresso i prìneipii su cui questa fornfiola 
é faldata. Per dave un esento dell'uso di questa formola Tap- 
p li clt eic m o alle sperìense di Dulau, di cui sopra abUmno par- 
iato , e da- cui é dedotto il «risultato che ablnamo riferito sulla 
fona elastica dd ferro. Egli avea trovato che una spranga di 
ferro pavaUeleppeda di metri o^a di larghezza , e m. o,oa di 
spessore posata sopra due appoggi distanti tra loro a metri , 
\j sotto un peso di 160 chilogr. applicato alla metà della 
lunghezza^ una freccia di m. o^oi. Abbiamo dunque qui, 
pa r uden do per uuità lineare il metro , e per unità di peso il 



Issi; Assoda '9 ifssOyOa ^ vifss: 160 i Ss 0,01 . 

^{uindi il peso necessario per allungare una verga di ferro di 
un Bietio quadrato di sezione trasversale , d'uHa ^piantità uguale 
alla eua lunghezza primitiva , ossia il peso del modulò d' eia- 
stiòdi per questo caso , sarebbe espresso da 

^.160 Sso ... 

, ■ .k := ^ =:: 20 000 000 000 cbUoinr. : 

o,a(o,oa)'.OyOi o^oooooooio ° 

3 peto neceamrio per produrre lo stesso allungaménto in una 
verga d'un niilimetro quadrato di sezione sarà la mìUionesima 
parte di qudo j cioè aoooo eh. , e quello che non produr- 
rebbe sopra la stessa verga , che un allungamento della dieci- 
Bùlenma parte della sua lunghezza sarà di a chil., come Tab- 
biamo sopra indicato. 

53. Alcune sperienze di Pictet {BibUoth. Britann. mars r8i6) 
«dia c o mpr e ssone longitudinale di spranglie di- ferro , mentre 
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coafermano jche . anche i raccorciamenti prodotti da questa pres- 
sione sono proporzionali alle. forze comprimenti, come gli al- 
lungamenti - lo. sono alle ^Toirze.di trazione ,^ hanno (atto vedere 
che cessata la Gon^presaione , dabbene ^1 di ^ua del limite di 
un'alterazione pennanente^ si. richiede iin oeirto tempo perche le 
sprmighe. raccorciate ritornino afiatto, alla lunghezza pcimttàva; 
e Io Sttesso |irobahilmente accadrebbe neU^aQuoganiento. prodotto 
dal|a fazione. Anche il sig, Baudrimont,b<^ osservato che il dia-» 
ipetro.dei fili nj^etalUci tratti alla filiera ^.ji aumentava dopo 
alqin tempo per la lenta restituzione deUe loro molecole alla 
situ^ione di^ cui la compressone sofferta nella filiera le avaa 
scostate indipendentemente da un -cangiamento stabile 4i forma. 
Ma più estese e precise a questo riguardo sono le speriate 
di W. Weber pMbbUcate nel {giornale scienl^fioq. di Guottinga, e 
negli AnnaU di Poggendorff,. i835^ e a, 4u^i idyie4eiDa.)iingo le 
sue ricerche sull'elasticità. dei, fili di s^ta. Egli, b^.tfpyato di« 
oltre l'allungamento, prodotto, istantaneamente in, un. fi)o^ Mastico 
dall'aj^cazione d'una fprza di trazione ,-baTyi reahgei^e un 
allungamento ulteriore che si- aumenta , a misura, dbe cok^nua 
la trazione , prima rapidamente y poi sempre j^ù lentamente 
finché, e^ogiupga al suo limate sensibile :i e i^ pure ^wando 
si fa cessar la trazione, si disnrugge bensì istantaneamente «na 
porzione 4eIl^allungamento da quella {MrodottOy.ma un'altra por- 
zione, non ne vanisce che di^po un certo tempo, e collo stesso 
successivo rallentamento. E il sig. Gauss comunicò a Weber una 
legge che soddisfa prossimamente alle sperianze del jutd^ncio , 
sul progressivo rallentamento di questa porzione di . allunga- 
mento per la trazione , o di raccorciamento. successigli dopo, la 
cessazione della trazione. Questa legge conriste in .cfa%,.il residiio 
di allungamento o raccorciamento che resta ancora a farsi , io 
un istante qualunque dopo quello dell'applicazione ^o dell'an- 
nullamento della trazione é inversamente pippprzionale al 
tempo che è trascorso sino a quest' istante , partendo da un 
altro istante , U quale dee determinarsi per ciascun filo dalla 
sperienza , unitamente al coefficiente, di quella proporzionalità. 
Questa circostanza ha luogo più o meno sensibilmente nei di- 
versi corpi elastici ^ ed è particolarmente molto notabile relati- 
vamente ai corpi elastici organici , come il legno , i capelli ecc.. 



€ ad essa sì può attribuire in parte la diniinuùobe successiTa 
deDe vibrasioni dei corpi elastici, per esempio di quelle prodotte 
per tonioiie in un filo teso verticalmente ( indipendenlemetile 
dalla rcsistcnaa che l'aria vi oppone ), pel traslocamento alter- 
nativa del centro d^osciHazione che ne risulta ; e ' dalla diversa 
nudità dei corpi , a tale riguardo, dipende forse la loro attitu- 
dine , più o meno grande a produrre il suono colle lóro vi- 
btanoiiL Dd resto quésta proprietà dei corpi elastici non dice 
coirfbiideni eòDe alteraxioni permanenti che possono essei-e in 
prodoUe da una forxa sufficiente, e che, secondo le spe- 
di Gerstner (n.^ 87 ), sarebbero anche prodotte ih mag- 
gior o minor grado ne' metalli da qualunque forta , a cui essi 
noB siano stati prima sottoposti. 

54. D e termin ata poi la legge dell'allungamento , e del rac- 
coidnaenfto -d*un corpo elastico per la tensione, e perla pres- 
9 t>d andie stabilita -solo ipoteticamente questa leg^e o 
sua cottdiiione, se ne possono dedurre inateniaticamente 
le cotegncme the ne dipendono relatìvamente ai cangiamene 
di fimay die un corpo dee subire da fone estranee applicate 
ai medesimo in diverse maniere. 

I matematici si sonò • in particolare occupati deHa natura 
ddk corta , Ae im filo elastico naturafanente rettilineo dee 
presentare quando è piegato da forte estrànee -applicate alle 
sae estremità ; hanno determinate le - proprietà geometriche 
particolaii di questa curva ^ che é trascendentale, é le ban 
dato il nome di curva dasdcai Si è andie cercalo , partendo 
dalle stesse Iq^ , la nianiera secondo cui Una s)[nranga letti- 
linea o curvilinea di còrpo elastico, dee piegarsi pel proprio 
peso , e per una fona estranea applicata net mexto della sua 
iunghezza ecc. Queste ricerdie sono curiose per le applicazioni 
matcnuitiche die esse presentano , e possono esser vantaggiose 
aB' archiftettnra , ed alle arti ; ma appuiito perché fondate so- 
pra quelle leggi considerate come ipotetidie , cosicché i ragio- 
namenti non cesserebbero d' esser giusti quand' anche le leggi 
slesse , epperciò le lor conseguenze non avessei*ò luogo in na- 
tura , escono dal dominio della Fisica propriamente detta , e 
Hentrano in qudlo della Meccanica. Basta alla prima di queste 
ficienae , pel suo scopo , di verificare colla spericnza quale tra 
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le varie leggi ipolèticbe die si possono stabilii é rìgttardo all'ak 
lungamento e al raòcorctamento de' corpi elastici abbia sensibil- 
meate luogo ne' còrpi elastici della aatura, in dipendenza deBe 
Iòne che animano le molecole di coi 'sono composti , e questo 
appunto aU>iam &{tto ^ui sopra dietro alle sperienze di S'gra- 
vesande e di altri. Debbo però rifierire almieno i rìsuhatì die si sono 
ottenuti con que' calcoli , relatinunente alla flessione delle lamine, 
e verghe elastiche , coirindicazione dm prindpii che si sono se- 
guiti nefi'applicasione della legge dell'elasticità dei fili per tra- 
zione alla resistenza di questi coirpi a tale flessione ; risultati 
che si sono trovati sennbilmente coDfohni aUa sperienza , e 
die reciprocamente y secondo ^ì stessr princ^ , possono ser- 
vire alla determinaiione delia redstenza dei corpi alla tra- 
uone longitudUnale , coaaié già 1' abbiamo accennato ( n*^ 5a ) , 
per mesco di sperìenze fatte sulla flessione delle verghe; 
tanto piÀ che questi risultati si eollegano poi anche coHa teoria 
del mota di vibrazione «-ddle stesse vek^e , £ cui dovremo 
parlare a suo luogo. ' Approfitteremo per tal Oggetto principal- 
mente dell'esposizione che il rig. Poisson tà di tali risukad , e 
dei calcoli su cui sono fondati nella nuova edizione del suo 
Trattato di Meccanica pubblicata nel i833. 

55. Si chiama lamina eiasiica un parallelepipedo rettangolo di 
un piecolo spessore che si curva nella sua lunghezza , eosicdiè 
ti suo vilume si trova comjHreso tra due superficie cilindriche , 
di cui fjà spìgoli , ossia linee generatrici , sono uguali alla sua 
larghezza. Questa dimensione pu& avere una grandezza qualun- 
que ; dividendola per mezzo di piani molto approssimali e per- 
pendicolari alla sua direzione, la lamina sarà spartita in verghe 
elastiche rettangolari. Giacomo Bemoulli ha determinato il primo 
la figura della lamina elastica in equilibrio , per mezzo delle 
seguenti riflessioni. 

Consideriamo una lamina elastica incastrata ad una delle 
sue estremità , cioè fermata in maniera che l'uno de' due pic- 
coli rettangoli che la terminano perpendicolarmente alla sua 
lunghezza non possa prendere alcun movimento. Supponiamo 
che venga essa piegata nella sua lunghezza per mezzo d' mia 
forza apiìlicata all' altra sua esttomità , e che sarà la sola 
che agisca sulla lamina. IVichc questa prenda una figura cilia- 
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drica, come or ora si é detto, converrà che essa sia terminata 
aUa sua estremità libera, da un rettangolo inflessibile, nel mezzo 
di ciu si appliSeberà la fona data in un pianò perpendicolare 
alla lÓD^ena ddla lamina. Tutte le sezioni longitudinali ossia 
perpendicolari a questa larj^ezza saranno uguali : una di estc 
é rappresentata neUa fig. 5 , e le curve ABj A'ff sono le se- 
àoBi delle due superficie cilindricke della l|imina , die ne for- 
mano le due {accie piane nel suo stato naturale. Si suppone 
che tutti i punti che appartenevano neUo stato naturale ad una 
stessa perpendio^re a queste due facde sono ancora situati , 
dopo die la lamina è stata piegata , si^nra una stessa normale 
alle due superficie dlindtichey il che é infatti conforme a ciò 
che si osserva nd suo canyamcpto di figura* Me risulta che se 
MM' i una normde alla curva A MB 9 essa sarà pur anche 
perpendicolare ad A'M' B\ e conterrà cosi tutd i punti della 
lamina che erano prìniitivamente situati sopra una delle per- 
pendicolari all^ due sue fiicde , eosìccbé se la curva CND 
l appr e se nta uno dei filetti longitudinali della lamina nel suo staio 
iiatmralc^ questo filetto taglierà ad angolo retto in jAT la nor- 
male MM\ Sia I» un puqto della curva AMB infinitamente 
vicino ad M\ condiiciamo )a normale mnwS die tre linee 
AMB , CND j dM*B ^ che le tagli in m , n , 1»' ; i prolun- 
punenti di MtiM\ ed mnm',, si incontreranno in un punto O, 
che sarà il centro comune di curvatura di queste tre curve nel 
loogo che si considera. Chiamiamo ^ il raggio di curvatura del 
filetto mcdio^ cioè ugualmente lontano da AMB^ e da A^M' Br\ 
questo filetto é rappresentato nella figura da a i , ed il 
^uo raggio, di curvatura ^ da Op o Oq ; sia 9 la parie 
^q di questo filetto compresa tra le due nonndi MNM' e 
mnm'\ u la distanza pN o ^n del filetto qualunque CND d 
filetto medio, e a* la lunghezza di Nn\ considerando questa 
distanu u come poutiva o come negativa secondo che CND 
li trova rdativamente d filetto medio dalla paite della con- 
vessità AMB della lam'ma come nella figura, o dalla pai te della 
uia concavità A'M'B* , il raggio di curvatura iVO di CND 
sarà ugnale a ^ -4- m , e le lunghezze infinitamente piccole a' 
e 9 saranno tra loro come f -4-i« e p y onde si avrà 



112 

P P 



a'' 



I fitetti lougituiduiali neU' iDcurvarsl avranno «abite piccolissime 
estensioni o contraxioDi diverse gli uni dagli altri., e le lu»- 
gheiie a' e a che erano prina uguali saranno divenute disu- 
guali. Chiamiamo y la loro lunf^eiiii priaùtiva, e faecianno 

* ' ■ * ■ » 

■ ■ 

} e S' essendo piccoiissìnie firaùont gotttive o oegativei-seccMido che 
il filetto medio, ed il filetto CND A saranno allungati o rac-^ 

cordati. La frazione — è anche supposta piccolissima; se.dun* 

quc si trascura il prodotto di i per ~ si avrà )'=} -4- ~ , 

' P P 

poiché a ciò si ridurrà allora Tequazione 

(j' = (yn-f.ij, ossia y(lH-y)=y(iH-J)li^«\^ 

.0 semplicemente 

il che mostra che quando il filetto medio non avià cangiato di 
lunghezza, cioè quando si avrà S = o, i filetti situali dalla 
parte della convessità saranno tutti allimgatì , e i filetti «ituati 
dalla parte della concavità , per cui u e per conseguenza 

— è quantità negativa, si saranno tutti raccorciati, gli uni e gli 

P 

altri proporzionahnente alla loro distanza u dal filetto medio. 

Ciò posto rendiamo invariabile la forma di ciascuna delle due 
palli della lamina che corrispondono ad AMM'À' e Bmm*B\ 
e che chiameremo per abbreviare H e K j cioè consideriamo 
queste due partì nella loro forma attuale in istato d'equili- 
brio , come corpi per mezzo di cui le forze esteme sì esercitano 
sulle forze molecolari , che le sollecitano V una relativamente 
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aD'akra nel luogo della loro congiunzione. La patte // sarà 
iianobne , come ritenuta dall' incastramento in A A* ^ la parie 
Ktuk tirala verso HjOne sarà ^respinta dalla tendeiua della 
parte mtermedià Mtnm'M' a riprendere i| suo stato naturale 
e a rìdifemrè UDO rstrato -di spescsore tostante 7. U 61etto qaa- 
lofue Nn di questo strato tenderà 4i cMilrarsi o a dilatarsi, 
lecoodorche sarà slato allungato o raccdncnitOy cioè secondo che 
b quantità ^ sarà positiva o negativa ; la part^^A sarà dunque 
tinta nel primo caso , e Spìnta nel secondo , nel luogo di questo 
filetto j da una forza applicala al punto n. Si suppone che questa 
faa i proporncftiale alla quantità SV ^ normale a mitm' come 
se que&to filetto tfn fosse isolato , e conibrmemente a quello 
che abbiamo, veduto accadere in uiia verga tratta longitudinal- 
■eate, secondo respcrienza. Adottando questa ipotesi , rappre- 
senteremo per ai' la forza di cui à tratta riferita all' unità di 
sapcrficic , e conseguentemente per aVKdu y la forza noniiale 
esercitata suirelemento tramenale della superficie di K che Cor- 
lispondc al punto n , e che è im parallelogramma rettangolo 
avente X e du\ jfer suoi lati , a essendo una costante dipen- 
dente dalla materia della lamina , e X la larghezza della la- 
BBaa j cosicché Xdu è Farea di quest'elemento. Se dunque si 
esprìme per a£ lo spessore della lamina , e si rappresenta con 
T la fona totale che tirerà o spingerà K secondo che essa sam 
pontiva o negativa , forza riifultante dalla riunione delle forze 
Mio stesso genere che agiscono su tutti gli elementi simili della 
^OD della lamina, si avt^ 



r^<xX I l'du y 



ialegrale , che preso cosi tra i limiti -i-£ e -p— £ comprende 
tiMo lo spessore Mìa lamina. Meileudo per i\ il suo valore 

}"»- — y ed eseguendo T integrazione, si trova, trascurando un 

f 

tenaiae in cui — entra come (attore, Tzz2tLX£Ì. Oltre questa 

Ama f cadeote ad approssimare K ad H j o jad allontanamelo , 
ToL. L 8 
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le forze esercitate sopra gli stessi elementi \du della superficie 
di K normalmente alle medesime tenderanno a far girare K 
attorno all'asse che passa pel filetto medio , essendo applicate 
ciascuna come ad un braccio di leva ii , i filetti frapposti tra 
K ed H tendendo ad allungarsi da una parte del filetto medio, 
e ad accorciarsi dall' altra ; il momento dì ciascuna di queste 
forze sarà espresso da u.AÌ'\du , e chiamando ia il loro mo- 
mento totale 9 si ayrà pure 



=«^/! 



Vudu 



e si troverà y facendo come sopra t's^^- — , ed eseguendo 

V integrazione tra i linùti indicati ^ fAZZ — r . 

Quindi si vede i .^ Ae la forza 7 che tende a contrarre o dilatare 
uno strato qualunque della lamina é proporzionale all'estensione 
positiva o negativa del filetto medio , e indipendente dalla suacur* 
vatura , cosicché se la forza estema fosse applicata longitudinal- 
mente alla lamina per comprimerla , o per allungarla , senza 
incurvarla , dovrebbe essa essere semplicemente proporzionale 
all'accorciamento od allungamento della lamina , conformemente 
al principio sperimentale da cui siamo partiti. ^/* Che il suo 
momento fA per far girare una porzione della lamina relativa- 
mente all'altra , cioè per far raddrizzare la lamina , quando esu 
è stata incurvata, è al contrario indipendente da questa esten- 
sione e in ragion inversa del raggio di curvatura , in ciascun 
luogo della sua lunghezza. 3.° Che la materia, e la larghezza 
della lamina restando le stesse, il valore di T è proporzionale 
al suo spessore , e quello di /x al cubo di questa dimensione , 
per variazioni date nella lunghezza e nella forma della lamina. 

Quando il filetto medio non ha cangiato di lunghezza , cioè 
quando si ha S=:o , in conseguenza della maniera con cui la 
forza che ritiene la lamina piegata è appUcata alla sua estre- 
mità , si ha T= o ; le forze parallele che tirano o spingono K 
si riducono a due forze uguali e contrarie , ma non diretta- 
mente opposte , le quali per conseguenza non tendono a dare 
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akua moto di traslazione a K , ma di cui il monieulo le- 
iat&vaikieiite all'asse trasversale perpendicolare a queste forze è 
«presso da yL. Questa quantità /a e ciò che si chiama il momento 
ddPcUuiiciià , ed è proporzionale , come già abbiamo detto , 
in ciascun punto, alla curvatura della lamina , cioè in ragion in- 
vasa del raggio di curvatura del suo filetto medio. 

Per focmare ora le equazioni d'equilibrio della lamina, è fa- 
cile vedere in primo luogo che la forza T è costante in tutta 
la lunghezza della lamina , e per conseguenza uguale nello stato 
d'equilìbrio alla componente della forza data , che agisce alla 
sua estremità libera, nella direzione clie la lamina ha a quesl' 
estremità* La dilatazione 9 a cui T è proporzionale sarà au- 
di'essa costante , proporzionale a questa forza , e positiva o 
negativa , secondo che questa ' forza tenderà ad alluugarc od a 
nccorciare i filetti longitudinali , e quando sarà essa stata de- 
terminata coir esperienza sulla lamina incurvata , potrà servite 
a delermtnare il valore della costante a relativa alla materia 
deOa lausimu Infatti rappresentando per ui un peso equivalente 
ilh lòfsa che tira la lamina alla sua estremità libera nella di- 
apocuie della sua lunghezza , cioè alla suddetta componente , 
m questa direzione, delle forze che vi sono applicate, e per co 
l'area di ciascuna sezione trasversale della lamina che qui sopia 
oaaXs, si avrà T=itfzz2aX£}=a<o}, $ essendo restcnsioiie 
osservata prendendo per unità la lunghezza primitiva dellu la- 

■una , d'onde a = — ^ • Ma questa determinazione si fai'à nella 

aanieia più semplice applicando la forza estranea ad una la- 
mina o spranga sospesa verticalmente , tirandola longitudinal- 
mente ( nel qual caso ^ è questa stessa foi*za intiera ) come si 
pratica ordinariamente. 

Ha per determinare la figura della lamina incurvata , nello 
dato d'equilibrio , bisogna considerare il momento della forza 
che tende a far girare la parte K della lamina attorno all'asse 
che passa per ciascun punto della sua lunghezza, ed esprimere 
die la forza applicata all'estremità libera della lamina dee fare 
efuilibrìp a questo momento. Condotti pel punto A nel piano 
del filetto medio due assi rettangolari Ax ed Ay dì cui il primo 
sia tangente alla curva AMB ^ e rappresenti la direzione della 



ii6 

lainiua nel suo stato naturale , e il secondo sia rivolto neHa 
diresione della sua concavita , siano x ed y le coordinate ri- 
ferite a questi due assi, d'un punto qualunque del filetto medio, 
come p'fH e b qadle della sua estrenutà libera, cioè del punto 
ò della figura che noi prenderemo pel punto d'applicaiione della 
forza data che tiene la lamina in equilibrio; P, Q le compo- 
nenti di questa forca secondo i prolungamenti di a e ò . Conà- 

. derando, come sopra, un asse perpendicolare al piano della fi- 

• gura nel punto a cui appartengono le coordinate x ed jTj ed 
una sezione pei^pendìcolare al filetto medio, che passi per questo 
stesso punto, si richiederà per l'eqiùlibrio della parte della lamina 
compresa tra questa sezione , e l'estremità libera , che il mo- 
mento fA aggiunto ai momenti delle forze P e Q relativamente allo 
stesso asse dia una sonuna uguale a o , avuto riguardo alle di- 
rezioni in cui queste forze tendono a far girare questa parte 

■della lamina. Si troverà cosi ^^.p(6— .^) — Q[a — x)szo. 
Sostituendo nel valore di fi sopra determinato, in vece del ragg^^ 
di curvatura /b , la sua espressione generale conosciuta quale si 
ha prendendo x per variabile indipendente ossia dx per difts- 

.reoziale costante, sostituendo quindi questo valore di jk neil' 
equazione or ora trovata , e facendo , per abbreviare , 



jOL\£^=B , 



ne risulterà , per requazione difTerenziale della curva formata 
dalia lamina elastica in equilibrio , 

s 

^ve il radicale di secondo grado, che forma l'ultimo fattore 
del secondo membro è considerato come positivo. Quest'equa- 
zione differenziale essendo del secondo ordine, il suo int^rale 
conterrà due costanti arbitrarie che si determineranno colle 

dy 
condizioni jrzz a , e t— = o quando x=o, cioè per la parte 
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della' lamìùa,' dóve In cturvatura é nulla ; dia prima 

lek ^uali condinom si potrà surrogare ^=o a cagione de]Ia 

fknleua di m eioè del mezzo spessóre della lamina. Facendo 

(poifi Jtzsa j jrssb in quest'integrale, si avrà un'equazione in 

a e à , che ai unirà a quella pure tra a e & che risulterà dalla 

hni^eiii^ data deQa lamina. Si avranno allora le due equazioni 

Bceesnrie per detemunare queste due inaognitcì a e & , e la 

cwva eléutiea propiiamente detta sarà compiutamente detenni- 

Bata« 

56. Se la lanùna invece di essere incastrata è intieramente 
Ubera aDa sua estremità jtj bisognerà, per mantenerla in equi- 
Ebno , apiplicare a quest'estremità una forza di cui le compo- 
■enti siano ugnali e contrarie a P e Q, per impedire il moto 
fi traalaàone della lamina. Supponendo che l'estremità corri- 
spondente del filetto medio sia il punto d'applicazione di questa 
fana, liitognerà di pia che la risultante di P e Q venga a 
pmare per questo punto, cioè che i loro momenti relativamente 
a ^oerto punto si annullino tra loro, affinchè la lamina solleci- 
tati da tutte queste forze esteme non abbia alcun moto di ro- 
tanóncy il che richiederà che si abbia Qa=P.(^ — £), a e b — e 
eisendo le braccia di leva di queste due forze. Quest'equazione 
basterà , senza l' applicazione delle forze contrarie sl P e Q 
quando la lamina sarà ritenuta da un asse fisso che passi per 
quest'estremità del filetto medio^ e sia diretto secondo la sua lar- 
ghezza. Se poi la lamina fosse semplicemente posata sopra un 
piano perpendicolare alla sua lunghezza , bisognerà di più , e 
per equivalente della prima condizione sovra indicata , che il 
fregamento contro al piano , o un'altra forza impedisca la la- 
mina dì sdrucciolarvi sopra. In questo caso in cui la lamina 
non è più incastrata, la direrione del suo piano tangente in A^ 
die era j^x per la lamina incastrata, non sarà più conosciuta; 
se n pone sempre in questo punto A l'origine delle coordinate 
X ed ^ , si avrà ancora jr = £ , o molto prossimamente ^ = o 

quando x=:o; ma non si avrà l'altra equazione ^— =o. La dire- 
zione dell'asse Ax sarà in questo caso quella data della forza P, e 

dx 
all'equarione -j— ^ o si sostituirà , per la dcteruiinazLone delle 
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costanti arbitrane 1' equazione sovra indicata relativa ai mo- 
menti delle foi*ze P e Q , che si potrà ridurre senza errore 
sensibile y a cagione della piccolezza di £ , a Qa^Pb . 

57. Supponiamo, per ritornare al caso in cui la lamina é in- 
castrata ad una delle sue estremità , che si abbia P = o , co- 
sicché la lamina sia piegata da una forza Q perpendicolare alla 
direzione prìmitÌTa, come, per esempio , quando si sospendcjisc 
all'estremità libera della lamina incastrata in direzione orizzon- 
tale un peso dato Q , l'equazione sovra stabilita della cuiTa 
della lamina , si ridurrà a 






B 
Facendo per abbreviare yr=:c>, essa può mettersi sotto la forma 



* dx* 

— — — — > =£Z— '2* : 

• V3 — ' 



( 



■*g)' 



quest^equazione dà, colla sua prima integrazione, sotto la con- 
dizione che -T— = o quando x = o , 



dx 



V'-IB 



= 2ax — oc* , 



d'onde si deduce 



(lax — x*)dx 
dy = ,. — . 

|r4c* — ^iLax — x^ )» 



'À 



»«9 
<)iiest*espretnoiie j a cagione che e é in generale una quantità 

assai coDÀderevole , si può lidurre a 






trascurando (anx — X*)* relatiyamente a 4^^* nel denomina- 
tore; die integrata ci dà 

6c*ysz3ax* — x^ , 
rimettendo il valore di e-, e quindi quello di B , 

per Tcquanone della cnrra. La lamina supponendosi poco sco- 
stata dalla direzione orizzontale , l'ascissa a della sua estremità 
libera potrà prendersi per la sua lunghezza , e V ordinata b 
deOa stessa estremità sarà il suo più grande scostamento. Fa- 
cendo come sopra a£X=tD, l'equazione trovata in x edy ci 
darà per conseguenza in a e 6 , 



aoo 8* b z:z a^ Q ^ ossia 6=? — -4 • 



Ne risulta dunque, che la natura della lamina restando la stessa, 
la quantità b di cui ella si piegherà sarà proporzionale al peso 
Q, ed al cubo della lunghezza a , e in ragione inversa del 
quadrato del suo spessore, e dell'area (o della sua sezione tras- 
versale ; cosicché se la sezione trasversale fosse un . quadrato 
avente as per lato, la flessione, poste le altre cose uguaU, sa- 
rebbe in ragione inversa della 4** potenza di questo lato. 
Se nel valore trovato di fr rà sostituisca per cl(o il suo va- 

lore -^, dato dall'equazione sopra stabilita Dtf=«09$ , e si 



in 



chiami h l'ali ungamento totale ai della lamina prodotto da un 
peso tì che la traesse longitudinalmente , si avrà 

Se si suppom: ftf = Q , il che cangia quest* espressione 

ha^ b a* 

b = — • ossia T ^ — f 

se ne conchiuderà che se uno stesso peso applicato all' estre- 
mità libera d'una lamina elastica agisce successivamente nella 
direzione della sua li^ghezxa , e perpendicolarmente alla 
medesima , l'altra estremità in quest'ultimo caso essendo stabil- 
mente incastrata y l'estensione A e la flessione b , supposte assai 
piccole relativamente alla sua lunghezza a j saranno tra loro 
come i quadrati dello spessore , e della lunghezza della lamina. 
Si vede inoltre che per mezzo di quest'espressione si può de- 
terminare indirettamente h , e quindi Pcstensione i della la- 
mina riferita all'unità di lunghezza coll'osservazione della fles- 
sione b d'una lauiina di data lunghezza e spessore y come sopra 
si è annunziato. E qui dee osservarsi , che queste formole pos- 
sono applicarsi alla depressione prodotta nel mezzo d' una la- 
mina elastica posata sopra due sostegni in dire^one orizzontale, 
e di cui la metà della lunghezza fra i due sostegni sia a y pur- 
clié si prenda pel peso Q la metà soltanto del peso clic pro- 
duce questa depressione , poiché inCatti óascuna metà di questa 
lamina potrà idlora considerarsi come incastrata in direzione 
orizzoBtaler nel punto di mezzo della lunghezza totale, e piegata 
all' insù dalla wietà del peso adoperato, applicata a ciascuna 
delle sue estremità. Se dunque si chiama P questo peso totale 
soslieniilio nel puato di mezso della lamina, a la «emi-lungliezia 
della lamina , e 6 la depressione o freccia dell' abbassamento 
nel ponto di mezzo , si avrà 

a^P _ ha* P 



ttj m, t eà h aTendo le sfesse significasìoni dì sopra, onde se 
$i è offienrato in una lanuna in questo caso la freccia b per 
m peso P j sì avrà 

ha^P a^Pi 

pel peso itf die produrrebbe un allungamento totale ai in 
nna lamina della stessa sezione, e della lunghezza a , ossia che 
prodnrrebbe un allungamento i va questa lamina , prendendo 

per unità la sua luiighezia, e ■ , ■ — pel peso che produr- 
rebbe lo stesso allungamento in 4ina lamina di cui la sezione 
bise l'unità di superficie. Se 2« essenda, come si é supposto, 
lo spe«(Ne della lamina , L fosse la sua larghezza, si avrebbe 

a^Pi 
tizi%iL^ e quindi quest'espressione diverrebbe ■ ; v ^ ; 

e se si finesse ac s £ y essa si cangierehbe in «■ , ^■ - \ e 

(peOa deDa forza che produrrebbe un allungamento uguale 

^a^ P 
aDa Inni^exza primitiva | sarebbe i t pi • Quest' espressione 

si aoctirda con quella di cui Tredgold si è servito per deter- 
minare fl peso del modulò di elasticità , di cui si é parato al 
n.* S% y per mezzo di esperienze sulla flessione nel caso indi- 

cato , àioi ». _,^^ j osservando che in essa / , iv , S , b ^ d 

sono le quantità che qui abbiamo chiamate a , P ^ b j L y E ^ 
58* Fra i casi in cui la lamina è solamente appoggiata per 
una deHe tue estremità contro ad un piano, e non incastrata, 
consideriamo ora quello in particolare, in cui la lamina in si- 
taasìoiie verticale sia posata sopra un piano orizzontale colla 
sua estrenùtà inferiore A^ e sia caricata d^ un peso dato alla 
Ma estremità superiore B. Si può concepire uno stato d'equi- 
librio , in cui la lamina rimanesse rettilinea nella sua lunghezza, 
qualunque fosse il peso di cui fosse caricata ; ma quest'equili- 
brio sarà in generale instabile. Suppouiaino dunque che la la- 
mina si pieghi da una parte qualunque sotto questo carico , 
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incurrandosiy ma d'una piccola quantità, cosicché ninno de' sooi 
punti si allontani molto dalla verticale, e che in tutta la sua 
lunghezza la tangente della curva che essa forma nel suo stato 
d'equilibrio fieiccia un piccolissimo angolo colla verticale. La 
fig. 6 rappresenta diverse forme che ?ssa può offrire in questo 
stato. Prendiamo per assi delle x e delle y la verticale Ax 
in direuone contraria a quella della gravità , e l'orizzontale Ay. 

La quantità -j- sarà , per ipotesi , molto piccola -, e ne trascu- 
reremo il quadrato nell'eqoauone generale sopra stabilita della 
curva elastica. Si avrà inoltre Q=o , poiché la forza che agisce 
all'estremità B é verticale. In virtù dell'equanone Qa^Pb ^ 
che come abbiamo veduto ha luogo in generale quando la la- 
mina non é incastrata, ne seguirà b^o j ed, é chiaro inlatti, 
che l'estremità B non può scostarsi dalla verticale formata dalla 
lamina nel suo stato naturale, e siccome il peso P agirà nella 
direzione da B verso A , bisognerà cangiar il segno ' di questa 
forza nell'equazione generale che la supponeva diretta all'op- 
posto. Cosi quest'equazione diven*à semplicemente 

B ^ __ 
P'da^^ ^' 

che rappresentando , per abbreviare , il valore di R , cioè 



e* 






T7ct<»e* con — .P, prende la forma e». -7^ = — «*r. 

Integrando quest'equazione in maniera da soddisfare alla con- 
dizione che si abbia ^"=0 quando x=o , si avrà successiva- 
mente 

dy nK nx ^ nx 

-r- = . cos — , e r = il sen — , 

dx e e ' •' e . 

« 

K essendo una costante arbitraria die dee esser nulla o picco- 

d '^ 
lissima relativamente a e, poiché y e -7^ sono supposte piccole 
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quantìdi. Quando si avrii K^Oy il che è una delle soluzioni possibili, 
poidiè K è arbitrario y la lamina elastica resterà diritta poiché 
allom jr^^o , e la sua lunghezza AB sarà soltanto alcun poco 
dbninttita per la pressione del peso P. Quando il coefficiente 
K non sarà nullo la lamina si piegherà ; al punto B si avrà 
xzza , e jrcsb^o ; bisognerà dunque che si 'aM>ia j secondo 

h nostra espressione generale di ^ , sen — =o y e per con- 

Mgaena ^=>9 osria assic^ i essendo un numero intiero qua- 

c 



bnqoe ; di tal Sorma dee dunque essere il valore di a , ossia 
A ABi Tale a dire i cari soli posribìli della flessione della 
bniui sono qoelB in cui la distanza a tra un'estremità e Taltra 
del filetto medio soddìsfli a questa condizione. Questa circo- 
ftama restringe pure, ed assoggetto ad una corrispondente con- 
finone il valore di K che prima ri era conriderato come ar- 
bitrario* In&tti se ri chiama l la lunghezza della lamina , la 

Afierenaale dell'arco d'una curva essendo in generale y<2x* -♦• d^\ 
ù avrà nel nostro caso 



=/'K3jrj3^=/'l/,.g.^» 



'f:fW^''' 



dy 
cioè a -T^ il suo valore sopra trovato per la curva 

della lamina ; sviluppando il radicale , e trascurando nello svi- 
ar 
hippamento la 4-* potenza di — e le altre superiori , ed ese- 

guendo quindi l'integrazione tra i limiti indicati , si ottiene 



issi I*T- ì*f, 

\ 4 e» / ' 



i»4 

e mettendo per a il suo yalore secondo la sovrsi stabìCta con- 
dizione , si ha 



1=1 !-♦- T* I' 

V 4 ^ / 



f 



d'onde ai deduce 



^y ic ' • 



Cosi il coefficiente K sarli nullo ( il che accadrà quando i cz:/, 

otsia ! = •«* ) o tale da ioddis&re a questa formola , essendo i 

espresso da i=i ^ is:m j ecc. , senza poter presentare valori 
ìntermedii. Ma questi valori di,i debbono inoltre esser tali da 
non rendere il valore indicato di K immaginano. Quindi i «^ fin- 
die / sarà minore di e ^ cioè di 



I/^ , o«ia di n I A . 



Ui 



Tesprcssione di K essendo immaginaria per qualunque valore 
intiero di i , a comindare da iz i , non si potrà prendere K 
diverso da o ; la lamina non potrà essere piegata dal peso P y 
e la sola supposizione possibile d'equilibrio sarà quella della 
lamina che si mantiene rettilinea , onde questo caso d'equilibrio 
che e Instabile , quando ve ne sono altri possibili , sarà allora 
stabile. 2.^ Se si suppone che l divenga maggiore di e ^ o 
perchè siasi accresciuta la lunghezza della lamina , o perchè 
siasi diminuita la quantità e con accrescere il peso P ^ il va- 
lore di K diverso da zero , e che corrisponde ad i^i comin- 
clerà ad essere reale, e la lamina potrà essere piegata ^ e fare 
equilibrio in questo stato al peso che la comprime. Per vedere 
qual è la natura deirinflessione che corrisponde a questo caso 
supponiamo /=c(i-4-^) , prendendo per F una piccola fra- 
zione , senza che il valore di K non sarebbe più piccolissimo 

relativamente a e , e •— non essendo più una piccola quan- 
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titìi j come sopra abbiamo supposto y la nostra analisi non 
sarebbe pia applicabile ; si avrà allora per f =:i , osna a=c , 

^ f C % ^ 7t ^ 



L'equazione della curva darà dunque 



2 a iy-r=- sen irx 



cfremme die non può divenire xero, se non facendo x=Oy 
7X541 , e non per alcun valore intermedio di j: ; la curva 
non ta^ierà dumpie la verticale tra i due punti ^ e B ^ e non 
presenterà cod die un solo arco y come nd primo caso della 

i 

%vm tpk wogau 3«^ U rapporto » «mtinnando a crescere, se 

e 

esso viene a snperar «, il valore £ ìK che corrisponde ad i =!i 
Aveirk anch'esso reale, e là lamina potrà pi*endere una Ggura 
eversa dàlia precedente. Facendo l^2c{i -t-F') , essendo f 
una piccola fiaxione , avremo per 1=2 , ossia a^2c , 



A=^^K^=^I^P^ 



fonde risulterà 



<x «^---; sensTTX 



JT ' a 



vdore cbe diviene nuOo non solo per x=o , e per xzzia , 

■a ancora per ars: — is ; dunque in questo caso la curva ta- 

l^kiii la verticale nel mezzo di AB , cioè formerà due archi 
imo da una parte , e l'altro dall' altra della verticale, come 
ad secondo caso della figura citata. 4*^ Continuando cosi si 
vede che se / supera alquanto ic , i essendo un numero qua- 
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luaquc intiero , cosicché indicando con (b una piccola frazione, 

si abbia /=ic ( 1-4- <]>) , si potrà prendere a=:ìc, il die darà 



A= — Y9 =T- V * , e r=: r~ lr^. sen — — 



equazione d'una curva che taglierà la retta AB in un numero 
/ -4- I di punti equidistanti, compresi in essi A e B, e formerà 
un numero corrispondente di archi alternativi al di qua e al di 
là della medesima. 

Cosi l'equilibrio potrà aver luogo nei diversi casi che abbiamo 
indicati sia senza curvatura della lamina, sia con una curvatura 
formante due , tre , ecc. archi al di qua e al di là della ver- 
ticale , secondo che — supererà d'alcun poco i mimeri i^ ^ , 

3 y ecc. J\ primo caso; sai^à esso solo possibile quando . / sarà 
minore di e , e non sarà stabile, che in questa supposizioiie. 
S'intende sotto il nome ài forza iPuna mollalo lamina eJattijui, 
supposta verticale per fissare le idee, il più gran peso die essa 
può sostenere in equilibrio stabile , senza plejgarsi. Questo peso 
è determinato dall'equazione c=/, che a cpgipne di 



t/i — 



ossiac*=^w*. -Tp— , CI dà P = , 



d'onde si vede , che tutto il resto rimanendo uguale , la fona 
d' una molla è in ragion inversa del quadrato della sua lun- 
ghezza. Se la molla è un parallelepipedo rettangolo , come fin 
qui abbiamo supposto , si vede pure che se si prova a piegarlo 
relativamente alle diverse sue faccie, la sua forza sarà pro])i»i- 
zionale al quadrato dello spessore perpendicolare alla faccia die 
si vuol piegare , che è quello clic abblaiuo indicato con 1 e . 
Ne risulta pure che a -lunghezza uguale la foiza della molla , 
quando si supponga le sua seziono un quadrato , sarà propor- 
zionale alla 4*' potenza del lato di questo quadralo , poiché cj 
è già. in questo caso , non altrimenti che £^ proporzionale alla 
seconda. puLcnza di qucslo lato. 



1^7 
Qssérrérò qui che la forza d' una molla nel senso indicato 

non segue relativamente alla lunghezza la stessa proporzione 

che quando se ne giudicasse dal peso necessario per abbassarne 

r estremità libera d'una data quantità supponendola incastrata 

all'altra estremità , e in direzione orizzontale ; poiché , secondo 

la formola aoìib^sa} Q sopra stabilita per questo caso, si 

arrebbe 



ÙLCOB^b 



ore' supponendo dato Tabbassamento b^ Q è bensi ancora pro- 
ponioBak ad ms* , ma'é in ragione inversa del cubo della 
kinglieiaa che qui . è rappresentata da a invece del quadrato 
soltanto della lunghezza. 

Qoanlp alla forza assoluta P richiesta per far piegare la 
haiiui verticale , si calcolerà mettendo nell' espressione . sovra 
indicata di P il valore di A che si deduce sia dall'estensione 
k ddla medesima quando si trae longitu£nalmente , sia dalla 
stessa b che vi produrrebbe im peso ts applicato alla 
estremità quando essa è incastrata in direzione orizzontale. 
Ora secondo quello che sopra si é veduto, a cagion di ai^hy 
e as=/ , questi valori sono 

per conseguenza si avrà 



„ w«tf5* -n'Osi 

Reciprocamente si potrà anche dedurre dalla forza P della 
noBa nel senso indicato , questo valore di a. y che sarà 



3^P 
«*o>s* ' 
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e quindi per mezzo delle formole indicate y V estensione h , < 
la flessione b prodotte da un peso tsf , cOQle ciò si può ancbi 
lare immediatamente , dalle due espressioni suddette di P. . 
5g« Le consideraiioni relative aUa lamina, elastica A esten- 
dono facilmente ad una va^ elastica qualunque ; e partico- 
larmente ad una verga rettilinea di grossena uniibrme e é 
natura omogenea, cilindrica o prismatica, di sezione qualunque 
Ma mi dispenserò dall'entrare ne* particolari del calcolo relative 
a questa estensione, che non riguarda più che le ulteriori con- 
scgueoze matematiche dei prìncipii fisici sopra supposti sull'da- 
stìciti; dirò solo che per quest'ultimo caso si trova che le for- 
mole restano le stesse che per la lamina elastica, ossia vetiga 
parallelepipeda | nelle quali però si sia sostituita aUa quan- 

tità e* la quantità — / vtfdu^ ove u è la dktanza ab (fig-j) 

d'un punto qualunque della seùone trasvenale della* vei^ga da 
una linea die passa pel punto a centro di gravità di questa 
sezione e nel piano della medenma peipendicolarmente al pianò 
in cui si dee fare l' inflessione della vei^ ; v la doppia or- 
dinata ed che corrisponde a questa distanza u, appartenente 
alla linea che forma il contomo deUa sezione, onde udv viene 
a rappresentare l'elemento dghc della sezione *, e K^ K' sono 
i valori estremi ae , af dì u ^ a cui dee estendersi l'indicalo 
integrale ; il valore di questo dipende necessariamente dalla 
natura di quella sezione* Si avrà dunque in generale per la 
quantità b di cui una verga dee piegarsi per un peso Q quando 
essa è incastrata orizzontalmente nell'estremità opposta a quella 
a cui si applica questo peso , e pel peso P richiesto per far 
piegare la lamina quando essa ne é caricata alla sua estremità 
superiore , stando appoggiata verticalmente sopra un piano , 



b = J^ , p^L-:i I s^u^dit 



/* ^ ' '^ l* / 
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Se , per esempio , la sezione normale è un quadrato di cui il 
lato sia a £ 9 e si tratd di piegare la molla in guisa che due 



iMle tù^ offMìe laccie divengano superficie cilindriche , si avrà 
KsK'^e 9 %^sz^e y quantità costante , e 



! quindi 






eipfttnoni in cui ricadono quelle sovra trovate per la lamina 
clanica tacendo in queste 0}=(as)*s:4<* 9 come ciò Ita luogo 
nella nostra verga di sezione quadrata. Se là sezione della verga 
fofse un circolo di cui il raggio- fosse K , si avrebbe 



if'sjr, y^yK^—u^\ 



si troverebbe qubdi 



/: 



vu*duss , 

-*' ^ 

onde 






Se «i suppone T area della sezione trasversale uguale nei due 
casi della verga quadrata , e della verga cilindrica circolare , 
roòcchè n abbia ^i*zznK\ si vede che la forza P della molla, 
che ha luogo nel primo caso supera quella che corrisponde al 
secondo nella ragione di ir: 3 (i). 



(1] Si noterà che in tatta questa teoria della fleMÌone delle lamine o 
vcr|he fi è latta attrazione da fonte variabili qualunque che fossero appli« 
caie ai difersi punti deUa loro lunghezza > e perciò anche dalla forza di 
gnrità da cm tutte le loro molecole sono sollecitate, cioè dal peso delle 
Luùe o vet^lit medesime. Non farò qui menzione che d'un risultato par- 
tieoUre che il calcolo dà , relativamente ad una lamina o verga di gros* 
Voi. L Q 
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60. Si sono estese le ricerche teoriche , del genere di qudle 
indicate relative alla lamina elastica, e alla verga eksiicay anche 
alle lastre o piastre elastiche considerate nelle loro tre diinen- 
sioai y partendo sempre dagli stessi prìncipii ; ma i risultai di 
queste ricerche non avendo finqui alcuna ap{dicazione imme- 
diata alle proprietà fisiche dei corpi, ci asterremo dal trattarne. 
Osserveremo però che lo stesso non si può dire del molo vi- 
bratorio di queste lastre , che succede quando , dopo avere 
fatta lor cangiar forma per mexzo di fone estranee , si lasciano 
a loro medesime ; la teoria di queste vibrazioni, non altrimenti 
che quella delle lamine e verghe elastiche, è collegata colla teoria 
de' suoni, e dovremo occuparcene sino ad un certo punto in seguilo 
a quella delle vibrazioni delle corde e membrane tese , e di 
quella delle verghe elastiche , nell' articolo ove tratteremo in 
generale delle vibrazioni de' corpi elastici , e de' suoni che ne 
risultano. 

61. Del resto i calcoli che abbiamo indicati per la determi- 
nazione dell'effetto delle forze applicate ad una lamina elastica 
sono fondati , come abbiamo veduto , sulla supposizione , che 
per ciascun filetto della medesima , la forza con cui esso tende 
a riprendere la sua lunghezza naturale, in ciascun punto, quando 
esso è allungato o raccorciato , sia proporzionale al suo allun- 
gamento , o raccorciamento , come ciò ha luogo sensibilmente, 
secondo la sperienza , nel caso di trazione o pressione longitu- 



sezza uniforaie incastrata ad una delle sue estremità, in direzione orìzzon- 
iale , quando si ha riguardo alla sua gravità. La flessione o abbassamento 

3 
della sua estremità libera, prodotta dal suo proprio peso, è uguale a — dell' 

abbassamento che yi sarebbe prodotto da un peso uguale a quello della 
verga, sospeso a quest'estremità (v. Poisson, Traìté de Mécanique U%f. 3."^ ). 
Quanto alFallungamento o raccorciamento prodotto in una Terga in situa- 
zione verticale , sospesa per la sua estremità superiore , o appoggiata per 
la sua estremità inferiore, dal peso della medesima, è chiaro che esso dea 
•sser la metà di quello che yi produrrebbe un peso uguale che agisse sopra 
di essa longitudinalmente per trazione o per pressione; poiché l'azione del 
peso della verga solle sue diverse sezioni è nulla ad una delle estremità , 
e va crescendo uniformemente sino alfaltra , in cui si esercita per inlicrOv 
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d'ima Terga rettìUaea. Questa condizione, relativamente 
aik liBÙna incuryata da forze ad essa applicate trasveaialmentc, 
H eiprìme anche altrìmentt dicendo che la forza con cui le 
mieoole di uno qualunque dei filetti posti verso la convessità 
Inciono a ravvkinarst , e quelle d' un filetto posto verso la 
coicavkà tendono ad allontanarsi debba essere proporzionale 
é'amgelo di coniingenza della curvatura del filetto medio, cioè 
tl'angcdo che un elemento di questo , nel punto che si con- 
«dera, ta coli' elemento precedente prolungato, angolo che è 
mo medesimo inversamente proporzionale al raggio di curva- 
ttra. Infatti, per la piccolezza che sempre si suppone alla cur- 
vUora, raHontanamento, o ravvicinamento che l'incurvarsi della 
houna produce tra le molecole de' suoi filetti è proporzionale 
i quest'angolo di contingenza, ossia in ragione inversa del raggio 
di curvatura ; e abbiamo veduto (n.^ 55) che realmente l'in- 
dicata suppoùzione ci conduce ad ammettere il momento della 
fona che tiene la lamina incurvata, in ragion inversa del rag- 
p> di curvatura del suo filetto medio. Ora questa supposizione 
non è rigorosa , potendo i diversi filetti , per V azione delle 
moleeole degli uni sopra queUe degli altri, offrire a tal riguardo 
«a legge diversa da quella di un filetto isolato , o che fa paite 
d'una verga rettilinea allungata o raccorciata solo loagitudinal- 
mente* Vedremo però in seguito che anche i risultati a cui 
Poisson fu condotto dalle considerazioni più rigorose , che egli 
ha applicate a quest' oggetto , si accordano sensibilmente con 
quelli fondati sulla condizione qui ammessa. 

B. Deiia torsione dt^JUi o cilindri di materia solida. 

61. Paióamo ora alle leggi relative alla forza di torsione de' 
Gli metallici. Su questo punto abbiamo le sperienzc e i calcoli 
di Coulomb, che se n' è particolarmente occupato ( Mémoires 
de CAcadénue dcs Scitnces de Paris , 178^ ). Queste sperienzc 
coosì^tono nel torcere d'un certo numero digradi uu filo verticale 
metallico, in maniera da far percorrere questo numero di gradi ad 
un ago leg^ro od indice annesso ad un cilindro verticale sospeso 
ad filo (v. fig. 8), e a contare il numero di oscillazioni in un tempo 
dato, che la quest'indice quando il filo essendo abbandonato a se 
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stesso tende a riprendere il suo stato naturale, secondo quello che 
sì è detto nel n.^' 4'j poiché secondo i piincipii della meccanica 
si può da questa rapidità delle osdllazioni dedurre la fona che 
le produce , cioè la fona elastica di torsione del filo , da pa- 
ragonarsi quindi cogli angoli di torsione. Per tale oggetto^ prima 
di indicare i risultati cU queste sperienze di Coulomb dobbiamo 
esporre > seguendo anche qui le traccìe del signor Biot., al- 
cune idee teoriche sopra la maniera di agire , e la legge pro- 
babile di questa forza di torsione e sopra il modo di cal- 
colarla per mezzo delle suddette oscillazioni. Queste ultime con- 
siderazioni divengono qui necessarie come ^un mezzo per la 
determinazione delle leggi di questa forza , sebbene dobbiamo 
poi , come già abbiamo accennato ( n.^ 4^ ) 9 occuparci più 
specialmente in seguito delle oscillazioni de' corpi elastici. 
. 63. Per concepire in primo luogo V effetto della t<Mvione , 
e la maniera con cui un (ilo metallico che V ha subita tende 
a ritornare al suo stato naturale, si osserverà cbe se il cilindro 
rappresentato nella fig. 9 viene a torcersi da una forza estranea 
applicata alla circonferenza della sua base , (utte le molecole 
contenute per esempio nella linea verticale BjÌ saranno traslo- 
cate, in maniera che la molecola M verrà in m, Afa in nii, 
M% in m%j ecc.; ciascuna di queste molecole fa forza per ri- 
tornare sulla linea in cui si trova la molecola che le è imme- 
diatamente superiore , cosicché lo sfono totale del 6I0 per dis- 
torcersi risulta dagli sfoni di tutte le molecole contenute nella 
linea BX j e in tutte le altre linee che si possono concepire nel 
filo metallico di cui si tratta. Supponiamo ora che si raddoppi 
l'angolo di torsione ACX , lo scostamento di ciascun punto 
dalla sua posizione primitiva, cioè la sua distanza alla verticale 
del punto immediatamente superiore diverrà doppia. Ora secondo 
ciò che le sperienze di S'gravesande ed altri ci hanno mostrato 
sulla natura de' corpi elastici, quando le molecole contigue sono 
state scostate d'una piccola quantità le une dalle altre, la loro 
tendenza a riprendere le lor posizioni d'equilibrio è proponio- 
nale alla quantità di cui sono state scostate. Lo sfono adunque 
di ciascun punto m , mi , //t» , ecc. per rimettersi nella verti- 
cale del punto immediatamente superiore diverrà doppio*, e in 
generale la l'orza di torsione che ne risulterà sarà proporzionale 
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anemico totale di torsione AXy per una data lunghezza dìf filo; 

cioè la fona che bisognerà applicare all' estremità d' un. raggio 

ogoale all'unità di lunghezza per fare equilibrio a questa- tor- 

tiDiie sarà espressa da n^, A* essendo l'arco di torsione , ed n 

la fÌMrsa che bisognerebbe applicare all' estremità dello stesso 

raggio quando l'arco di torsione fosse uguale all' unità di lun- 

^lesxa* Se sì volesse prendere per unità degli archi il grado , si 

o^serrerà che chiamando X*^ il numero di gradi corrispondente 

all'arco JT, e ir cappresentando al soUto il rapporto del dia«- 

metro alla circonferenza , ossìa la lunghezza della semi-circon«- 

ferensa di un circolo di cui il raggio sia l'unità, si avrà la pro- 

n X^ 
pOTBone i8o0 : JIl <» : : tt : JIT = «^ , onde l' espressione della 

ibcza suddetta diverrà in questo modo ^—^ — . E se si volesse 

ebe questa forza fosse applicata all' estremità d' un vette d'una 
luaghena uguale ad A in vece di esserlo all'estremità del rag- 
gio I y bisognerà ridurla nel rapporto di i ad A ^ in guisa che 

n nX^ 
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Quindi adunque si vede , che la forza di torsione è propor- 
tionale per ciascuna molecola all!arco X^ che le resta in ciascun 
momento a percorrere per giungere alla posizione d'equilibrio. 
Ora è un principio generale di meccanica , che tutti i moti di 
oficillanone prodotti da forze assoggettate ad una simil legge 
godono della proprietà del Uuiiocronismo , cioè cU farsi in tempi 
i^uali ; le oscillazioni adunque che il filo metallico farà nel 
distorcersi quando sarà abbandonato a se stesso saranno tutte 
di ugual durata od isocrone j quantunque la loro ampiezza 
debba andar diminuendo per le resistenze che vi si oppongono, 
e che finalmente distru^ono questo moto di oscillazione. E se 
si chianui M la massa d'un corpo sospesa al filo , e conside- 
rata come riunita in un solo punto , R la sua distanza costante 
all'asse del filo ^ e T W tempo di una di queste oscillazioni ,. 

ù ha per una formola di meccanica , che noi dobbiamo qui 

I 

supporre nota e dimostrata, Tsznl j . Le molecole del 
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corpo sospeso al filò Mn «duo realmente liunite in un solo 

punto ) ma una suml fminola avendo luogo per tutte le mole- 
cole, sebbene con valorì assoluti diversi, si dimostra, coìprin- 
cipii ddk meccanica relativi a simili casi , che i ponti che a- 
Trebberò da lor soli maggioir celerità accelerando il moto degli 
altri , e questi ritardando alquanto i primi, il moto del corpo 
è lo stesso , che se tutta la sua massa M fosse concentrata in 
un solo punto di cui il quadrato della distanza all'asse del filo 

f r*dm 
tosse ' jz — , ( dm essendo un elemento qualunque della 

massa, di cui la distanza all'asse sia r, e il segno / indicando 

l'integrale della quantità r^éfni esteso a tutta la massa ), ossia per 

Ir* dm 
cui sì avesse /?*=:■■ ■ ; in gtnsa die sostituendo questo valore 

invece di R* nella formola sopra riferita, il tempo 3r d'una oscilla- 



I h^dm\ 
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zione sarà Tz^ì-kV ) . La quantità Ir^dm si ottiene colle 

regole del calcolo integrale quando si conosce la forma del corpo 
sospeso ', essa è ciò che si chiama il suo momento d^ inerzia 
relativamente all' asse da cui si contano le distanze r. Entrerò 
qui ( ad uso di quelli fra i lettori , a cui non fossero fami- 
gliari queste applicazioni ) ne' particolari del calcolo relativo al 
caso della fig. 8 , nel quale il corpo é un cilindro circolare di 
cui r asse é verticale , e coincide col prolungamento del filo . 
Cbianùamo M la massa del cilindro, ed a il raggio della sua 
circonferenza. Facendo passare per l'asse di questo cilindro due 
piani formanti tra loro un angolo infimtamente piccolo dxy e 
tiigliandoli con un terzo piano condotto orizzontalmente all'altezza 
d'un punto qualunque che vi si voglia considerare, si formerà nel!' 
interno del cilindro un settore circolare ACB , Prendendo sopra 
CA una distanza qualunque CM espressa da r , ed un'altra 
infinitamente poco diversa da quella, C M' che sarà r'^dr^ e 
descrivendo con questi due raggi gli archi MNy M' N\ il qua* 
di'ilatero MN N' M* considerato come rettilineo avrà per super- 
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frJe il prodotto X\ MM' ossia dr per MN ovycro rdx^ cioè 
tari espresso da rdrdxj e potremo prendere per elemento solido 
del cilindro il piccolo parallelepipedo elevato sopra questa base, 
e di cui Fahena sia PM^dzj il che darà dmzrrdrdzdx. 

Sostituendo dunque questo valore ìn/r^dm siavrà Ir^drdzdx^ 

espressone da integrarsi rebtivamente alle tre variabili r, 

s , X. Llntegrazione che si riferisce ad r dà il Ceittore 4 r4 , e 

4 

quest'integrale dee estendersi per tutta la grossezza del cilindro, 
epperciò da r=o ad r=a ; si avrà dunque primieramente 

J r^dm'= -r- j dzdx. L'integrale relativo a z dovrà pren- 
derà per tutta l'altezza del cilindro che supporremo =/r ; esso 
darà dunque il Ceittore h^ nel valore dìjr*dm. Finalmente Tin- 

tegrale relativo ad x dee esser preso in.tutto il contomo della 
circonferenza, cioè da xzzo sino ad x = a7r. Verrà dunque 

rappresentata dal suo volume , si ha Mzzina^h ; dunque defi- 

nitiTamente jr*dm -zz . Pec conseguenza si ha allora 

■ 
1 . Questo appunto è il caso delle sperienze di 

Coulomb, che dobbiamo fra breve esaminare. 

Per ridurre questa formola in numeri bisogna conoscere la 

costante i» » che conviene particolarmente al filo di cui si fa 

uso ; si dovrà dunque determinare questa costante con una prima 

speiienza, osservando il tempo T delle oscillazioni d'una massa co- 

I 

) ' 

64* P^ l'uso più comodo ed immediato di queste formoìc, 
poiché la maniera più semplice che abbiamo di paragonare le 
è quella di pesarle , e bene introdurvi i pesi de' corpi 



r* dm = . Ora chiamando M la massa del cilindro , 

2 . . 
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in vece delk masse ilf, per tcef^iere qiuftdi runità di peso che 

si vorrà. Per questo chiamiamo g la forza acceleratrìce della 

gravità , imsurata daUa celerità totale che essa imprimerebbe 

ad un punto materiale sopra cui agisse per un'unità di tempo; 

allora gM sarà il peso della massa M j e indicandolo con P 

P 
si avrà Pz^gMj ossia Mziz-^ . Sostituendo questa espressione 

in vece di M nelle formolc precedenti , esso divengono 



\ag/»/ r ^« 
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n valore di g è conosciuto dalla Meccanica ; esso é in metri 
9,8088; in piedi di Parigi 30,196; in pollici 36a,35a; in linee 
4348,3349 prendendo per unità di tempo il secondo sessagesi* 
male. Si impiegherà adunque quello di questi valori che cor- 
risponderà all'unità di lunghezza in cui si sarà espresso il ragj^o a. 
65* Queste formole teoriche essendo cosi stabiUte passiamo ad 
applicarle alle sperìenze di Coulomb. Esse (urono fatte con £li 
d'ottone e di ferro tratti alla filiera, e a cui sospendeva ci- 
lindri verticali di 19 linee di diametro. La lunghezza de' fili 
era in genecale di 9 pollici , e la grossezza varia. La prima e 
la più generale osservazione che queste sperìenze ci presentano 
è che al dissotto d'un certo limite di torsione, in cui il filo non 
ritornava più alla sua forma primitiva, le oscillazioni erano per- 
fettamente isocrone, d'onde segue, secondo le idee teoriche che 
albbiamo premesse , che la forza con cui le molecole scostate 
dalla lor naturale posizione dalla torsione tendono a ritornai \i 
è proporzionale alla torsione medesima, ossia all'angolo che la 
juisura f epperò al loro stesso scostamento , legge affatto ana- 
loga a quella che abbiamo veduto risultare dalle sperienze di 
S'gravesandc sull'allungamento de' Gli metallici per la trazione 
longitudinale , e che già avevamo preveduto dover adattarsi 
pur anche alla torsione. Quanto agli altri risultati particolari dì 
queste sperienze , li riferiremo a un certo numero di punti , 
*€ non daremo relativamente a ciascun risultato , per maggior 
brevità , che le particolarità delle sperienze principali sulle quali 
può essere stabilito. 
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68. n primo risultato é che la quantità n è costante per 
limrnn filo, qualunque sia il peso P del cilindro che vi é so- 
speso, come altronde ciò i conforme alle nostre idee teoriche. 
Poche ipiesta costanza di n abbia luogo , bisogna che impie- 
gando successivamente masse cilindriche di lunghezza diversa ^ 
ma dà cui il raggio a sia sempi« il medesimo , i quadrati de' 

tempi delle oscillazioni siano proporzionali a queste masse, uf- 

p 
finché il rapporto •=^, che è allora il solo elemento variabile nell' 

espressione di n, non cangi di valore. Bisogna, per esempio, clie 
i tempi siano doj^i quando i pesi sono quadrupli. Questo in- 
finti si verifica nelle sperìenzé di Coulomb, nelle quaL pel mede- 
àBK> filo si sono impiegati pesi d'una mezza libbra , e di due 
fiUnre, di où il secondo é quadruplo del primo. Cosi per un 
fio di ferro indicato col n.^ la il tempo di 20 oscillazioni è 
stato di Ilo'' nel primo caso, e dì 242" nel secondo, numeri 
die fono tra loro molto prossimamente come r a 1. Per un 
albo filo di ferro più grosso , indicato col n.® 7 i tempi ana- 
loga ne* due casi sono stati 4^" e 85'', numeri de' quali il 
secondo è ancora molto prossimamente doppio del primo. Questa 
fostanin della quantità n in un medesimo filo, a cui si sospen- 
dono successivamente diversi pesi, ci mostra che la trazione eserci- 
Irta sulle molecole neUa direzione della lungliezza del filo non 
ahera sensiUfanente la reazione di torsione , con cui esse ten- 
dono a ritornare alla loro situazione di equilibrio verticale 
che ciascun peso traente ha loro data. Tuttavia ciò dee avere 
un limite , e inatti Coulomb ha trovato clie aumentando di 
sncdto il peso del cilindro , si osserva finalmente una diminu- 
xione nel valore del coefficiente n , vale a dire che la reazione 
di torsione del filo s'indebolisce. Ma probabilmente questo non 
lui hiogo se non quando il peso è abbastanza grande per al- 
terare stabilmente la lunghezza e il diametro del filo. 

£7. Tediamo ora in secondo luogo quali siano le leggi che 
segue il valore di 91 nelle sperienze di Coulomb , secondo la 
Batora del filo , la sua lunghezza e la sua grossezza , serven- 

deci della Ibrmola n= — w- . Quanto alle lunghezze citeremo 

dUse speriense fatte con un filo d*ottope lu** 7 , di due lunghezze 
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elle erano tia loro eome i a 4 i'Cìòè di 9 é dì 36 pcdlici.' Il 
peso del cy^adro era lo stesso ed uguale a 2 libbre. I tempi 
impiegati a far ao oscillazioni furono 110'' per la prima lun- 
ghezza di filo, e 1^1** per là seconda j vale a dire come 1 a 2, 
ossia in ragione delle ràdici quadrate delle Itiinghezze , d' onde 
segue j secondo la formola citata, che i valori di n pel mede- 
simo filo debbono essere in ragion inversa di queste lunghezze; 
molte altre prove che Coulomb ha tentate hanno confermato 
questo risultato. Là forza di torsione d'un Ì\o di dato diametro 
per un angolo di torsióne uguale é dunque tanto più piccola 
quanto è più grande la lunghezza del filo ; né ciò dee parere 
strano , poiché la torsione reale é in questo caso essa medesima 
necessariamente tanto minore pel filò più lungo*, si può inBeitti, 
per esempio,. un filo di doppia lunghezza considerare come 
formato da due fili di cui ciascuno, supponendo lo scostamento 
delle molecole proporzionale alla loro distanza dal puntò iì 
sospensione, non ha che la metà dell!angolo di torsione osservai* 
all'estremità del filo totale, dovendosi l'angolo di torsione deUa 
seconda paite del filo riferire alla posizione delle ultime mo^ 
lecole della prima. 

68. Supponendo quindi le lunghezze uguali, ma le grossezze 
diverse , si trova che i tempi delle oscillazioni sono in ragion 
inversa dei pesi de' fili , supposti della medesima sostanxa. Pren^ 
deremo per esempio tre esperienze fatte con fili di ferro , sotto 
una tensione di 2 libbre; essi sono indicati coi n.' 12, 7, ed 1, 
e il loro peso per una lunghezza di 6 piedi era di 5 , 149 e 
56 grani. I tempi impiegati per 20 oscillazioni furono 242" , 
85", e 23'. Ora se i tempi T sono in ragione inversa de' pesi 
de' fili per una lunghezza di 6 piedi , epperciò per una lun- 
ghezza uguale qualunque, il prodotto di questi pesi per T dee 
esser uguale. Effettuando questo prodotto pe' tre fili si trova 
pel n.® 12 il numero 1210 , pel n.** 7 il numero 1190 , e pel 
n.° 1 il numero 1288. Questi numeri si approssimano molto, 
come si vede , all' uguaglianza , e le loro differenze possono 
senza difficoltà attribuirsi agli errori delle osservazioni. I tempi 
delle oscillazioni sono adunque , come abbiamo annunziato , in 
ragion inversa de' pesi de* fili a lunghezza uguale. Ma questi 
pesi sono essi medesimi proporzionali ai quadrati de' diametri 
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de' fili i i temfA deOe oscillazioni sono adunque in ragion inversa 
(E questi quadrati, e siccome la costante n, secondo la formola, . 
i io ra^ne inversa de' quadrati de' teiiq>i , essa sarà dunque 
proporzionale alla quarta potenza de' diametri de' fili , e per 
coos^uenza al quadrato delle aree delle sezioni trasversali de' 
nedesinìL 

69. Posti questi risultati suIl'iDfluenza della lunghezza, e della 
groisezza del filo sopra il valore' di n per un filo di materia 
data, postiamo calcolare quale sarel]rbe il valore di n per una 
hmgliezia e diametro qualunque , e in particolare per una lun- 
(jhasa e diametro uguali all' unità di lunghezza , in un dato 
metallo per cui si abbiano sperienze di questo genere , e con- 
àderare cosi la forza di torsione de' diyersi metalli ridotti a 
dreostanze uguali , ossia la rigidezza naturale di questi metalli. 
Inlitti chiamando D il diametro d'un filo qualunque, L la sua 
fcinghciza , si avrà generalmente, secondo quello che abbiamo 

vadoto USL—— , /a essendo un coeflkaénte costatate che si ri- 

èact ad fi cpiando Z>=i, Zrs 1 , e che misura per conseguenza 
questa rigidezza sotto l'unità di lunghezza e di diametro. Si 
otserrerà che se si sostitubce quest'espressione di n in quella 
«ma stabilita della forza necessaria per torcere un .filo di *, 

ifplicaiidola ad una leva di lunghezza A , cioè ■ ^ , essa 

iSferrà -^ — r-=r • cosicché chiamando questa forza F A avrebbe 
100. LR ' ^ 

per r espressione del suo momento FRzz — g — -— ; questo 

i il momento di forza richiesto per torcere di JC<' un filo di 
lun^^iezza X, di diametro Z>, e di cui la rigidezza sia espressa 
da ffc. Reciprocamente se si indica con E questo momento si 

avrà -7- = jfT pei* l'espressione dell'angolo di torsione pro- 
dotto da un dato momento in questo filo. Dall'indicata espres- 
sione di n in funzione di fi, Z? ed £ si può dedurre quella di 
fi , ossia della rigidezza del metallo in funzione di n , e delle 

fiL 
stesse quantità D , L \ cioè /x = yr--. Con questa espressione 
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quando sì sarà determinato n per esperienia in un filo di ctn 
siano date la lunghezza e la grossezza, si potrà calcolare il 
▼alore di fi relativamente alla specie di metallo di cui il filo è 
composto. Applichiamo questo calcolo alla sperienza di cui ci 
siamo già serviti j sul filo di ferro n.^ 12, teso da un cilindro 
verticale del peso di 2 libbre di Francia di cui il raggio è di 

g — linee , e di cui 20 oscillazioni si fanno in 34^" ; e per 

questo calcoliamo prima il valore assoluto di n per questo filo, 
in vece che finqui ci namo contentati di semplici rapporti a 

questo riguardo. Adoperando qui la formola ns =^, nella 

quale si prenda per unità di peso la libbra, il che da Psa, 
per uuità di lunghezza la linea, e quindi a=9,5 , per unità 

di tempo il secondo sessagesimale, e cosi Tsz— — = i^^iy 
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impiegando anche per g il valore in linee che é 4M^j^ j 

ed osservando che si ha ^=:3,i4i5q. si troverà its= — j — -. 

' ^ ^' 714,7 

Vale a dire , supponendo che l'arco di torsione di questo filo, 

misurato sopra un circolo d'una linea di raggio, fosse uguale ad 

una linea di lunghezza, bisognerebbe, per tenerlo in equilibrio, 

impiegare un peso di circa — 7 di libbra che agisse perpen- 

dicolarmente , ed orizzontalmente sull'estremità d'un braccio di 
leva d' una linea di lunghezza. E se si volesse torcere questo 
medesimo filo dì X^ con una forza che vi agbse per mezzo 
d'un vette di lunghezza R , si dovrebbe per conseguenza ap- 
plicare perpendicolarmente all'estremità di questo una forza 

nn X^ TT . X^ 
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Se, per esempio , A<>=3 36o® , ed Rzzi^ linee, questa forza 

, 2.3,i4i59 I libb. 1 . , 1. 

sarà = ^ , ossia 4 ...^ , che eqmvale a un dipresso a 

713.12 ' i366 ' ^ *^ 

6 — grani *, tale è dunque il peso che converrebbe (are agire 






papeidicolanneiite all'eitreuiita d'un vette di i a linee per tor- 
cere questo filo d^uua circonfcrcDza intiera. CoDOScendo ora il 
valore di n per questo filo di cui è nota pur aocbe la lun- 
gbesa Lj non si tratta più che di sapere il suo diametro Dj 

per poter calcolare il valore di jjl colla formola fAszn.-j-- . 

Ori si ottiene facilmente questo diametro quando si conosce il 
peso del filo sotto una lunghezza data, e il peso specifico della 
WHtinia ; cosi partendo dai dati che il filo di ferro di cui si 
tratta pesava 5 grani per 6 piedi di lunghezza , e che il piede 
cntnco di ferro pesa circa 54o libbre di Francia , si trova che 

il diametro di questo filo dovea essere di circa -7 di Unca. La 

liioghena impiegata nelle speiienze di torsione è 9 pollici ossia 
1 08 linee ; si ha cosi 

nL I 108 (iSKioB ^.^ 

'*=PJ =?T5-7Ty = -775— =7646.9 . 

Questo è dunque il valore di /a in libbre di Francia , cioè la 
fon» che bisognerebbe applicare all'estremità d'un vette d'una 
linea di lunghezza per torcere d'un aixo d' una linea di luu- 
un filo di ferro che avesse una linea di lunghezza , ed 
Snen di diametro j supponendo che questo filo potesse 
torcersi cosi senza cangiare stabilmente di forma. Per qualunque 
altro filo poi della stessa natura, ma di cui il diametro sarà Dj 
e la lungheiza L ^ sì avrà 

n =7646,9.-^ • 

Per calcolare similmente la rigidezza de' fili d'ottone ci ser- 
viremo d'una sperienza di Coulomb sopra un filo di questo 
metallo, indicato col n.° la. Questo filo era parimenti teso dal 
peso di a libbre , che avea la forma di cilindro di 9,5 linee 
di raggio ; il tempo in cui questo filo faceva 20 oscillazioni era 

di 44^''9 cpp^rciò la durata di ciascuna osciUazionc — — ossia 
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s^",! • Allbianio dun({&e qiù à:±Qj5 \ P^^ liÙ. , 7*=:aa,i. 
Sfwtitaendo qiietfti numeri nelP espressone generale di it , e 
tlhiamaTMto a' il suo valóre per quésto 'filo d'ottone , tro?ianio 

. - - flibbi' •■■.'■■. ' ■ 

n' = ^^ * • Questo valore di it' è nÙDtm diqutUo di n che 

conviene al filo di ferro n.^ la, nella projpondone di 3,34 ^^ > t 

la fona necessaria per torieete il nosth> filo d'ottóne di 36o«, 

e die agisse sopra di esso con un vette dS[ ia linee , sarebbe 

adunque anche più pkcola nello stesso rappòrto, cioè Uguale 

• 65 
a 6^^ q~T7 9 ^^^ ^ ^^'^ ^ grani» Si dovreUbe ora. cako- 

lare il diametro Dj partendo da c&e la lunghezsa di 6 piedi 
di questo filo pesava 5 grani , come quella del filo di ferro 
dello stesso numero ; ma siccome il peso specifico dell' ottone 
é poco diverso da quello del ferro, si può supporre che questo 
filo d'ottone avea in conseguenza molto prossimamente lo stesso 

diametro che quel filo di ferro , cioè -^ di linea. Allora il rapr 

poito 3,34 ossia 3 ^ circa è anche quello de'coefficienti /x e /x', 

che convengono al ferro ed all'ottone. Quindi la rigidezza natorale 
dell'ottone fi' espressa dalla forza di torsione d'un filò d'una linea 
di diametro , e d'una linea di lunghezza , per un arco di tor- 
sione d'una linea , e applicata ad un vette pur d'una linea, sarà 

in libbre di Francia ^ - ossia 23 17 libbre circa; e per fili 

3 
di ferro , e d'ottone qualunque di dimensioni e di lunghezze 

uguali, le rigidezze di torsione saranno come 3 r- ad i ; vale a 
dire che torcendo il filo di ferro d'un circolo si avrà la stessa 
reazione dì torsione , che torcendo il filo d'ottone di 3 r- cir- 
coli, supponendo che la loro forma non sia alterata stabilmente 
da una simile torsione *, o altrimenti per archi di torsione uguaU 
la reazione è nel ferro uguale a 3 volte e un terzo quella dell' 
ottone \ e questo stesso rapporto di forza elastica tra i due me- 
talli avrebbe dovuto verìficarsi a un dipresso nei fili di ferro e 
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4'oCtoMy quali CotdoBib f^ì ha adoperati, per quahinque altra 

imiùera con cui se ne fossero scostate le molecole d'una quan- 
tità aguale dalla loro situatone naturale, per esempio, per la 
tmioae longitudinale , sempre al dlssotto del limite del can- 
^ìtoiénto stabile di forma. È però osservabile che il rapporto 
tra k forse elastiche cosi considerate non è lo stesso che quello 
che area luogo tra le coesioni assolute degli stessi metalli, al^ 
laeno quali nsuherehbero dalla loro tenacità , cioè dal peso 
per romperne fili d'un medesimo diametro colla tra- 
gitudinale , poiché il filo di ferro n.® la , come 
Qmiomb ha sperimentato, sì rompeva sotto un peso di 60 
«ode, e queDo d'ottone dello stesso n.^ , sotto un peso di 35 
oocie; il rapporto di questi pesi è di 1,71 ad i, mentre cpiello 
delle fone elastiche di toràonc ha un valore a un dipresso 
doppio. Del resto questi rapporti di rigidezza e di tenacità del 
ferro e dell'ottone, quali risulterebbero dalle sperienze di Cou- 
kmib , e particolarmente queUo della rigidezza , sono notabil- 
mente diversi da quelli che loro sono stati assegnati da altri 
autori , e di cui si é parlato precedentemente. 

70. L'ampiezza delle oscillazioni d'un filo che ha subito una 
tonione al di qua del Umite in cui vi ha cangiamento stabile 
nella sua forma , sebbene queste oscillazioni siano sempre iso- 
crone j conformemente ai nostri principii teorici, va diminuendo, 
come negli altri casi analoghi ( n.® 4^ ) y finché il filo abbia 
ripreso il suo stato d'equilibrio. Coulomb si é assicurato che 
questa diminuzione non è in questo caso sensibilmente dovuta 
alla resistenza dell'aria ; poiché avviluppando i cilindri metallici 
sospesi ai fili con lunghi cilindri di carta dello stesso diametro, 
la diminuzione non é stata notabilmente più rapida , sebbene 
la resistenza dell'aria dovesse allora esser più grande. Questa 
diminuzione progressiva delle ampiezze sembra dunque dipen- 
dere , come già l'ho accennato nei n.^ citato , dalla difficoltà 
che le m(decole del metallo provino a cangiar cosi momenta- 
neamente di posizione le une relativamente alle altre , confort 
fuemente anche alle osservazioni di Weber ( n.<> 5a ), dilficoltà 
che rende la loro elasticità imperfetta , anche al di&sotto del 
limite della trasformazione stabile , se non che potrebbe forse 
p qrlitf in parte attribuirsi al (rcgamentq delle molecole del filo 
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liei punto di sospensione. Comunque sia, Coulomb ha cercato 
ili dcienuinare la legge di questa imperfexione , secondo i dì- 
versi gradi di torsione^ osservando quante oscillazioni si richie- 
dessero perchè Tampiezsa diminuisse di ìop^ partendo da top- 
^oni y e per conseguenza da ampiezze iniziali diverse , ed ha 
trovato cosi che al dissotto d'un angolo di torsione o ampieaa 
iniziale di 4^^ 1^ rapidità della diminuzione cosi determinata 
era molto prossimamente proporzionale a quest'angolo stesso di 
torsione o ampiezza iniziale. Ma al dissopra dell'angolo di tor- 
sione di 4^^ questa legge diveniva inesatta , e la diminuzione 
eia più rapida di quello che questa legge avrebbe ridùettd. 

Un filo d' ottone simile presentò a Coulomb la stessa legge 
di diminuzione nell' ampiezza delle oscillazioni , se non che la 
diminuzione assoluta per le torsioni corrispondenti era men ra- 
pida j il che pare indicare una maggior perfezione nell'elasticità 
dell'ottone che del ferro y quantonque la forza elastica del ferro, 
per un uguale scostamento dtdle molecole sia maggiore che 
quella dell'ottone , come sopra si é veduto. 

71. I risultati precedenti sono l'elativi alla supposizione che 
le paiticcUe metalliche dopo aver terminato le loro oscillanoni 
ritornino alla stessa posizione di riposo in cui si trovavano 
avanti che si torcesse il fila ; ma se si torce il filo al di là 
d'un certo limite questo ristabilimento non ha più luogo , a 
cagione del cangiamento stabile , già più volte accennato , che 
ne derìva nella posizione relativa delle molecole. Allora il cen^ 
tra di reazione y come Coulomb si esprìme, si trova traslocato 
dopo la torsione, cioè lo stato d'equìlibrìo a cui il filo si fissa 
dopo le oscillazioni non si trova più corrispondere al punto di 
prima , ma ad un alti*o distante da quello di più gradi , od 
anche di più circonferenze di circolo. Il Umite al di là di cui 
quest'effetto cominciava a divenir sensibile pe'fili di ferro d.° 12 
e n.^ 7 della lunghezza di 9 pollici era 180^ di torsione ugual- 
mente ; ma pel filo di ferro n.^ i , molto più grosso , questo 
limite era assai più risti'ctto , cioè di soli ^^ , la lunghezza 
essendo sempre di 9 pollici. Pe' fih d'ottone indicati rìspettìva- 
lueute coi medesimi numeri, e di cui la grossezza dovea di£ferii 
poco da quelli di ferro corrispondenti , questo limite era piik 
limoto y cioè di 36o<» pe' nmncrì la e 7 , e 5o^ pel n.^ 1 , 
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CMccU r ottone quantunque meno elastico del ferro per uji' 
ifHile fcostamento di uudecolc , al dissotto del limite della 
tmfimiuizione stabile , La però luia più grande estensione , 
pq* dir cosi y di elasticilay cioè è suscettibile d'uno scostamento 
più grande delie molecole sema clie esse cessino di ritornare 
io fitià dell'elasticità alla loro posizione , in vece di cangiarla 
italiilmcnte. 

CouloHib ha poi anche £kIo alcune speiienae sulle le^ di 
questa tradocaxione del centro di reazione a misura ehe la 
loisiow ipit>gvedtsce olive al limite in cui essa comincia a mani- 
.£*sfanL Cosi nel filo di ferro d.<» i di 6 pollici e 6 linee di 
JaqgbeBa, per una torsione di i8o^ ossìa dHma mezza circon^ 
ierei)sa, la traslocazÈone del centro di reazione si trovò di 8^ , 
in guLia che la distorsione del filo lasciato a se medesimo fu 
di i8o — 8° y ossia i'j:è9 in Tece di iSo^ di cui avrebbe dovuto 
disloroersi per ritornare alla prima situazione. Torcendo di nuovo 
y filo di una circonferenza intiera , a partire dalla nuova sl*- 
tnaùone del centro di rearione y si ebbe una nuova trasloca- 
lione del medesimo di 5o^, cosicché la traslocazione intiera 
per 368^ di torsione fu di 5S^j e la quantità di cui il filo 
tomo verso la posizione d' equilibrio da cui si è partilo in 
^piesta seconda torsione, fu di 36oo— -5o<> , ossia di 3io^, 
« enti molto ptà grande che nella prima torsione per cui si 
partito dalla posinoMe naturale. Continuando sempre a tor- 
il fife j partendo dalle Muyre situarioni successive del cen- 
tro di rearione, e seupiie d'un numero crescente di circonfe- 
renze si pervenne ad una traslocazione totale di questo centro 
di aa circonf. -i- s^S** ; ma la quantità di cui il filo ritornava 
verso la posizione da cui si partiva in ciascuna torsione succes- 
siva andava aumentando , e dopo 1' ultima torsione , die avea 
prodotta la totale traslocazione suddetta, questa quantità si tit>vò 
di onn ciiconferenza incera -»-i2o<>. Coulomb chiama questa 
quantità estauione deilm reazkftie dtl filo dopo ciascuna torsione, 
ed è chiaro infatti die essa indica una mug^or lontananza del 
di acaostautento delle parti dalla situarione naturale in cui 
ri tadvano , al quale comincia una nuova trasposi- 
stabile deUe molecole. Ppirhé dunque questa estensione 
4Ìi rraanne va crescendo a misura che il filo La già subita una 
Voi. I. IO 



torsione stabile più fòrte, otsia una più grande traslocazione d^^ 
suo centro di reazione , ne segue che questa inodiCcazione as^^ 
Aueata l'estensione dell'elasticità del filo -, e ciò è naturale pol^ 
che la posizione primitiva delle molecole del filo non può ess&r 
cosi alterata senza una forte compressione delle medesime, che 
inette il metallo in quello stato particolare di maggior den&itft 
e durezza , di cui si è parlato nel n.° a5 , e che lo fa passare 
dalla qualità d'un corpo duttile a quella d'un corpo fragile , in 
cui finalmente l'estensione di reazione elastica ha luogo sino a 
quel cangiamento nella posizione delle molecole in cui cessa 
ogni adesione, e il corpo si spezza. Ed infatd avendo voluto 
Coulomb continuare a torcere di più circonferenze il filo di cui 
si tratta , già spinto al suddetto grado di torsione stabile, esso 
si spezzò. 

Coulomb ha fatta una simile sperienza sopra un filo d'ottone del 
medesimo numero (epperò a un dipresso della medesima grossezza) 
e della stessa lunghezza, pel quale, come si é detto , il Mmite della 
torsione senza ti'aslocamento del centro di reazione era alquanto 
maggiore che pel filo di ferro, cioè di 5o^. I fenomeni che si 
presentarono furono simili, ma bisognò torcere questo filo d'una 
quantità più considerevole per traslocare il centro di reazione 
d' una ugual quantità. L'estensione di reazione aumentò anche 
qui a misura che il centro di reazione si traslocava, ma l'esten- 
sione totale di essa, a cui il filo d'ottone pervenne, fu più grande 
che pel filo di ferro, cioè di a circonf. -f- 60^ in vece di i circonf. 
-»-i2o^, ed essa ebbe luogo quando la traslocazione fu di 
3a circonf. -«- 2o<>. Volendo poi spingere la torsione più oltre 
il filo si ruppe. Da tutti questi risultati riuniti si conferma quello 
che già abbiamo osservato , che le molecole del filo d'ottone 
possono senza cangiare stabilmente i loro punti di contatto , 
oscillare attorno alla loro posizione d'equilibrio in una esten- 
sione molto più grande che le molecole del filo di ferro , e 
che per conseguenza l'elasticità dell' ottone è in questo senso , 
come anche per la qualità indicata nel u.^ 70, più perfetta che 
quella del ferro , sebbene la forza necessaria per bcostare d^una 
quantità uguale le molecole senza altei^arne stabilmente la po- 
sizione y Sia più glande pel ferro che per l'ottone. Forse però 
questa maggior estensione dell' elasticità dell' ottone non i che 



«47 
US conseguenza deOa inferiorità stessa della sua intensità^ la forza 

più grande che conviene adoperare per la torsione del fen*o 
Boo potendo a meno di couìprìiuere nel medesimo tempo le 
molecole, e farle cadere nella sfera di quelle particolari attra- 
iMMÌ die determinano un cangiamento stabile di posizione. 

71. Coulomb ba fatto anche alcune sperienze comparative 
luOt torsione dello stesso filo in diverso stato di durezza pro- 
dotto dalla compressione. Paragonò in particolare i risultati 
della torsione del filo d'ottone n.^ i dopo essere stato ricotto, 
e cosi liberato da quell' efifetto della compressione che dovea 
ater subito nel passare per la fiUera , con queUi relativi al 
medesimo' filo non ricotto. Nel primo circolp di torsione questo 
filo ricotto non aveva che una estensione di reazione di So^ ^ 
vile a dire , che il centro di reazione si traslocava in maniera 
che restava a 5o gradi soltanto di distanza dall'ampiezza di tor- 
sione che gli t\ era data. Ma continuando a torcerlo questa 
estensione di reazione aumentaTa, cosicché quando questo filo si 
ruppe, il che non accadde se non dopo che ebbe subita una tor- 
sione totale di i4o 'drconfcrenze , la sua estensione di reazione 
dovea essere di circa 52o° ossia i circonf. -+- 1 60®, e cosi non molto 
inferiore a quella che lo stesso filo non ricotto avea acquistato 
aranti di rompersi , che era a circoof. -f- 200. Quindi si vede 
che la torsione sola dà dell'elasticità al filo d' ottone come la 
compressione nella filiera . ma però in un grado alquanto mi- 
nore. Nel filo ricotto la coerenza o tenacità era anche conside- 
revolmente indeboUta ; esso poteva appena sostenere un peso 
di 13 libbre, mentre avanti di essere ricotto esso ne sosteneva 
33 al momento della rottura. Ma questo può in parte essere 
attribuito alla stessa maggior duttilità. Quanto poi alla forza di 
torsione del filo ricotto al dissotto del limite della traslocazione 
del centro di reazione , essa era la medesima che nel filo non 
ricotto, poiché sospendendovi gli stessi pesi , le oscillazioni erano 
ne' due casi di uguale dm'ata , il che fa vedere che la com- 
pressione che rende i metalli meno dutlili , cioè mei 10 suscet- 
tibili di cangiare stuhilmcnte la posizione delle loro molecole , 
ravvicinando queste molecole , e mettendole in certe situa- 
zioni particolari, non altera sensibilmente la forza con cui esse 
restjstouo ad un uguale scoslanieulo dalla loro situazione attuale 
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ul dissotto del lìmite della trasposizione stabile , forse perchè 
il cangiamento di distanza prodotto dalla compressione non è 
abbastanza grande perchè ne risulti un cangiamento sensibile 
neirattrazione tra le molecole. Questo risultato è altronde coii- 
fonne a quello che già abbiamo osservato nel rìferìre le spe- 
rienze di S'gravcsande ed altri , sulla forza elastica de' fili e 
delle spranghe metaUiche j che la forza elastica del feiro, sotto 
al limite della flessione permanente , non cangia sensibilmente 
nelle diverse qualità di questo metallo. Coidomb si è .anche 
assicurato con esperienze di qucst' ultimo genere , che la forza 
elastica dell'acciajo temprato , e dello stesso acciajo non tem- 
prato , o che è stato ricotto dopo la tempra , al dissotto del 
limite , in cui quest'ultimo si piegava stabilmente, era la me- 
desima , e che racciajo non temprato differiva solamente da 
quello temprato , in quanto esso per una forza molto minore 
di quella che si richiedeva per rompere Tacciajo temprato al 
grado atto a fornire una buona molla , si piegava stabilmente , 
in vece che la medesima spranga temprata al suddetto grado 
non poteva piegarsi stabilmente avanti di rompersi. £ però no- 
tabile che ad un grado più forte di tempra la forza necessaria 
per rompere la spranga diveniva minore , e a tm dipresso u- 
guale a quella che produceva la flessione stabile dell' accùajo 
non temprato, il che s'accorda con quello che abbiamo Tcduto 
risultare dalle sperienze di Muskembroeck , e di altri fisici. 

73. Aggiungerò qui a quest'esposizione de' risultati delle spe- 
rienze di Coulomb sulla forza di torsione de' fili metallici, che 
il medesimo autore ha fatta un'applicazione felicissima di questa 
forza, e del principio che essa è proporzionale all'angolo di 
torsione , alla costruzione d'uno stromento che può servire a 
misurare iu generale tutte le piccole forze. Questo stromento è 
essenzialmente formato d'un filo metalUco verticale attaccato 
per la sua estremità superiore ad un punto fisso , e che alla 
sua estremità infeiiore tesa da un piccolo peso porta un ago 
od indice orizzontale. Quando si vogliono apprezzare piccole 
forze , si fanno queste agire sull' estremità dell' ago , e si 
misura la loro intensità dall'angolo di cui esse lo scostano dal 
8U0 punto di riposo , e di cui per conseguenza torcono il filo 
metallico. Coulomb ha dato a questo stromento il nome di 
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bdmida di torsione, Affiaclié l'agitazione delFaria non alteii il 

moto dell'ago , esso é rinchiuso in un recipiente cilindrico di 
Tetro , e il filo è anche contenuto in un tuho di vetro , alla 
sommità del quale si adatta un quadrante divìso , che può 
ginre con un ruvido fregamento attorno al tubo. La tena- 
glietta che sostiene il filo porta im indice orizzontale , che 
percorre questo quadrante , e che essendo collocato sopra il 
paato lero della sua divisione nota il punto di partenza 
degli angoli di torsione. Finahuente una divisione circolare ap- 
plicata oriziontal mente attorno al recipiente di vetro misura la 
tradocatione delFago sospeso al filo j epperciò l'angolo di tor- 
ttoae stesso. Tutto quest' apparecchio é rappresentato nella 
%. IO. Si danno al filo ed all'ago lunghezze e grossezze diverse 
secondo l'oggetto che altri si propone. Se si vogliono misurare 
{Mccolistime forze , e dare una grande sensibilità all' apparato 
bisogna impiegare fili lunghi e tenui ; poiché , come abbiamo 
fedato j la fona di torsione é inversamente proporzionale alle 
Innghecze de' fili , e direttamente alle potenze quarte de' loro 
diametri. I lunghi fili hanno ancora questo vantaggio che si 
posiODO torcere d'un maggior numero di gradi senza che la loro 
dasticità ne sia alterata. Bisogna inoltre impiegare i metalli di 
coi l'elasticità é la meno imperfetta quanto all' estensione. A 
questo rìgoardo abbiamo veduto che l'ottone é molto superiore 
al ferro , e di questo metallo appunto Coulomb si serviva or- 
dinariamente neUa costruzione di questo sti-omento. Si fa un 
firequenie uso di questo apparato nelle esperienze relative al 
magnetismo , e all' elettricità. A noi basta di averne indicata 
la costruzione , come un'applicazione della legge della forza di 
torsione che abbiamo stabilita. Aggiungerò qui che il signor 
Ritchie ha sostituito con vantaggio ai fili metallici, nella costru- 
none cfi un simile stromcnto , fili di vetro sottilissimi che ha 
trovato potersi torcere anche a molti giri , tornando sempre alla 
lor primitiva situazione , senza alterazione permanente , e ne 
ha fatto applicazioni analoghe a quelle di Coulomb ( v. Trans, 
Oos. i83o j parte a.* e Journal of R. InstUiition y oct,. i83o , 
oppure Bibliolh, unii^, ^ oct. i83o et jan\ner i83i ). 

74. Le sperienze di Coulomb furono Catte, come si è veduto, 
sopra fili di piccolo diametro , e tesi da un peso. Si poteva 
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dubitare se mi sarebbero ottenuti risultati analoghi operando 
Sópra verghe abbastanza git>sse per poterle torcere , mentre 
esse si mantenessero rettilìnee per la semplice rìgidezza della 
loro sostanza. Ma sperienze posteriori a quelle di. Coulomb 
hanno dimostrato che le formoìe indicate sono anche applica- 
bili a questo caso. Cosi Dulau, all'occasione delle sperienze di 
cui già abbiamo parlato sulla resistenza del ferro determinata 
per forze di trazione o di inflessionje , si è anche occupato di 
sperienze sulla forza di torsione del medesimo metallo in 
verghe cilindriche , e ha trovato che la resistenza che simili 
verghe oppongono alla torsione è, come quella dei fili di Cou- 
lomb y in ragione inversa della lunghezza , e in ragione diretta 
della quarta potenza del diameti^o. Quanto alle forze assolute 
egli trovò che una verga cilindrica di i metr. di lunghezza e 
di metr. o^oi di diametro si torce alla sua estremità libera di 
i^ sessagesimale per l'azione d'un peso di 32 chilogrammi ap- 
plicato alla circonferenza della verga. Per paragonare questo 
risultato con quello dedotto dalle sperienze di Coulomb (n.^ 69), 
secondo il quale si ha 7647 pel numero di libbre di Francia 
in peso che bisognerebbe applicare all'estremità d^un vette della 
lunghezza d'una linea, per torcere d'un arco d'una linea pur di 
lunghezza un filo di ferro die avesse anch'esso una linea di lun- 
ghezza, e una linea di diametro, si osserverà che la circonferenza 
d'un circolo avente un raggio di una linea, ossia un diametro di a 
linee, è di 2k linee, n essendo il rapporto tra la circonferenza 
e il diametro ; un grado sessagesimale di questo circolo avrà 

dunque una lunghezza in linee espressa da ^7- ossìa —^1 per 

aver quindi la forza corrispondente alla torsione d'un grado 
nelle stesse circostanze, e nelle stesse unità di sopra, converrà 

moltiplicare il numero 7647 per -^ ossia per ■ ^ — , il che 

dà i33,4 libbre , ossia 65,3o chilogr. ; ma se in vece di sup- 
porre questo peso applicato a un vette d'una Unea si dee ess o 
applicare ad un vette della lunghezza d'un mezzo centimetro , 
come nelle sperienze dì Dulau, osservando che una linea equi« 
vale a a,256 miliim., ossia a centim. 0,2206, e per conseguenza 
a 0,45 1 2 mezzi centimetri , bisognerà prendere questi pesi in 
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ragione inTcrsa delle lunghezze del vette , e cosi sì avrà 
Bel nostro Gaso'65,3.0y4^^r2 , ossìa ^g^^G cliilogr. per la forza 
richiesta a torcere un filo che avesse una linea di lunghezza 
e una linea di diametro ; ma poiché nelle esperienze di Dulau 
la lungheua era d' un metro , e il diametro di 0,0 1 metr. , 

e una Unea equivale a metr. o,oo2256y ossia il metro è 



0,002256. 

Tuice , e 0,01 metr. per conseguenza — linee, converrà 

dividere il numero di chilogr. 29^6 per (o,a256)^ e moltipli- 
carlo per OyOoaa56 , il che dà 25,66 chilogrammi, numero poco 
diverso òm 22 che Dulau ha osservato. 

75. Anche il signor Savart fece sperìenzc sulla forza di tor- 
sione del ferro , e di alcuni altri metalli in verghe mantenute 
rettilinee daUa sola loro rigidità , e le estese daUe verghe ci- 
lÌDdrìche anche a quelle di sezione triangolare e rettangolare 
{Jnnaks dt chimie et de physique , aoùt 1829 ). Egli si servi 
per queste sperìenze di spranghe in posizione orizzontale , e 
fisse ad una delle loro estremità in una mprsa , mentre l'altra 
era appoggiata contro al vertice d'un pìccolo cono d'acciajo im- 
mobile ; quest'ultima estremità era abbracciata da un foro qua- 
drato o rettangolare fatto in una leva d'acciajo , alla estremità 
della quale agiva il peso destinato a produrre la torsione, e i 
gradi di questa si misuravano per mezzo d'un lungo ago an- 
nesso alla verga , e che li segnava sopra un arco di circolo. 

D risultato generale di queste sperìenze fu che qualunque sia 
la figura della sezione trasversale delle verghe , gli archi di tor- 
sione per le verghe di sezione uguale e simile sono diretta- 
mente proporzionali al momento della forza che le torce , e 
alla loro lunghezza, e che per conseguenza i momenti delle forze 
necessarie per produrre uno stesso grado dì torsione sono in 
r^ione inversa delle loro lunghezze , e gli archi di torsione per 
un dato momento di forza di torsione proporzionali direttamente 
alle lunghezze, come già per le verghe cilindriche risultava 
dalle sperìenze di Coulomb e di Dulau. Quanto alle verghe di 
saioni trasversali simili tra loro, qualunque ne fosse la figura, 
Savart trovò che a lunghezze nguali delle vei^he , gli archi di 
torsione prodotti da un. dato momento di forza sono in ragion 



inversa delta 4** poterne delle dimensìòm linearì omologhe delia- 
sezione, ossia che i momenti delle forze necessarie per produrre 
nno stésso grado di torsione sono direttamente propol'zionaAi ■ 
questa quarta potenza deHc dimensioni della sezione , non altri- 
menti che per le verghe ciliordrìche qne^i momenti sono pro- 
porzionali alla quarta potenza dei diametri. Questa legge si 
estende anche a verghe di cui le sezioni siano rettangoli uiolto 
allungati 9 cosicché èsse presentino la forma di lamine o tavole. 
Per le verghe poi di sezioni rettangolari non simili tra loro^Savart 
ha trovato che supponendo l'elasticitk della loro sostanza uniforme 
hi tutte le direzioni, gli archi di torsione per uno stesso momrenta 
di forza sono in ragione inversa del prodotto dei cnibi delle due 
dimensioni trasversali diviso per la somma dei loro quadrati , 
ossia che i moment delle fòrze richieste per un arco ditor^ 
sione dato sono in ragione diretta di questo stesso quoziente. 
Si osserverà che qvesla legge comprende , come caso particolare, 
quella relativa alle verghe di sezione rettangolare simile ; poiché, 
secondo questa lègge , se le dimensioni di una ' delle vcnrg|he 
tono ji j B j e • quelle dell'altra a , b ^ ì momenti delle forze 
ricfai«9ste per produrre un dato arco di torsione , saranno tra 

loro ::-5 — ^-^r-" r- » ora nel caso delle sezioni simili si ha 

a^nA j b^tiBj n essendo un numero qualunque; il secondo 

n^A^B^ 
termine di quel rapporto diviene adunque ^ .^ — -^ , die 

sta al primo come — y ossia n4 ad i , cioè in ragione della 

quarta potenza delle dimensioni omologhe. Se . la larghezza della 
lamina h%»% molto grande relativamente allo spessore , gli archi 
di torsione per un dato momento di forza sarebbero , secondo 
Findicata legge, sensibilmente in ragion inversa della larghezza 
e del cubo dello spessore , trascurando cioè il quadrato della 
minore dimensione relativamente al quadrato della maggiore , 

poiché allora Mim ** riduce per esempio ad - ^ ossia -— | . 

Quindi per larghezze uguali gli archi di torsione saranno sem- 
plicemente in ragion inversa del cubo dello spessore , e per 
uguali spessori in rargion inversa della semplice larghezza : e \ 
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Iti delle forse per archi di torsione dati taraimo diretta- 
proporzionali a queste due quantità, la lunghezza essendo 
iem^re supposta costante. 

76. II «gnor Savartha anche indicato i valori assoluti delle 
Cone di torsione per le verghe di dimensioni e di figure deter-» 
minate su cui ha sperimentato j (ormate di diverse sostanze , e 
sì potrdbbero , per meno de' suoi risultati paragonati sia tra 
loro , sia con quelli di Coulomb e di Dulau sulle verghe cilin- 
driche , determinare il rapporto delle forze di torsione per le 
verghe di ciascun metallo di diversa figura di sezione , cioè 
di queDe ■ sadone cilindrica , triangolare e rettangolare -, ma 
fiefte reiasioni sono più interessanti per la Meccanica che per 
ki Finca m cm questo trattato appardene. Si potrebbero anche 
pmgODire i diversi risultati ottenuti con verghe di metalli di-^ 
jtrùy onde confermare o modificare i rapporti delle loro rìgi- 
desse dati dalle speriense più dirette , e quali sopra li abbiamo 
riferid. Ma mi limiterò a questo riguardo a notare i risultati 
die Savait istesto ha dedotti dalle sue sperienze riguardo alla 
tiipideasa di ciascun metallo ne' due stati in cui si pongono i 
metaDt per un lento o rapido raffreddamento. Quanto ai metalli 
semplici come il ferro ^ il rame ed il platioo , egli ha trovato 
che raffireddamenlD più o men rapido dopo la loro hquefa- 
sooe od ittcandatcenza non avea alcuna influenza sensibile sopra 
la loro forza elaatiea -ipude è indicata dalla loro forza di tor- 
sione* Altrimeati sta la cosa per le leghe o metalli composti. 
Cosi seU'acciajo foso, dopo un raffreddamento lento, e dopo un 
rafiìreddamento subitaneo da cui dovea risultare tempra del me^ 
àeÙMoo j egli ha trovato le forze di torsione in circostanze si- 
mih nel rapporto di 2873 o a68o , ossia a un dipresso di 29 
a ^7 o di i5 a i4 f numeri però di cui la differenza non è 
mollo notabile ^ ed ha potato sfuggire ad alti*e sperienze sopra 
riferite y fecondo le quali si é ammesso che la tempra non al- 
tera aensibilmente la forza elastica dell'acciajo , mentre qui sì 
vede che essa la diminuirebbe d' alcun poco. Cosi pure in un 
filo d'ottone Savart ba trovato che, mentre la forza di torsione 
nel medesimo raffreddato lentamente era rappresentata da 368,5, 
quella- che avea dopo un railrcddauiculo subitaneo era soltanto 
di 355,8 , cioè diminuita nel rapporto di circa 29 a 28. Lu di- 



nii.iuzlone di forza elastica pel raffreddamento rapido (u ancora 
molto più notabile per le verghe fatte colla lega dei Uun^iamy 
di cui già abbiamo parlato \ questa forza dopo un raffredda-' 
noiento lento stava a quella dopo un raffi^ddamento subitaneo , 
come 38o a 3oo , ossìa come 19 a i5 , cioè in un rapporto 
un po' più grande che quello di 6 a 5. Abbiamo veduto che il 
raffreddamento rapido produce in questa lega, quanto alla dut- 
dUtà j un effetto inverso di quello che produce sull' acciaio , 
cioè ne diminuisce la fragilità, ossia dà alla lega, che e fragile 
dopo un lento raffreddamento un certo grado di duttilità; ai 
vede però che la diminuzione di forza elastica è indipendente 
da questa diversità d'effetti relativamente aUa fragilità e dutti^ . 
lità , ed ha luogo ugualmente nell'acciajo e nella lega di cui 
si tratta , sebbene in grado molto maggiore in quest' ultima. 
' Questa diminuzione di forza elastica nel rapido raffreddamento 
deUe leghe pare doversi attribuire alla meno perfetta adesione 
delle particelle, che nel raffireddamento non hanno avuto tempo 
di prendere le une relativamente alle altre la loro naturale po- 
rzione. Secondo una sperienza del signor SaVart sopra un 6I0 
d'ottone l'induramento stesso cagionato dalla compressione e dalle 
battiture produrrebbe un effetto analogo a quello del rapido 
raffreddamento , cioè di diminuire alquanto la forza elastica 
relativamente a quella che lo stesso 6I0 avea dopo un lento 
raffreddamento , in vece che , secondo le sperienze degli altri 
fisici , quest'induramento non aumenterebbe , né diminuirebbe 
la forza elastica; ma questo risnltato di Savart è forse prodotto 
da qualche circostanza accidentale nella sua sperienza. 

Aggiungerò qui che Savart ha trovato in generale nelle 
sue sperienze sulla torsione de' fili metallici , che per quanto 
piccola sia la forza che torce la verga, questa comincia sempre 
a torcersi in una maniera permanente per poter quindi reagire 
come se fosse perfettamente elastica , e che se si aumenta la 
forza, e quindi la torsione non permanente, si opera una nuova 
torsione permanente e cosi successivamente , il che si accorde- 
rebbe coi risultati che Gerstner ha ottenuti , come sopra ab- 
biamo veduto , nelle forze di trazione applicate ai fili metallici. 
Savart ha anche osservato che se si lascia agire la forza di tor- 
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siooe per molte ore , l'arco di torsione si aumenta, ma d'una 
<]uantttà che decresce gradatamente. 

77* Anche il signor Bevan , Inglese , ha £atto .sperienze sulla 

fona di torsione ; ma esse si riferiscono particolarmente a quella' 

delle cfiverse sorta di legno , e interessano quindi piuttosto la 

Meccanica applicata alle arti, che la Fisica propriamente detta. 

Ne fece però alcuna anche sui metalli , e debbo qui indicare la 

maniera con cui egli ne ha espressi i rìsultati nelle Trans. JUosof, 

del 1829, parte 1/ Egli chiama in generale modulo di tor-^ 

siane la fena in unità di peso , che bisognerebbe applicare ad 

un vette d' un' unità di lunghezza perpendicolare all' asse d' un 

priana quadrato di una data sostanza , di un' unità lineare di 

hiaghfTia 9 e d'un'unità hneare pur di lato , per produrvi una 

tOTHone anch'essa d'un'unità lineare misurata all'estremità di quel 

Tette. Egli stabilisce poi, che per una verga prismatica quadrata 

di lunghezza /, di lato </, e di cui la sostanza abbia per modulo 

di torsione 7*, appUcandovi una forza w all'estremità d'un vette 

£ lunghezza r , la torsione Ì espressa dalla quantità lineare 

percorsa dall'estremità di questo vette, sarà rappresentata dalla 

Ciwmola 

h quale dà reciprocamente 

d^.ì.T 
w = j — 

per la forza necessaria a torcere la stes/sa verga nelle indicate 
circostanze della quantità }. Se si fa r=i, cioè si suppone la 
forza apf^icata ad un vette avente un'unità lineare di lunghezza, 
e si conta anche i sul circolo descritto dall'estremità di questo 
vette, si ha sempUcemente 

dh.i.T 

il che A accorda con quello che già abbiamo ammesso nelle 
ver^^ di sezione simile tra loro, dietro alle sperienze di Cou- 
lomb e di Savart, che questa forza per una data sostanza è in 
ragion diretta della quantità della torsione, e della quarta potenza 
delle dimensioni omologhe della sezione , e in ragion inversa 
deUa lunghezza. Questa formola relativa alla supposizione di 
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r=:i avrebbe pur luogo quando la torsione } si esprimesse inf 
gradi della circonferenza descritta dal vette j purché si inten- 
desse pel modulo di torsione la fona necessaria per produrre 
la torsione di i^ nella verga prismatica quadrata di lunghezza , 
largbexza j e spessore uguali all'unità lineare. "^ 

Bevan ha trovato per modulo di torsione del ferro lavorato e 
dell'accia jo nelle sue sperienze 1779090, per quello del ferro fuso 
951600, e per quello del metallo delle campane 818000, pren- 
dendo per unità lineare il pollice inglese , e per unità di peso 
la libbra avoir du poids ; ora il pollice = aSyf. millim. , e la 
Kbbra = o,453 chilogr. ; se dunque si vogliono avere i moduli 
corrispondenti prendendo per unità il metro , e il chilogramma, 
moduli che indicheremo in generale con T' , bisognerà fiune , 
nella formda 

dh.i.T 



w 



r*l 



le sostituzioni 






0,453 ' (0,0254)^ ' o,o»54 ' 






(0,0254 Y 0,0254 ' 



e per conseguenza 



dhl _ I 
r»/ ""(0,0254)» ' 



e si otterrà 



^1 0,453 . 

(0,0254)* 



cioè bisognerà moltiplicare per 702 ciascuno dei moduli sovra 
indicati nelle misure inglesi per avere i moduli corrispondenti 
nelle nuove unità. Cosi quello del ferro e dell' acciajo diverrà 
I 249063507 , quello del ferro fuso 666099328, e quello del 
metallo delle campane 5743oi44^* Questi moduli sono sempre 
relativi all'arco di torsione espresso in misura lineare-, se si vo- 
gliono riferire questi moduli a un grado sessagesimale di tor- 
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sione converrà moltiplicare que'numeri per -^-^ — , ossia per 

^1743, il die darà 21 796 iS*] pel ferro, e racciajo, 1 1 658333 
pel ferro fuso, e ìooiì56o pel metallo delle campane. AUom 
b ibrmola generale , relativa al modulo , indicando con x^ i 
gladi di torsione , sarebbe semplicemente , secondo quello cbc 
precede, 

d^.xo.T' 



w:=: 



ri 



poìcbi con questo viene essenzialmente a sostituirsi a S nella 
farmola generale relativa a T' preso nel primo senso il suo 

valwv -3-.r. j:« in funzione di x® . 
100 

78. Se si vogliono paragonare questi valori assoluti dei mo- 
duli di torsione de' metalli di cui abbiamo parlato , secondo le 
fperienze dì Bevan , alle forze assolute di torsione cbe si sono 
dedotte dalle sperienze di Coulomb e di Dulau per le verghe 
cilindriche , si osserverà che secondo Bevan la forza di torsione 
d'ona verga di seziono quadrata , come sopra , é uguale a quella 
d'una verga cilindrica della stessa sostanza di cui la sezione 

abbia un diametro di ~ più grande del lato della sezione della 

feiga quadrata. Coti i moduli suddetti di torsione che si rife- 
riscono ad una sezione quadrata di un metro di lato saranno 
par quelli di una verga cilindrica di ciascun metallo relativi ad 

una sezione di i metro -«- — ossia 1,1 43 metr. circa dì diametro. 

7 
le akre condizioni restando le stesse* Siccome nelle verghe ci- 
lindriche la forza di torsione cresce come le quarte potenze dei 
dìametii , per ridurre questi moduli ad una Terga d'im metro 
di diametro bisognerà dividerli per ( i,i43)4, cioè per 1,706* 
Cosi pel ferro e l'acdajo il modulo ridotto in questa maniera 
prendendo per misura della torsione 1° sessagesimale sarà 

— \^ • j ossia 12 736 176. Si avrà dunque in generale per 
1,706 

Fcipressione dalla fona w in ologrammi applicata ad un rette 

r, nccctMuria per torcere d'un grado una rerga cilìndrica di 
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ferro o d'accia jo di diametro d e Ai lunghezza / , il tutto espresso 

d^ 
iu metri, w = — j- .12776176. Se si fa <2=o,oi metr. , /=i , - 

r =o,oo5 metr^ , come nell'esperienza di Dulau sopra riferita , 
si trova w = 25,55 chilogr. , numero poco diverso da quello 
osservato da Dulau,, e che si accorda ancor più da vicino con 
quello di 25,66 chilogr. che si sarebbe avuto calcolando per 
mezzo delle sperieoze di Coulomb. 

Secondo il signor Bevan il modulo di torsione determinato 
come sopra relativamente alla torsione espressa in unità lineare, 

é per ciascuna sostanza circa -7 del suo modulo d'elasticità, e 

questo rapporto dee sussistere qualunque siano le unità che si 
adottano per le lunghezze e pei pesi. Ciò dà luogo ad un'altra 
comparazione dei risultati di Bevan sulla torsione con quelli di 
altri autori sull'elasticità o rigidezza di diversi metalli per tra- 
zione precedentemente riferiti. Cosi , per esempio , il modulo 
di torsione i 249063507 preso come sopra relativamente al me- 
tro e al chilogramma pel ferro e l'acciajo , suppone un numero 
16 vplte maggiore, cioè 19985016 112 pel modulo di elasticità, 
cioè pel numero di chilogrammi che si richiederebbe per allun- 
gare per trazione una spranga di ferro o d'acciajo d'un metro 
quadrato di sezione d'una quantità uguale alla sua lun^ezza 
primitiva ; ciò corrisponde a 19985 chilogr. per una spranga 
di un millimetro quadrato di sezione, e a 1,9985 chilogr., cioè 
jà un dipresso 2 chilogr. per allungare la stessa spranga d'una 
diecimillesima soltanto della sua lunghezza , il che s'accorda coi 
risultati indicati a suo luogo per l'elasticità del ferro e dell'ac- 
ciajo. Pel ferro fuso il modulo di torsione stabilito da Bevan si 
troverebbe corrispondere secondo un calcolo analogo a 1,07 ch'J. 
circa pel peso richiesto ad allungare d'una diecimillesima un 
filo di I millimetro quadrato di sezione, numero un po'miiiore 
di quello indicato da Tredgold. Quanto al metallo delle campane 
il modulo di torsione di Bevan corrisponde a 0,92 chilogr. circa 
per l'elasticità di questo metallo espressa nella stessa maniera. 
79. Le leggi della torsione de' fili elastici che abbiamo indi- 
cate dietro alle sperìenze di Coulomb, Dulau , ecc., e le con- 
siderazioni che esse ci fornirono , possono anche , come quelle 
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itliti?e alla flessione delle verghe , dedursi immediatamente da 
priuGipli teorici fondati suirestensibilità delle loro fibbre o filetti 
|Moporzìonale alla trazione j quale Tesperienza l'ha indicata pei 
iili metallici , e per mezzo di certe ipotesi sussidiarie y non al- 
trìmeoti che l'abbiamo veduto per la flessione *, ma questa de- 
duzioiie non potendo essere rigorosa , ci atterremo alle indicate 
cunsiderazioni , e vedremo poi in seguito come queste leggi si 
poscano riferire ai principii più immediati della teoria dell'a- 
ùooe nolecolare che formano l'oggetto dell'artìcolo seguente. 

IBTJCOLO SECOUDO 

CoDsideranoni teoriche del sig. Poisson 

per cui si deducono le leggi dell'elasticità dei corpi solidi 

dalla natura dell'azione molecolare. 

8o. Le considerazioni teoriche , e l'analisi ad esse relativa , 
di coi dobbiamo qui dare un'idea , furono esposte dal sìg. Poisson 
odia sua Memoria già citata al n«^ 7 suiT equilibrio e sul molo 
dd carpi elastici , letta all'Accademia di Parigi nel 1828 , di 
cui ù trova Ìl preambolo negli Annales de chimie et d^ 
pkysifue , lascicolo di aprile dello stesso anno , e che fu poi 
pabUi^aift nelle Memorie deW Accademia di Parigi , T. 8. 

I matematici che si erano occupati avanti il sìg. Poisspn delle 
diverse questioni di meccanica relativamente ai corpi solidi e 
fluidi , le aveano trattate in una maniera astratta, facendo ipo- 
tesi particolari suUa natura di ciascuna specie di corpi a cui si 
dovevano applicare le leggi generali dell'equilibrio , e del moto. 
D dedurre rigorosamente da queste ipotesi , per mezzo dcU'a- 
naTisi 9 le leggi che ne erano la conseguenza formava l'oggetto 
della meccanica analitica, Poisson , come già sopra abbiamo 
accennato , ha cercato di elevare accanto a questa una mecca- 
nca , che egli chiama Meccanica fisica j in cui si procura di 
ridurre tutto alle azioni molecolari , che trasmettono da un 
poBlo aO'altro l'azione delle forze estranee date , e sono T in- 
termezzo del loro equilibrio , cosicché non si abbia più alcuna 
ipotesi speciale da fare per applicare i principii generali della 
neccaoica a questioni paiticolari. Cosi , per esempio , si è ve-» 
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duto , ch« relalxTamente alla lamina elastica , il momnUo di 
elasticità per flessone ai é stabilito sopra l'ipotesi che ciascun 
filetto dello spessore della lamina eserciti una forza proporzio- 
nale al suo allungamento od accorciamento, come ciò ha luogo 
secondo la sperienza per nn filo isolato, allungato per trazione , 
o raccorciato per compressione; ma si tratta di dedurre questo 
momento di elasticità per flessione dalle azioni tra le molecole 
considerate in tutto lo spessore della lamina , e determinare 
cosi la sua espressione senza alcuna ipotesi. E appunto nella 
citata Memoria Poisson si é proposto specialmente di formare 
le equazioni dell' equilibrio e del moto delle lamine , e più 
generalmente delle verghe e delle lastre elastiche, partendo dalla 
considerazione delle mutue azioni delle loro molecole ; e per 
mezzo di queste considerazioni egli è giunto in fatti a troTare 
col calcolo le leggi di quest'equilibrio che già si erano dedotte 
da que' principii ipotetici di cui abbiamo parlato , e che si 
erano già paragonate coUe sperìenze , e inoltre alcuni risultati 
che non erano ancora conosciuti , e che furono poi confermati 
posteriormente dalla sperienza. 

Non appartiene al nostro scopo di seguire tutto l'andamento 
dei ragionamenti e dell' analisi del sig. Poisson ; ma dobbiamo 
almeno indicare i principii da cui é partito , e le conseguenze 
a cui è giunto per far vedere in che modo le idee che possiamo 
farci della costituzione de' corpi considerati come riunioni di 
molecole , e quali la fìsica ce li rappresenta , valgano a render 
ragione di tutti i fenomeni che essi ci offrono. 

I ragionamenti del sig. Poisson sono riferiti all' ipotesi del 
calorico ritenuto attorno alle molecole ponderabili , in mag- 
gior o minor quantità , secondo la loro temperatura ; ma 
come già abbiamo osservato in altra occasione , sarebbe facile 
tradurU o modificarli relativamente alla teoria delle vibrazioni 
calorìfiche. 

8i. Consideriamo un corpo di Ibrma e materia date, di cui 
tutti i punti sono sottoposti alla loro mutua azione molecolare ; 
supponiamo che forze date canino la sua forma, e producano 
piccoli scostamenti od avvicinamenti tra le sue molecole ; si 
tratta di determinare in grandezza e in direzione , in questo 
nuovo staio, l'azione esercitata da una parte del corpo su eia- 
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sena punto ddla superficie die la termina, e che diyìde questa 
parte dal rimanente del corpo. Indichiamo ( fig. 1 1 ) con x ^ 
jr, s le tre coordinate rettangolarì A a ossia cb ^ Ac ossia ab ^ 
e bM d'un punto qualunque M di questo corpo nel suo stato 
primitivo; siano quindi x-f-u , jr-f-i^, X'^w^ ciò che esse 
divengono dopo il cangiamento di forma prodotto dalle forze 
date , e consideriamo u , i^ , ^ come funzioni di ^ 9 ^ 9 z , 
che convengono a tutti i punti del corpo. Siano x^^xf^ y^y\ 
s-4-s' le coordinate primitive ed ossia cb-^bd y a e* ossia 
ab '^ be' e VM' ossia bM-^d' M' d'un punto M' compreso 
ncDa sfera d'attività di ilf, e j:-#-j:'-hii', jr-i-^'-i-i^', s^z'^vi/ 
le coordinate di questo stesso punto M' dopo il cangiamento 
di forma. Le quantità u' j i^', w' sono ciò che divengono le 
quantità u ^ v j iv quando si sostituiscono nei valori di queste, 
in vece di x ^ jr ^ z di cui esse sono funzioni , le quantità 
x-4-jr' , jT'^y 9 z-fr-z' f e siccome le variabili x' ^ y j z* sono 
per ipotesi molto piccole , possiamo rappresentare u% v' j W 
in funzione diUji'yW^edijr'yj^', z' per mezzo degli svi- 
Itippi conosciuti delle funzioni di cui le variabili subiscono ac- 
crescimenti, e in cui non conserveremo che le loro prime po- 
tenze -, cioè avremo 

- ,dw ,dw ,dw 

h/sw+'X-ì *-jr -1 — Hz'-j- . 

dx dy dz 

Conduciamo pel punto M tre nuovi assi rettangolari in una 
posisioDe qualunque relativamente ai primi. Siano x^ y y,j z^ 
le coordinate primitive , cioè avanti il cangiamento di fonna , 
del punto M* relativamente a questi assi , cioè le linee Ala^ , 
Mc^ e b^ M\ Avremo , secondo i noti principii per la trasfor- 
Buudone degli assi , x' ^ax^^^by^ •♦•cz/, y '=zd x^-^Vy^^dz^ , 
»'=a''x,-4-6''^^'4-c"z^, i nove coefficienti a, fc, e, a! ecc. es- 
Yol. I. 1 1 



scndo i cosseni degli angoli che gli assi delle x^ , y,^ e z, fanno 
con quelli delle x ^ y ^ z y ì quali cosseni hanno tra loro rela- 
zioni conosciute. Consideriamo un altro punto Aft ( fig. 1 1 e 12) 
situato sull'asse delle z^ positive ad una piccola distanza da Afj 
che rappresenteremo con ^^ . Le coordinate del punto M' nella 
direzione delle x,j y^ , z^ , che relativamente al pimto M erano 
^t ì Xiì ^1 ' saranno relativamente al nuovo punto Mt^ x^, y^j 
Zf — ^^ ; questo cangiamento consistendo in un sempUce trasporto 
dell'orìgine di esse coordinate , sull'asse delle z^ , della quan- 
tità ^^ , cosicché y come si vede dalla figura 12 , le coordinate 
di cui si tratta del punto M' relativamente al punto Mi preso 
ora per origine , sono Mg a^^ = Ma^ , Mi c,^ = Mc^ ed M'b^^ ^ 
M'bf'^ MiM^zM'b^'^^^ . Se dunque chiamiamo f , *«{/ , re- 
lativamente al punto M' e al punto Mi ciò che divengono le 
Unee che erano x' y y , z* relativamente allo stesso punto M' 
e al punto Af , cioè le linee b^^ a^^^j b^ c,^ , e rf„, M' nella 
figura, avremo 

(p=ax,'^by,'^c{z,^l) 

e=a''x,^by,^c''{z,^l), 

non cangiando cioè nelle espressioni sovra stabilite di x* ^ y\ z' 
se non z, in z, — ^^ . Se chiamiamo ora u, , v^ j w^ i piccoli 
cangiamenti delle coordinate del punto Mi , come avevamo in- 
dicato con Uy Vy w quelli del punto My pel cangiamento lii 
figura , ritenendo come sopra u' , v' y w' per indicare i CtUi^ia- 
menti corrispondenti delle coordinate di M'y avremo, metteiulo 
nei valori di u' y v' y w* sopra trovati u^ , i'^ , w^ in vece di u , 
jWyef>y\ffydìn vece di x' y y' y z\ 
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osiia, facendo i*'— M^sp' , w'-:-i^^=:\J/' , iv' — w,=sfl' , avremo 

, ^ du du . du 

-, di^ , dv ^ dìf 

per le eqiressioiu deOe differenze delle traslocazioni dei due pund 
Afi ed Af nel cangiamento di figura. Rappresentiamo ora con 
r la distanza primitiva Mi M' del punto Mi al punto ilf ' , e con 
r' la distanza di questi punti dopo il cangiamento di figura del 
corpo, r sarà la diagonale d'un parallelepipedo di cui^f', \f/ , 6 
saranno i lati ^ e r' quella d'un parallelepìpedo di cui i lati 
saranno divenuti {7-f-f/, >|/-4->|/% 0-f-d', onde avremo 

formole , che , avuto riguardo alle equazioni note che hanno 
luogo tra i nove cosseni a ^ b j e y a! ecc. , die entrano nelle 
espressioni di f' , %{/ , tf , e quindi in quelle di p' , -v{/% d' , si 
troveranno ridursi a 

L'azione primitiva di M* sopra Mt sarà fr , cioè una funzione 
ignota deUa distanza r tra questi due punti , ma sottoposta alla 
condizione di divenir insensibile per ogni valor sensibile di r ; 
essa diverrà fr* nel secondo stato del corpo*, la riguarderemo 
come attrattiva o come ripulsiva secondo che essa sarà positiva 
o negativa ; ciò posto le componenti parallele agli assi delle Xj 
y j z j dell'azione di M* sopra Mi e tendenti ad aumentare le 
coordinate del punto Mi , saranno 
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^A'. t^A', '-^A', 



poiché f-Hf', \f/-H\f^', d-i-d' sono i lati del parallepipedo, 
nelle direzioni delle tre coordinate, del quale r' é la diagonale. 
Prendendo la somma di ciascuna di queste quantità estesa a 
tutti i punti M' che corrispondono a valori positivi o negativi 
di x^ j ed ^^ , e solamente a valori negativi di z^ , si avranno 
le componenti, nelle direzioni degli stessi assi, dell'azione eser- 
citata sul punto Mi dalla parte del corpo che era primitiva- 
mente terminata dal piano delle x^ j y^ j z^ , e che si trova re- 
lativamente a questo piano dalla parte delle z^ positive, ossia 
dalla parte opposta a quella in cui abbiamo considerato il punto 
Mt , cioè che si trova nelle nostre figure al dissotto del piano 
Ma^bfi^ • Prendendo quindi di nuovo la somma di ciascun ri- 
sultato di questo genere estesa a tutti i punti il/, , che corri- 
spondono a valori positivi di ^^ , e moltiplicando queste nuove 
somme pel numero di molecole contenute in una superficie <a 
abbastanza piccola perchè i loro valori non cangino sensibil- 
mente in tutta la sua estensione , questi prodotti espiinieranno 
le componenti dell'azione totale di questa stessa parte del corpo 
sul cilindro contenuto nell'altra parte del medesimo, e avente per 
base la porzione co della superficie che separa queste due parti del 
corpo , e di cui il punto M fa parte. Se si rappresenta con a 
l'intervallo medio delle molecole del corpo attorno al punto AI , 
e se le dimensioni di questa superficie co , sebbene plccolissinìa, 
sono supposte molto grandi relativamente a questo intervallo 

medio , si potrà prendere — pel numero di molecole compreso 

in CD . Le componenti di cui si tratta , rispettivamente parallele 
agli assi delle x ^ y ^ z , saranno allora 






le caratteristiche 2 esprimendo somme relative alle quattro va- 
riabili x^j y^y z^ , ^^, ed estendendosi a tutti i punti AT e iHf,, 
1 primi in tutta l'estensione della parte del corpo che si trova 
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felalivamente al piano delle x^y^ dalla parte delle z^ negative, 
e i secondi in tutta l'estensione del cilindro perpendicolare a 
questo piano , e che ha cd ' per base , compresi questi punti 
nella sfera d'attività del punto M • Indicheremo per abbreviare 
queste somme colle lettere P[y Qj R ^ cosicché le tre compo- 
nenti di cui si tratta, saranno espresse da adP, ^ Q j (oR . 
Le somme P ^ Q j R sono , dopo il cangiamento di forma, le 
componenti dell'azione d'una parte del corpo suU' altra riferita 
all'unità di superficie, e relativa al punto M della loro super- 
ficie di separazione; la loro risultante é la pressione che avrebbe 
luogo sopra una superficie presa per unità, se in tutti i suoi 
ponti l'azione del corpo fosse la stessa che nel punto M. Ma 
questa forza non è, come dò ha luogo nei fluidi, normale alla 
superficie su cui si esercita, e per uno stesso punto M essa varia 
in direzione e in grandezza colla direzione di questa superficie* 

82. Si tratta ora di ottenere i valori delle sonune S che 
esprimono le tre componenti, o di ridurle quanto sarà possibile. 
Ma non richiedendosi più qui che artifizii analitici permessi 
daUa natura delle forze che si considerano, non indicherò che 
i risultati di queste riduzioni , rimandando alla citata Memoria 
del signor Poìsson , per l'andamento dei ragionamenti , e dell' 
analisi su cui gli ha fondatL 

In primo luogo f j "^ y 6 , e ^ ^ y\>\ ff essendo funzioni di 
J^^— 2^ cosicché le somme che formano le espressioni dì P, Q, /{ 
sono per questo riguardo doppie , cioè relative ai diversi va- 
lori dell'una e dell'altra di queste quantità ^^ e z^ , il sig. Poìsson 
trova che queste somme doppie possono ridursi a somme sem- 
pUci relative ai diversi valori della sola quantità ^ con cui si 
rappresenti la quantità ^^ — z^ , purché si dia per fattore a cia- 
scuna delle quantità sottoposte alla sommazionc, per l'espressione 
di P , Q , /{ , questa stessa quantità ^ divisa per a , onde i 
valori suddetti di P , Q , i? prenderanno la forma 



a^r' - ' - a»r 



ove la caratteristica S non indicherà più , in vece di una sonmaa 
quadrupla relativa ad x, , J^, , «< e ^, , che una sonuna tripla 



i66 

relativa dia x^y^^ e J^, e la somma relatiya a quest'ultima quan- 
tità doTrà prendersi da ^sscc sino a J^=oo • 

Il signor Poisson troTa quindi che si può cacciare da queste 
espressioni r' cioè la distanza tra i punti Mi ed JRf' che ha 
luogo dopo il can^amento di figura , ed introdurvi in vece 
la distanza r che questi stessi punti avevano nello stato natu- 
rale , essendo per approssimazione 

d - fr 
il che cangia i valori di P, Q , i? in 



P=S ^-^^f^fr + S(f t/H.>f f •♦- flfl') 5^ 



d.-fr 



Q^:2^±^fr^:£(ff'^^^^^.'^6ff)^^ 



«=2ll±^?/r^2(pf/...^>f'^fln^^^ 



d.^fr 
dr 



dXfr 



dr 



sopprimendo nel 2.<^ termine di ciascuna di queste espressioni 
i secondi termini ^\ \f/', d' del fattore di ^ delle espressioni 
precedenti , poiché questi termini dovendosi moltiplicare per 
f/ y \f/' , d contenuti nell'altro fattore qui introdotto , diverreb- 
bero quantità dell'ordine di quelle che si trascurano nella ap- 
pressi mazioore su cui questa riduzione è fondata. Le somme S 
contenute in queste espressioni sono ora somme triple , relative 
alle tre quantità variabili x^^ y^^ ^ , di cui X, vi entra esplici- 
tamente j e x^ j y^ con ^ stesso sono contenute implicitamente 

nelle quantità p,p',>f,>f',^>^' ^ ^ che tutte sono fun- 
zioni dì queste tre variabili ; ma possiamo cangiare queste tre 
variabili in altre polari di cui una sia r stesso , poiché se in- 
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dlcbìaino con B l'angolo che fa r colVasse delle ^, e con y 

rangole che fa la projciìone di r sul piano delle x^ y ^ coU'asse 

x^ , avremo 

J^rrrcosfi, ^,=r8ini3smy , x^=rco8i8cosy , 

valori , che sostituiti nelle espi^essioni dì ^ , \f/ , d , ^\ xf ' , ò* 
faranno prendere, come è facile verificarlo , alle quantità com- 
prese sotto al segno 2 la forma p Fr^ rappresentando con p una 
funzione intiera di seni, e cosseni di i3 e di y , che sono unita- 
mente ad r le nuove variabili , e con Fr una funzione di r 
della stessa specie che fr , di cui i valori sono insensibili per 
ogni valor sensibile della variabile, e che inoltre è uguale a zero 
pel valor particolare zero di r , cioè rappresentando con Fr il 
prodotto di fr per una quantità che diviene nulla quando r=o . 
Ciò posto le somme di cui si tratta si comporranno di parti a 
cui si potrà dare , per distinguere le tre sorta di somme che 
esse rinchiudono, la forma 2 [(22/?) Fr], il 2 esteriore alla 
parentesi corrispondendo alla variabile r, e potè odo estendersi, 
giusta la natura della finzione Fr , sino ad r = oo , e li due 
altii 2 riferendo^ alle variabili Bey, 

83. La doppia somma indicata dai 2 sotto la parentesi può 
ora cangiarsi in un integrale doppio per mezzo delle conside- 
razioni seguenti. Descrìviamo dal punto M come centro (fig. 1 3) , 
e con un raggio Ma uguale ad r una superficie sferìca ; divi- 
diamo questa superficie in un gran numero di parti , come 
abcdj abbastanza piccole perdié si possa riguardare in ciascuna 
di esse la quantità p come sensibilmente costante , sebbene essa 
sia funzione di Bey die variano colla posizione di r , e 
indichiamo con sr^ una di queste parti , cosicché s sia un coef- 
ficiente indipendente da r , esprimente la grandezza d'una pic- 
cola parte di una superficie sferica descrìtta sullo stesso centro 
M con un raggio = i , e corrìspondente alla parte sr^ della 
suddetta superficie di raggio r . Il valore di 2 2/7 relativo 
alle molecole comprese in questa porzione 5 r^ di superficie sarà 
il prodotto di y? e del numero di queste molecole*, per questo 

numero si potrà prendere — , indicando con a la distanza 
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media tra due molecole consecutìve nella sfera d'azione di M^ se 
come lo supporremo dapprima r é molto grande relativamente 
a <piesta distanza media delle molecole. In questa maniera la 
doppia somma 22/7 relativa a tutta la mezza superficie situata 
da una parte del piano delle x^y^ che è quella posta a destra 

nella nostra figura, avrà per valore — ^^ps^ questa nuova 

somma estendendosi a tutte le parti s della mezza superficie 
che ha i per raggio. Ora a cagione della piccolezza di queste 
parti si potrà cangiare s neirelemento di quest'ultima super- 
ficie j che si può considerare come un rettangolo avente per 
le due sue dimensioni dB e sen Bdy (come è facile vedere 
dalla figura in cui si è segnato l'angolo B che il raggio r fa 
coU'asse delle ^, e l'angolo y che la proiezione del raggio 
r sul piano delle x^y, fa coU'asse delle x J e che sarà per con- 
seguenza espresso da senBdBdy, e i segni 2 in segni d'inte- 
grazione I cosicché I avuto riguardo ai limiti relativi alla mezza 
superficie della sfera, si avrà 



^^psznj I psenBdBdYf 

n indicando , al solito , il rapporto della circonferenza al dia- 
metro • e riferendosi i limiti o , e — tt alla variabile B. e ì 

limiti o e 29r alla variabile y. Si avrà dunque per la doppia 
somma dimandata 



22;?= — / / psenBdBdy. 

Questo risultato richiede in vero che r sia un moltiplo molto 
considerevole della distanza media a tra due molecole conse- 
cutive j onde la pìccola porzione di superficie sferica s r^ clic 
abbiamo considerata sìa pure abbastanza estesa per compren- 
dere un gran numero di molecole , poiché altrimenti il nunioio 
di queste molecole contenuto in tale porzione poticbbc non 
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CMK propoRioiiale al quadrato di a, come abbiamo supposto. 
Ora questa condizione non può aver luogo pei valori di r più 
picooB, e che apparterrebbero a superficie sferiche formate dalle 
molecole più yicine al punto M che si considera, airintorno 
di esso , valori che pure dovrebbero a rigore essere compresi 
nella terza sommazione relativa ad r che resta ora a fisire delle 



I 



quantità SZ/i , ossia — / / psenBdBdy moltipli- 

cate per Ppm Ha siccome abbiamo veduto che la funzione /r, 
da ad si forma Fr, vi è moltiplicata per r, o per una funzione 
«fi r che si annulla per r-^zo j i yalori di 'Z'ZpFr relativi 
a valori poco considerevoli di r saranno molto piccoli , purché 
fr non sia una funzione tale che il valore ne divenga somma- 
JBente grande per questi piccoli valori di r , o piccole distanze 
delle molecole tra cui si considera l'auone , come ciò avver- 
lehbe se il rapido decrescimento che abbiamo supposto aver 
kogo per l'accresciniento di r y onde l'azione divenga insensì- 
Uè a qualunque distanza sensibile , cominciasse a manifestarsi 
fii dalle più piccole distanze. Questa circostanza supporremo 
qu non aver luogo, doè alla condizione già ammessa per la 
fanzione fr , che essa divenga insensibile a distanza sensi- 
bile , agginngeremo quest* altra , che il raggio d' attività delle 
molecole sia molto grande relativamente agli intervalli che 
le separano , cosicché ciascuna molecola estenda la sua a- 
sione sopra un gran numero di strati di molecole che la 
arcondano , e che la rapida diminuzione di quest' azione non 
accada se non quando la distanza é divenuta la somma d'un 
grandissimo numero di questi intervalli j non sof&endo per le 
Jistinae minori che un decrescimento secondo una legge ordi- 
naria. Abbiamo veduto al n.^ 7 un esempio di funzione , che 
per la sua forma soddisferebbe a questa condizione. Supponiamo 
adunque che la funzione fr della distanza , che rappresenta 
Vazione molecolare sia una funzione di simil genere, sebbene la 
forala reale ce ne sia affatto ignota ; i valori di Fr relativi 
aUe molecole più vicine al punto AI potranno trascurarsi nella 
somma di cui si tratta come prodotti dalla moltipricazionc di 
(\uelli di fr non grandissimi per una funzione niolto piccola di r ; 
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onde la supposizione che abbiamo fatta di r molto grande 
relativamente ad a in tutti i termini di questa somma y per 
poter esprimere ciascuno di essi per un doppio integrale, sarà 

ammessibile , e si avrà cosi 

1 

S[(S2;?)Fr] = 2— / / psenBdBdyFr 



I 



= / / psmèdBdy.^—Fr. 

Sarà poi permesso di comprendere o trascurare a piacimento 
in questa somma i più piccoli valori di r , poiché la parte 
della medesima che vi si riferisce non altera la somma intiera^ 
supporremo dunque che essa si estenda da r=o sino ad r=Q0, 
quest'ultima supposizione essendo anch'essa permessa dalla na- 
tura di questa legge , per cui l'azione diviene insensibile a di- 
stanza sensibile. 

84* Ciò posto , cercando i valori particolari di p per ciascuna 
delle espressioni cosi ridotte alla forma suddetta , che entrano 
ne' valori sopra stabiliti di P j Q, Rj per mezzo della sostitu- 
zione reale dei valori di 3c^ ^ y^^ ^ in funzione di r , 6y y 
nelle espressioni dì f y \\/ , 6 ^ J>' j ^^^' j 6' y ed eseguendo se- 
condo le regole ordinarie le integrazioni che rimarranno indi- 
cate in queste espressioni , si troveranno i valori definitivi se- 
guenti dì P y Qy R: 



Q^-k(c' 



du 




, du , 
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du du , du ,, di^ , 
dx djr dz dx 
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V ^ ^ "^ / 

/ dw „ dw dw , du ^^ du^ ^ ** ^^ '\ 
\ ' dz dx dy dx dz dy dz J ^ 

ore sì é fatto per abbreviare 

€ Uiogiui Tichiamani che e , e', c^ sono i cosseni degli angoli 
ÓÈt la normale alla supefficie di separazione delle due parti 
ià eorpo di coi una agisce sull'altra CEiceTa prìmitiTamente cogli 
usi deDe x ^ y ^ %\ che questa normale è condotta pel punto 
Uh stessa superfide a cui corrispondono le componenti P , Q , 
K di ipiest'aùone -, e finalmente che essa é situata al di fuori 
ddb parte del corpo che esercita l'azione, e contenuta in quella 
sa cu a eserdta (t). 

Se si fa coincidere questa normale con ima parallela all'asse 
deDe % , cosicché la superficie 4i separazione delle due parti 
dd corpo avanti al suo cangiamento di forma sia un piano pa- 
nllelo a quello delle xy , si avrà c = o , c' = o , c"=i , e 
le si indicano con P. , Qi , JRg i valori di P , Q, JR , in questo 



caso , essi saranno 



(i) Nella Memoria già citata $uiJC equilibrio e sul moto dei corpi solidi 
dtittiri e dei fluidi^ letta in ottobre del 1829 , e che si trova nel 1^ (asc, 
del Giornale della Scuola politecnica ( vedi anche BuUetin di Ferussac , 
jfàn i83o), PoiisoB giunge per un'altra via alle stesse equazioni, nelle 
|Bdli suppone più semplicemente 

! eueodo rinterraUo medio deDe molecole ; valori a cui si rìdu irebbero 
facili indicati di iC e k, facendon a3=£$s£3.r».4fr. 



dz \dz dx / ' 

Nel caso in cui la normale alla superficie di separazione sari 
parallela all'asse delle y ^ e per conseguenza la superficie stessa 
ài separazione parallela al piano delle xz j si avrà cz^Of 
c'=i I I c**=o j e indicando con P% , Q», JR» i valori di /\ Qy it 
in questo caso, ne risulterà 

„ / dw\ (du dv dw\ 

# 

' ^J^ \dy dz) ' 

Finalmente se questa normale è parallela air asse delle x , e 
per conseguenza la superficie di separazione delle due partì del 
coi*po parallela al piano delle yz^ e se si indicano allora con 
ft, Q3, /?3 i valori di Py Q, Ry avremo c=i, c'=o , c"=o, 
e quindi 
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^aragonaDdo questi yalorì particolari colle espressioni generali 

\ P y Q, R f se ne conchiuderà 

/l = i?, e" -*./?» e'-*. Use; 

che si sarebbero anche potuti stabilire con ragiona- 
difetto. 

85. L^ componenti dell' azione molecolare in ciascun punto 
CMendo espresse dalle formole precedenti, si formeranno colle 
regole ordinarie della statica le equazioni d'equilibrio del corpo 
dopo il suo cangiamento di forma prodotto da forze date ap- 
plicate a ciascuno de' suoi punti. Si concepisca a tale oggetto 
iTanti al cangiamento di forma del corpo un parallelepipedo 
rettangolo (fig. i4) di cui Af sia l'apice d'uno degli angoli so- 
lidi , e / , /' , /" siano i tre spigoli rispettivamente paralleli agli 
assi delle x y jr , z , dimensioni che si suppongono piccolissime, 
iNide l'azione del corpo sopra i diversi pimti di ciascuna delle 
fiKcìe del parallelepipedo non varii sensibilmente in tutta la sua 
ertensione , ma tuttavia tali che il raggio d'attività delle mo- 
lecole ne sia una piccolissima parte, affinché si possa trascurare 
rdativamente all'azione intiera del corpo sopra ciascuna faccia 
b parte che corrisponde ai punti dì cui le distanze agli spìgoli 
lono minori di questo raggio; l'azione del corpo che corrispon- 
derà , per esempio , alla faccia parallela al piano delle xy e 
■^giacente al punto Mj faccia di cui l'area è rappresentata da 
fi'y aTrà per componenti Pill\ QtU'y RilV dopo il cangia- 
ito di forma. Per la faccia opposta queste componenti sa- 
rispettivamente 



pjv-^ ^ivi\ n,iv^Ì2iivr Rjr -^" //'/"; 

dz ^ dz dz 

id^angendo cioè a ciascuna componente precedente la sua va- 
riaaooe per l'iiiiervallo l" nella direzione delle z, variazioiic 
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die a cagione della piccolezza di /" si suppone proponionak 

a quella che corrisponderebbe all' intervallo differenziale d%. 
Queste componenti relative alle due faccie del parallelepipedo che 
abbiamo considerate esercitando la loro azione in direzione op- 
posta, l'azione totale risultante dall'azione su queste due {accie 
avrà semplicemente per componenti 

_f^/rr, —^iei\ ^^ivv\ 

dz az dz 

e ridonando nella stessa maniera sulle altre faccie opposte 
due a due, e rappresentando con X il volume //'/" del paral- 
lelepipedo , le forze che provengono dall'azione che sul paral- 
lelepipedo si esercita dal rimanente del corpo , saranno 

dP^ dQ, dR. 

~'dr^' """3^^3' '^1^''' 

dP. dQ^ dR^ 

-"■^^^ ^'d7 ' """57 ' 

——X — ^X — — X 
dx ' dx ' dx 



Quelle della prima linea verticale agiranno parallelamente a^ 
assi delle x , quelle della seconda parallelamente agli assi 
delle X , e quelle della terza parallelamente agli assi delle z i 
e tutte saranno dirette nel verso delle coordinate primitive. 

Per altra parte indicando con ^ , jT , Z le componenti delle 
forze date che agiscono sopra ciascun punto del parallelepipedo 
e che possono supporsi costanti , e le stesse che al punto M , 
per tutta l'estensione del medesimo ( queste componenti paral- 
lele agli assi delle x ^ y ^ z , tendenti ad aumentare queste 
coordinate e riferite all'unità di massa), e chiamando p la den* 
sita del corpo al punto iXf , e sensibilmente la stessa in tutta 
l'estensione del parallelepipedo, le componenti delle forze date che' 
agiscono sulla massa del parallelepipedo saranno A^pX , 1^/X , 



17^ 
Zf\ . Ciò posto per r^qiùlibrìo del parallelepipedo bisognerà 
che li abbiano queste trje equazioni 

^ dPn dP^ dVi 



dz dy dx 



y _dQ, dQ^ dQi 
^^ dz'^ dy'^ dx ' 

7 ^ éJ^ él± 
^"^ dz'^ dx'^ dx' 



(A) 



fopprimeiido il fattore X comune a tutti i termini delle forze 
soYra espresse ; esse sono, come si vede, le stesse che se si fos- 
sero supposte le dimensioni del parallelepipedo infinitamente 
piccole y ipotesi cbe non si poteva prender per base dell'analisi 
trattandosi d'un corpo formato dì molecole che non sono con- 
tile , ma alle conseguenze della quale siamo cosi nondimeno 
condotti dalla con^deraziooe di queste molecole discontinue , 
mediante le approssimazioni che abbiamo ammesse. 

86. Le equazioni cosi stabiUte esprimono le relazioni richie- 
ste perdiè il parallelepipedo , che abbiamo considerato , non 
possa avere alcun moto di traslazione. Per V equìUbrìo di 
questo parallelepipedo si richiederebbe ancora che si avesse ri- 
guardo ai momenti delle forze che lo sollecitano e che debbono 
dlstru^ersi, perchè esse non lo facciano girare in alcuna direzione; 
ma il signor Poisson dimostra, nella citata Memoria, che le e- 
qnaùoni che ne risultano sono identiche , cioè si verificano per 
loro stesse giusta i valori sovra indicati delle componenti delle 
ferze molecolari nelle direzioni delle x y y ^ z , cosicché non 
ne risolta alcuna ulterìor condizione ; onde le tre equazioni 
aopra stabilite bastano per assicurare Tequilibrìo del parallele- 
ppedo cbe abbiamo considerato nell'interno del corpo. 

M4 indipendentemente da queste tre equazioni comuni a tu Iti 
i punti del corpo, ve ne sono altre che non hanno luogo se non alla 
ami superficie. Per istabilirle collochiamo il punto M (fig. i5) 
ad una distanza insensibile dalla superficie , ma che sia tuttavia 
iigttale o superiore al raggio d attività delle molecole. Per questo 
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punto conduciamo avanti il cangiamento di fonna una normale 
alla superficie, e un piano perpendicolare a questa normale. 
Sia CD Tarea della sezione fatta nel corpo da questo piano : le 
dimensioni di a> saranno ancora insensibili y ma molto grandi 
relativamente alla sua distanza dalla superficie *, si potranno per 
conseguenza prendere <oP ^ 00 Q^ (oR per le componenti dell'a- 
zione che sopra la parte compresa tra questa sezione , e la 
superficie esercita il rimanente del corpo dopo il cangiamento 
di figura , e nei valori di P ^ Q, R ^ che sopra abiamo stabi- 
liti in generale j e y e* j e" saranno i cosseni degli angoli che la 
perpendicolare a questo piano faceva primitivamente cogli assi 
delle X y y y z , la qual perpendicolare incontrerà la superficie 
in un punto che chiameremo Mi . 

Supponiamo che altre forze date siano applicate alla super- 
fìcie -, siano Xiy Yi ^ Zi le loro^ componenti relative al punto 
Mi riferite all'unità di superficie , parallele agli assi delle x y 
y j z y e tendenti ad aumentare le coordinate del loro punto 
d'applicazione. Indichiamo con 0?^ la porzione di superfiàe che 
termina la piccola porzione di corpo , che consideriamo , cosic- 
ché le forze esteriori che le corrispondono abbiano per valori 
<o^ Xi y <o^ y, y a>^ Zi y Ìsl vanaziouc delle forze Xi , I^ , Zi 
potendo trascurarsi in questa piccola estensione di superficie. 
Si potranno anche trascurare le altre forze date che agiscono 
su tutti i punti interni di questa stessa porzione y stante la pic- 
colezza del suo volume relativamente alla sua superficie ; si avrà 
in conseguenza per l'equilibrio di questa porzione del corpo 

m^Xi-^ooPziio y cD^F-f-wQzzo , cD^Zi-f-a)A=o , 

o semplicemente 

Xt-^Pzsoy r,-*-Q=o, Zi-4-Aso, 

osservando che o^ non differisce sensibilmente da o) , e divi- 
dendo le equazioni per m . Mettendo per P y Q y R i valori 
sovra stabiliti in funzione di Piy Qi y ecc. , queste equazioni 
divengono 
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jr, t-Pi e" -♦- Pm e' H- Ps C= O 

r,^Q.c"-t-Qtc'-^Q3C=o } (B) 

Zi -f. «, e" -f- /?.C' -♦- i?S e = O 

Le coordinate del punto M non differiscono sensibilmente da 
qoeUe di ilf I , né i cosseni e, e' , e" da quelli degli angoli "che 
il la normale in Mt alla superficie del corpo. Se dunque sì 
indicano con Xt^ yi y Zg le tre coordinate d'un punto qualun- 
que Mt della superficie del corpo, si potranno in queste equa- 
BÌoni considerare Pt y P%y ecc. y come pure le forze date ^i, 
Tt y Zx come fiinùoni di Xxy yxy Zx non altrimenti che le forze 
Pt 9 P%y ecc. relative all'interno del corpo, e le forze applicate 
al medesimo erano funzioni delle coordinate x , ^, z del punto 
M relativamente al quale si consideravano , e sostituire per e y 
d y ìT i loro Talori in funzione di queste variabili , che si de- 
durranno dall'equazione della superficie del corpo. Se il coi^o 
rinchiudesse nel suo intemo uno o più spazii vacui , queste 
equazioni dovrebbero aver luogo per le superficie che li ter- 
minaiio , come per la superficie estema del corpo. 

Quarte equazioni (B) unite alle equazioni (A) esprimono tutte 
k coodirioni necessarie y e sufficienti per l'equilibrio del corpo, 
doè dovranno perciò le equarioni (A) yerificarsi per ciascun 
ponto dell'interno, eie equazioni (B) per ciascun punto della 
superficie. 

87. Da queste equazioni relative all'equilibrio di ciascun punto 
si possono derivare quelle relative a una porzione qualunque 
finita del corpo. Sia per quésto dm l'elemento differenziale della 
massa della porzione di corpo che si vuol considerare , cosicché 
ù abbia dmm^dxdydz , p essendo sempre la densità nel 
luogo corrispondente a quest'elemento ;• moltiplichiamo la prima 
delle equazioni (A) per dxdydz , poi integriamo i suoi due 
membri , estendendo gli integrali a tutta questa porzione del 
corpo ; avremo 

Voi. L la 



178 

Per fissare le idee supponiamo che il piano delle xy sia oriz- 
zontale e l'asse delle z verticale , e diretto all'insù , come ciò 
é rappresentato nelle nostre figure qui sopra. Se si mette il 
primo termine del triplo integrale che forma il secondo membro 



e SI in- 



di quest'equazione sotto la forma / Idxdy 1 1 * dz , 

dicano con (P,) e [Pil i valori di Pi relativi ai due punti 
della superficie che hanno la stessa projezione orizzontale , per 
ciascim valore di x ed^, cioè (P|) pel punto superiore , e 
[Pi] pel punto inferiore , che sono i due limiti tra cui dee 

prendersi l'integrale / -^ dz , il valore di quest'ultimo inte- 
grale sarà (Pj)— [P,] , e si avrà cosi 

rj^r^dxdydz=rr{Pi)dxdy^rr{p,-\dxdY . 

11 primo termine di quest'integrale doppio ' dovrà estendersi a 
tutti i punti superiori, e il secondo a tutti i punti inferiori al 
piano delle xy nella porzione di corpo che si considera. 

Se indichiamo con y il cosseno dell'angolo che fa in un pimto 
qualunque della superficie la parte esteriore della normale alla 
superficie in questo punto coU'asse delle z positive , e con ds 
l'elemento dill'erenziale di questa supei-ficie, avremo dxdy^zyds 
od zz — yds^ secondochè si tratterà dei punti superiori per 
cui y sarà positivo, o degli inferiori per cui questo cosseno sarà 
negativo. Per conseguenza la differenza dei due integrali doppii 
si ridurrà ad un solo integrale semplice esteso alla superficie 
intiera , cioè si avrà sempUcemente 

Si troverà nella stessa maniera 



ffP^dxdydz^f&P.d 



ffP'^dxdydz^f.P^ds, 
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cbiamando i3 ed a i cossenì degli angoli cbe fa la parte este- 
riore della normale in un punto qualunque della superficie cogli 
assi delle y e delle x positive. Ne risidterà dunque 

e operando nella stessa maniera sulle due altre equazioni (A), 
se ne conchiuderà 

fYdmr=^fÌyq^^RQ^^ft.(li)ds , 

fzdrn^ f\y Ri-^ BR^-^ 0. Ri)ds . 

Queste tre equazioni sono relativamente a una porzione quar 
hmque finita del corpo ciò che erano le equazioni (A) relatì- 
yamente ad un elemento infinitamente piccolo della sua massa. 
Se una parte della superficie di questa porzione appartiene 
alla superficie stessa del corpo ^ y ^ B j a saranno la stessa cosa 
che e'' y c\ e nelle equazioni (B) che esprimono le condizioni 
dell'equiUbrlo alla superficie j cosicché moltiplicando queste per 
ds y e prendendone gli integrali, esse diverranno 

rX,d5^—jlyPr'^BP^^a.Pi)ds, 

Jr.ds^^f.yq.^sq^-^aqi^ds, 

fz^d5-'^flyRt^BR^'^ARi)ds', 
riunendo queste equazioni a quelle or ora dedotte dalle equà« 
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zloni (A), e osservando , che in queste g^ integrali, cbe for- 
mano i secondi membri , si estendevano a tutta la superfioe 
della porzione die si considera , intema ed estema, mentre in 
quelle dedotte dalle equazioni (B) essi comprendono solo le 
parti della superficie esteme o libere, cosicché, sottratti questi 
dai primi, rimangono gli integrali relativi alla porzione intema 
della superficie di cui si tratta, cioè a quella per cui la porzione 
del corpo , che si considera , è separata dal rimanente , u a- 
vranno , per esprimere le condizioni dell'equilibrio delle forze 
tanto inteme che esteme colle azioni molecolari, le equarioni 

jzdm^rZ^ds^jlyR^^RR^^OLRi^ds^ 



ossia 



rXdm^JlyP,^èP^^a,Pi)ds—rX,ds, 
jYdm^j[y(l,'^Rq^^a.qi)ds—JY^ds, \ (C) 

f^Zdm^JlyR^^QR^^a.Ri)ds—fZnd5, 

ove i primi integraU dei secondi membri corrisponderanno alle 
porzioni sole di superficie della parte del corpo che si considera 
tracciate nel medesimo, e i secondi a quelle appartenenti alla 
sua superficie libera. 

Il sigQor Poisson fa vedere che quando invece di considerare 
una porzione soltanto del coipo , si considerasse il corpo in- 
tiero , nel qual caso tutta la superficie sarebbe libera , queste 
equazioni (A) , (B) , (C) si ridurrebbero alle equazioni che i 
principii generali della statica danno per Tequilibrio d'un corpo 



i8t 
•ofledlaio da torte estnmee qualunque , e dove non sì ha 
d'uopo di considerare le azioni molecolari, sebbene per mezzo 
loro le forze estranee agiscano sul corpo stesso e tra loro. 

Per altra parte le equaùoni (A) , (B) convengono anche allo 
stato primitivo del corpo , cioè in cui esso non fosse sollecitato 
da alcuna forza estranea ; per applicarle a questo caso parti- 
colare basta fare nei yalori di Pt^P^ ecc. , sovra indicali , 
s=o, vzizo j <v=zo I e sopprìmere nelle equazioni (A) e 
(B) tutte le forze date y inteme od esteme. Cioè si avranno 
/li=Qa=Ps=— ii[, e le sei altre quantità P,, Q, ecc. nulle-, 
le tre equazioni (A) si ridurranno semplicemente a 

dK dK dK 

rf^ = ^^ 5y=^' "^ = ^' 

e le tre equazioni (B) ad una sola, K:=zo ; in conseguenza 
ddle tre prime equazioni K è una costante , che è nulla in 
Turtù dell'ultima. Kimettendo dunque per K ciò che questa let- 

tera rappresenta , e sopprimendo Ufattor costante t-^i sì avrà 

Z/^/r:z:o. Cosi nello stato del corpo, che si può considerare 
come il suo stato naturale , óoè in cui non è sottoposto che 
alla mutua azione delle sue molecole, dovuta alla loro attrazione 
e al calore y gli intervalli che le separano debbono essere tali 
che quest* equazione abbia luogo per tutti i punti del corpo , 
cioè che la somma delle azioni fr di tutte le molecole circon- 
danti sopra ciascuna molecola che si considera, moltiplicate 
pd cubo della distanza di ciascuna delle prime molecole a 
quest'ultima, sia nulla , gli uni di questi prodotti distruggendo 
gii ahrì che agiscono in direzione opposta (i). 

Si dee osservare col sig. Poisson che se si potessero trasfor- 
mare le somme espresse dalle lettere £ e Ai in integrali, come 



(t) Seeondo Taltra espressioDe di K stabilita dal sig. Poisson nella sud- 
tea MaMOfia del ao.« fate. òt\ Giornale della Scuola politecnica, e indicata 
fa sovra adla nota al nfi 64 % ti avrebbe semplicemente nello stato nalu- 
nlc y CMM Taatore lo dinoalra colè dinttamaiiic ^ 1 rfr =, o . 
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potrebbe hAo credete la ctreostann che r crésce in dascnna 
di esse per piccolissime difTerenze uguali ad <t , il valore dì k 
dÌTerrebbe lo stesso che quello di K preso negativamente. In- 
fatti per questa trasformazione si dovrebbe moltiplicare sotto 

.1 .egno S p^ Ir, e .arrogare . questo seguo 4«aio dell' 
integrazione f x^ ^^ darebbe 

o o 

Se si integra per parti quest'espressione di A:, avendo riguardo 
ai due limiti tra cui l'integrazione dee farsi , e alla natura de\\n 
funzione fr ^ si troverà che essa diviene 






V a' 



come si è detto *, ne risulterebbe dunque che il valore di k sì 
annullerebbe con quello dì K y ìì che non è ummessihilc. Questo 
fa vedere che le somme rappresentate da queste lettere /i, e 
k sono del n\;itteìO di quelle che non possono essere c<ingiatc 
in integrali y il che , come il signor Poisson ha dimesticato, può 
accadere in molti casi y anche quando si suppongono piccolis- 
sime le differenze della variabile. Non si può far vedere a priori 
che tale debba essere iu particolare il caso delle somme di cui 
si tratta y relative alla funzione fr y poiché si ignora la foi-ma 
di questa funzione ; ma esso è in generale quello di molte fun- 
zioni che come fr crescono rapidissimamente per raccrcscimento 
della variabile^ ed in esso si trova , per esempio , la forma di 
funzione che sopra si e indicato poter soddisfare alle condizioni 
a cui è sottoposta la funzione fr . Il valore di k non sarà dun- 
que nullo nello stato naturale del corpo y come lo e quello di 
K. Questo valore di ^ in tale stato del corpo , dipenderà didla 
natura e dal calore del medesimo ; esso potrà essere rappre- 
sentato dal peso dW cilindro di materia conosciuta avente per 
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baie runlta di superfide^ e un'altezza conveniente, e doVtà esser 
dai* per ciascun .corpo in particolare e per. ciascun grado di 
temperatura, 

Lt forze P| , Qi , fli , P% ecc. , e per conseguenza quelle 
P ^ ^ y Rj cioè le foi*ze che esprìmono l'azione d'una . parte 
del corpo sull'alti-a nello stato naturale, saranno però tutte nulle, 
le loio espressioni sovra stabilite essendo formate di termini di 
cui ^i uni hanno K per fattore , e gli altri contengono solo k 
Dioltiplicato per coefficienti differenziali di a , u ^ 4V , che sono 
nulli in questo stato. Quindi si vede che quando un corpo é 
nel sio stato naturale , cioè non è compresso , né dilatato da 
alcuni forza , come quando è posto nel vacuo , e si fa astra- 
zione anche dal suo peso , non solamente ciascuna molecola é 
in eqjilibrio nel suo intemo e alla sua supei'ficie, ma la risul- 
tante delle azioni molecolarì è separatamente nulla dai due lati 
opposti di ciascuna piccola parte del corpo ; e ciò è una con- 
seguenza necessaria della . supposizione che l'equilibrio abbia 
luogo indipendentemente da ogni forza estranea; poiché se si 
considera , per esemplo , un solo filetto composto d'una serie 
di molecole , le porzioni pìccolissime del medesimo , ma più 
grandi che il raggio d'attività delle molecole , poste a ciascuna 
delle sue estremità , non debbono certamente essere attratte , 
né respinte dal resto del filetto , altrimenti sì richiederebbe 
una forza applicata a ciascuna delle estremità per rìtenerle ; ma 
per la stessa ragione ciascuna di queste porzioni non dee eser- 
citare alcuna azione sopra un'altra porzione piccolissima imme- 
diatamente vicina ^ e cosi successivamente , onde le azioni 
molecolarì che hanno luogo dai due lati d'una qualunque di 
queste piccole parti in tutta la lunghezza del filetto saranno 
separatamente nulle. In questo stato le distanze che separano 
le molecole debbono esser tali, che questa condizione sia rìem- 
pluta , avuto riguardo alle loro mutue attrazioni , e alla ripul- 
sione calorìfica che si dee pure comprendere tra le azioni mo- 
lecolari. Per quanto duro e solido per conseguenza sia un coipo, 
la forza che si oppone alla separazione delle sue parti è nulla 
neUo stato che qui conslderìamo; essa non comincia a nascere 
se non quando cerchiamo di operar questa separazione , e can- 
narne cosi alcun poco la distanza delle molecole. 
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86. Supponiamo^ per applicare le formole precedenti a un 
caso particolare , atto a mettere in evidenza la natura ddla 
quantità k nei diversi corpi , che le forze inteme , cioè agpli* 
cate ai punti della massa del corpo, X^ T ^ Z siano nulle . ma 
che il corpo sia sottoposto all'azione di forze esteme nomaC 
alla sua superficie in ciascun punto di questa. Sia N la forza 
relativa al punto ATi , e di cui le componenti sono Xt, Y ^ 2% 
nella direzione degli assi delle coordinate , riguardando qiesta 
forza data come positiva o negativa , secondo che agis« da 
fuori in dentro , o da dentro in fuori , cioè secondo che essa 
tende a comprimere o a dilatare il corpo. Richiamandoc che 
abbiamo considerato come positive le forze Xt ^ Yx y Z^ ten- 
denti ad aumentare le coordinate positive x ^ y j z y cioi che 
•agiscono da dentro in fuori, al contrario di quello eh: ora 
supponiamo per N j avremo 

jr,=~iVc, 7,=— JVc', Z,z=i^Nc\ 

€y c% €p essendo i cosseni degli angoli che la parte estema 
della normale al punto Mi fa cogli assi delle x , y , z , come 
nell'equazione (B) relativa alla superficie. Sopponiamo inoltre 
la forza N costante , cioè la stessa per tutti i punti della su- 
perficie , e il corpo omogeneo e sferico ; si soddisferà necessa- 
riamente alle equazioni (A) e (B) , ammettendo che il corpo 
sia per tutto e in tutte le direzioni ugualmente compresso o 
dilatato , non essendovi ragione per cui la compressione o di- 
latazione debba variare da un "punto all'altro. Cosi la distanza r 
compresa tra due punti vicini M e M' y essendo divenuta r' 
dopo il cangiamento di forma del corpo , si avrà n'i^ir^^ri ^ 
indicando con i una quantità indipendente dalla direzione della 
retta MM* y e dalle coordinate x y yy z del punto My e che 
sarà positiva o negativa , secondochè vi sarà compressione o 
dilatazione. Avuto riguardò ai valori di r e r' , cioè 
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=j/j(...x..g.^.^,v...£)' 

qnesta condixione r'ssr^^ri non può yerificarsi se non sup- 
ponendo ,- = ^ ss -^* s — } , e tutte le altre differenxìali 

paniali 7" 9 7~ i €^« uguali a Eero , come é Ceicile verificarlo. 

Per altra parte tutti i yalorì di r attorno a ciascun punto 
del corpo essendosi cangiati proporzionalmente nel divenire r' 
ossia t'-^ri 9 Kf che era nullo nello stato naturale , dovrà 
ancora rimaner tale nel nuovo stato d'equilibrio , e il valore 
di k che apparteneva al corpo nel primo stato , potrà consi- 
derar» come costante anche nella compressione o dilatazione 
del corpo , trattandosi sempre di piccoli cangiamenti di distanza 
delle molecole. 

Ciò posto sostituendo i valori suddetti delle differenziali parziali 
di UjUjB w nelle espressioni generali sovra stabilite di Pt^ Qty Rtj 
P% ecc., e facendo Kzzo, ne risulterà Rt'=Q%^ P^^S ki , e le sei 
altre quantità P| , Qi ecc. saranno nulle ; in conseguenza le equa- 

. ,.. .. d,Kc d»Kc d»Kc 

noni (A) diverranno -^ — = o , , ■ =0 , —z — =:o y e sa- 
ranno cosi effettivamente soddisfatte , poiché i è una costante , 
per]^ipotesi, in tutta l'estensione del corpo , e tale é pur aur;.' 
che i^ a cagione dell'omogeneità del medesimo. Per mezzo poi 
degli stessi valori le equazioni ( B ) diverranno — Nc^iz — Skic^ 
-i^c^s— .Site', — iVc"=— 5il»c% che si riducono ad 



i86 

uoa soia, 5ki:=:N, Quindi si Tede che k è una quantità essen- 
nalmente positiva , poiché i dee sempre essere dello stesso 
segno che la forza iV comprimente o dilatante. Nelle differenti 
materie, i sarà, per uua data forza iV, in ragione inversa 
di k y considerato come una cjuantità costante quale sopra sì 
é detto potersi supporre , cosicché k sarà come la misura 
della resistenza della materia alla compressione o dilatazione , 
e in ciascuna materia in particolare t varierà ( nella stessa 
ipotesi di k costante ) proporzionalmente ad N , cioè la 
distanza delle molecole , e per conseguenza ciascuna dimen- 
sione del corpo subirà un accrescimento o diminuzione propor- 
zionale alla forza dilatante o comprimente che agisce su tutta 
la superficie' del medesimo; avrà dunque luogo in questo caso, re- 
lativamente a ciascuna dimensione, ciò che si ammette general- 
mente, dietro alle sperienze, per le dilatazioni o compressioni 
ordinarie , in virtù di una forza che agisce in una sola dire- 
zione, supponendo il corpo inestensibile nelle altre. Secondo la 
nostra analisi questo succederebbe indefinitamente per qualun- 
que dilatazione o compressione , il che non é senza dubbio 
conforme al vero *, ma bisogna richiamarsi che questa analisi è 
fondata sopra approssimazioni che non avrebbero più hiogo per 
cangiamenti di distanza delle molecole che fossero al di là di 
certi limiti , e non si potrebbe più inoltre supporre allora in 
particolare k costante nei diversi gradi di coniprejisione o dila- 
tazione , come abbiamo fatto. Si noterà pure che i nostri ri- 
sultati suppongono che si possa trascurare il cangiamento d^a- 
zione che dee provenire dallo svolgimento o assorbimento di 
calorico nella compressione o dilatazione , o che questo svolgi- 
mento o assorbimento faccia esso medesimo compensazione ap- 
prossimata alla variazione che k subirebbe. 

Secondo l'indicata legge della compressione o dilatazione , il 
volume del corpo essendo supposto P^ nel suo stato naturale , 
diverrà i^(i— 3J) per l'azione della forza iV, e se si deter- 
mina colla spcrienza la sua variazione per una forza conosciuta, 
te ne conchiuderà per mozzo dcirequazione precedente SkizzN 
il valore di k relativo alla materia e alla temperatura del corpo, 
e che potrà poi sostituirsi nelle equazioni generali sopra stabi- 
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t>ìllt6 pel corpo soUecitato nei diversi suoi punti da forze qua- 
lunque. 

. 89. Debbo qui aggiungere che, secondo quello che il sig. Poissou 
fa osservare e dimostra nella sua Memoria sull'equilibrio e sul moto 
de' corpi solidi elastici e dei fluidi (20.^ fascicolo del Journal de 
VÉcoU polytechiìiifue , e Annales de chimie et de physique , 
octobre 1829 ) , qualunque sia la legge con cui si supponga 
variare la somma che abbiamo chiamata k , e che qui abbiamo 
supposta costante ^ come pure quella indicata con K y e che 
abbiamo supposta nulla in tutti gli stati del corpo , come 
dee esserlo quanto ai corpi solidi nello stato naturale^ la pres- 
sione normale, nel caso in cui il corpo è ugualmente compresso 
in tutte le direzioni, pressione che nelle supposte simplificazioni 
abbiamo trovata espressa da 5AS , } essendo la diminuzione 
della 'distanza o intervallo medio delle molecole , avente per 
unità la distanza che corrisponde allo stato naturale , può 
sempre rappresentarsi quando gli intervalli delle molecole sono 
piccolissimi relativamente al loro raggio di attività, e per qua- 
lunque sorta di corpo y da una serie convergente della forma 



% % 



af^-^bp ^ '^C'^ dp ^ -t-ecc. 

in funzione della densità p del corpo -, serie nella quale il terzo 
termine e i seguenti pajono dover essere insensibili relativa- 
mente ai due primi , cosicché se si chiama p la pressione u- 
guale per ogni verso che corrisponde alla densità p , si avrà 

p^=,a^^bp^ y aj e b essendo coefficienti, che non dipende- 
ranno se non dalla materia del corpo , e dalla sua quantità di 
calorico ; onde per uno stesso corpo, sé la densità viene a can- 
giare in maniera che la quantità di calorico non varii , questi 
coefficienti non varieranno ne anch'essi. I corpi solidi e (astra- 
zione fatta dalla loro vaporizzazione ) anche i liquidi potendo 
conservare il loro stato senza il soccorso d'alcuna pressione e- 
stema , bisogna che il valore di p possa esser nullo per un 
valor conveniente di p, il che richiede che i coefficienti a e b 
siano di segno contrario. Indicando con a questo valor parti- 
colare della densità , e supponendo che p divenga et (i -1-/3) per 
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una pressione data Py B essendo una piccolissima firaàone di 
ciù si trascurerà il q[uadrato , à avranno , per determinare 
^esti coefficienti a e b per una data sostanza , le due equazioni 



osanti 



fcflJ, 



d'onde 






3P _3P 



cosicché l'espressione generale di p diviene 

-fi(&-4)=iiia)-(0i' 

osna, iacendo a=i , semplicemente 

Se continuando a supporre la densità naturale = i , si prende 
pure I per la distanza ossìa intervallo delle molecole nello 
stesso stato , e si esprìme con i , come sopra y la diminu- 
zione di questo intervallo prodotta dalla pressione p y sì avrà 

/i = r ^ y e Tespressione di p y relativamente a i y sarà 



Se p j € per conseguenza } é poco conndere? pie, qae«f esprot- 
«kme diviene approssìmatiyamente 

P=|.|l(,-.^)-(.H.a»(=|.|.4»=?^.jr, 

e coincide allora con quella $opra troyata diiV, per mezzo delle 

approssimaùoni che avevamo introdotte nel calcolo, cioè 5ki^ 

3P 3 P 

Csicendo in questa 5A=:-^ , ossia k^=i-^ • -tt ; questo valore 

di i^ é quello che si sarebbe infatti immediatamente trovata 

coU'esperìenza per una sostanza data , poiché se V rappresenta 

il valore di i per la pressione P che produce una condensa- 

& 
none Bj si avrà prossimamente ^'s-r^ onde la formola St^rzN 

ó 

sarebbe divenuta 5A -^ =: P , ossia As= 7 • -j . Redprocamente 
facendo nell'espressione NssSki , 

(i-.}|)3=:. y osàa I— ij=— - , 

e quindi 

I 

Js:i — r=»— ^ » 



/•» 



essa diviene , relativamente a p , 



e, a cagione che p sì suppone pochissimo diverso dall'unità, si 

riduce per approssimazione a N^Sklf? — i j, cioè all'espres* 

none che si dedurrebbe dalla supposizione che in questo caso di 
pressione d'una sfera, uguale in tutte le direzioni, la conden- 
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(azione lineare y quale ù. avrebbe per la medesima pressione 
applicata ad una sola direzione ^ quando il corpo fosse inestensibile 
nelle altre, sìa proporzionale a questa pressione. Infatti se p e- 
aprirne la densità totale prendendo per unità la densità prlmitira, 



p' sarà quella dovuta airavvicinamento delle molecole in una 

I 

sola dimensione y e /> — i per conseguenza la condensazione in 
questa dimensione. Del resto si osservei*à che a cagione della 

piccolezza che si suppone alla condensazione di cui si tratta , 

I 

la quantità p — i si riduce prossimamente a -^(p-^i), e cosi 

k 
Tesprcssione diiVodi/>a5-r(/B— i), k ritenendo sempre 

il valore sovra indicato , onde la pressione diviene anche pro- 
por ionalc alla coudeiisazionc cubica. Ma Tespressione suddetta 

dì Pj relativamente sia a py sia a i j che, rappresentando per 

3 p 

brevità il coefiQcicnte costante y . -^ con Aj prende la forma 

;t»=^(p»-/.3)=//{(i-S)"-(i-8)~*| , 

è quella che si dee ammettere come teoricamente più rigorosa, 
e per compressioni o dilatazioni più estese , quando si supponga 
che non abbia luogo alcuno svolgimento , ne assorbimento di 
calorico , cioè che la temperatura si varii in maniera che la 
quantità di calorico resti costante. Poissoii fa osservare, anche 
a questo riguardo , Pimpossibilità di ridurre le somme d'azioni 
di cui si tratta , e che sopra abbiamo espiasse con A* e A a 
semplici integrali; poiché se si fosse ridotta ad un integrale la 
somma da cui egli ha dedotto il valore della pressione , 

% % 

ap^-^up^ '*'€ '^dp à-H ecc. 

nel nostro caso , essa non avrebbe presentato , che il piìmo 
termine ap^j quantità che non può annullarsi per un valore 
dato e finito della densità p , come ciò dee avvenire ne' corpi 
solidi, e che in generale non può darci un grande accrescimento 
di pressione corrispondente a un piccolo aumento della densità /), 
come Tosservazioue ce lo presenta pure per gli stessi corpi; biso- 



goa per questo che la pressione sia rappresentata da due termini 
disegno contrario, di cui i valori .siano molto grandi relativamente 
alla loro differenza , la quale dovrà divenire nulla per valori 
finiti de' due termini, condizione a cui soddisfa realmente Te- 
spressione che abbiamo trovata. 

n sig. Poisson fa vedere nella citata Memoria , che il valor 
DegatÌTO , quale abbiamo veduto dover essere pei corpi solidi 
quello del secondo termine dell' espressione generale suddetta 
della pressione, suppone che l'attrazione definitiva tra due mo- 
lecole , cioè la funzione della distanza , che esprime Teccesso 
dell'attrazione di queste due molecole sulla ripulsione del loro 
calorico , debba esser negativa , cioè divenire ima ripulsione 
definitiva al dissotto d'un certo Umite della distanza di queste 
molecole , esser nulla a questo limite , ed essere al dissopra 
soltanto di quel limite definitivamente un'attrazione , cioè un 
vero eccesso della forza attrattiva delle molecole sopra la forza 
ripulsiva del loro calorico *, questo adunque dee succedere net 
corpi solidi , e in essi per conseguenza può avvenire , che l'at- 
trazione mutua delle molecole si estenda oltre la ripulsione ca- 
lorifica , e la prima possa ancora essere sensibile a distanze in 
cui la seconda sia già intieramente scomparsa. 

Ma limitandoci qui al valore approssimato della pressione , 
che più sopra abbiamo trovato nel caso della sfera che abbiamo 
considerato, cioè 5ki y osserveremo che con questo valore, in 
quel caso particolare, le equazioni sovra stabilite, che esprimono i 
valori delle componenti delle azioni molecolari , jP , Q , jR , 



divengono 



P=5A-Jc, QzzSklc' , Rzz5kic\ 



che sono i valori delle ri^^ul tanti d'una foi*za 5ArS perpendicolare 
alla superfìcie di separazione delle due parti del corpo die si 
considerano in queste espressioni , d'onde si concliiude che in 
questo caso l'azione d'una parte del corpo sull'altra , ossia la 
risultante delle forze P^ Qj R è nonnale alla superficie di se- 
parazione , e per tutto uguale a 5k^ , ossia alla foiza esterna iV; 
risultato simile a quello che presentano i liquidi ed i fluidi ela- 
stici in conseguenza della proprietà che hanno di trasmettere 
ugualmente per ogni verso le pressioni esercitate alla loro su- 



perfide, mentre nei eorpi solidi elastici ciò non ha luogo ge- 
neralmente. Se ^ è nullo, cioè se il corpo d trova nel suo stato 
naturale , le forze P , Q , A sono pur nulle , conformemente 
a ciò che si é detto in generale di sopra pei corpi in questo 
stato. 

90. Il sig. Poisson ha poi appUcate le formole generali sopra 
stabilite ai corpi di diversa forma, e sottoposti a forze in vana 
guisa su loro adoperate, ed ha ottenuto in parte gli stessi risultati 
che già si erano dedotti da considerazioni teoriche meno rigo- 
irose , congiunte con ipotesi particolari, e che già erano stati 
trovati conformi alla sperìenza, in parte risultati che non erano 
ancora stati stabiUtì, e che le sperienze hanno pure confermati in 
appresso. Questi risultatiriguardano principalmente le lamine e ver- 
ghe elastiche, compresse o tirate o piegate da forze longitudinali, 
o di torsione, o apphcate trasversalmente, e sono gli uni rela- 
tivi all'equilibrio di cui qui si tratta di questi corpi , e gli altri 
ai movimenti di vibrazione dei medesimi. Non seguirò qui il sìg. 
Poisson in queste applicazioni delle formole che non offrono 
più che difficoltà anaUtiche ; debbo però indicare il valore as- 
soluto dell'allungamento o raccorciamento di una verga cilin- 
drica o prismatica per una* data forza di trarione o compres- 
sione che egli ha stabilito dietro alle formole generah , relati- 
vamente alla quantità k che entra in queste formole, onde pa- 
ragonarlo con quello sopra indicato della dilatazione o contra- 
zione lineare prodotta nelle dimensioni d'una sfera dilatata o 
compressa da ogni parte con una forza uguale. Chiamando a 
questo allungamento o raccorciamento d'una verga di cui la 
lunghezza sia /, e la sezione trasversale sia a> , in virtù d'una 

forza ttf , egli trova a= Fl~* ^^ dunque la sezione co fosse 

uguale all'unità di superficie , si avrebbe semplicemente 

2/tzf a ivi 

*=-5T °"*'' 7=5*' 
cioè l'allungamento o raccorciamento lineare per l'unità di lun- 
ghezza è uguale a -wr- > ^ essendo la forza di trazione, o di com- 
pressione sull'unità di superficie; questo risultato è lo stesso che ha 
luogo per l'allungamento d'una corda elastica. Si é veduto che 
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la diUtauone o compressione liocare sull' unità di dimensione 

nel oso della sfera dilatata , o compressa da ogni parte con 

N 
una forza N sull'unità dì superficie, è S = ^ ; la variazione 

deDa dimensione lineare longitudinale nel caso della verga ti- 
nta compressa in questa sola direzione è dunque doppia di 
fieDa prodotta dalla stessa forza sull'unità di superficie , nel 
caio della sfera dilatata o compressa da ogm parte. Questa dif- 
fereua di effetto nelP applicazione delle fòrze dipende da che 
nel caso della sfera compressa da ogni parte, l'allungamento 
raccorciamento che la forza dilatante o comprimente tende- 
rebbe a produrre in una qualunque delle dimensioni è in parte 
controbilanciato da quello che tende pure a prodursi nelle due 
dimensioni perpendicolari alla prima , in vece che nel caso 
della vei^ tirata o compressa longitudinalmente le dimensioni 
perpendicolari alla lunghezza soffirono al contrario una varia- 
xione opposta alla prima , e di cui la possibilità contribuisce 
alla produzione di questa. E la relazione tra queste due soita 
di fariazioni , nel caso della verga, forma appunto uno de' prin- 
cipali risultati nuovi a cui Poisson è stato condotto , relativa- 
mente all'equilibrio delle verghe e lamine elastiche, e che debbo 
qui riferire coll'indicazione delle sperienze con cui fu confer- 
mato ( il che formerà il complemento di quello che già ho 
esposto nell'articolo precedente } riservandomi di riferire i li- 
mitati relativi al moto di vibrazione , nell'articolo in cui trat- 
terò del moto dei corpi elastici. Ecco dunque questo risultato 
quale il signor Poisson medesimo lo espose nel tom. 36 degli 
Annaits de Chimie et de Physique , décenibre 1827. 

Sia a la lunghezza d'un filo di corpo clastico che abbia per 
tatto la stessa grossezza ; sia b l'area della sezione normale nlla 
sua lunghezza, e per conseguenza ab il suo volume. Suppo- 
niamo che gli si faccia subire , per mezzo d'una forza di tra- 
none longitudinale , una piccola estensione , cosicché la 1 nu- 
dezza ne divenga a(i-i-a) , a essendo una piccola frazione ; 
nello stesso tempo il filo si assottiglierà , e se indichiamo con 
^i — g) ciò che diviene l'area della sezione normale, lì essendo 
pvre una piccola frazione, il suo nuovo volume sarà a un di- 
presso izfr(i •4-«— iS). Ora secondo la teoria dei corpi elastici. 
Voi. I. 1 3 
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dì cui abbiamo sopra esposti i piincipii j si dee avereiSs— a, 

cioè la diminuzione della sezione del filo prendendo per unità 
la sua sezione primitiva dee essere la metà dell' allungamento 
del filo prendendo similmente per unità la lunghezza primitiva. 
Sostituendo questo valore di B nell'espressione suddetta del vo- 
lume si ha £i&fi-4* — Al, d'onde risulta che per l'estensione 
a d'un filo elastico sull'unità di lunghezza , il suo volume si 
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trova aumentato secondo la ragione di i -i- — a aU' unità , e 

la sua densità per conseguenza diminuita in una ragione inversa 
di quella. Ora questo risultato si accorda perfettamente con una 
sperìenza che il sig. Cagniard-La-Tour comunicò all'Accademia 
di Parigi , circa lo stesso tempo in cui il signor Poisson an- 
nunziò il suo lavoro , e di cui ecco la descrizione. EgU prese un 
filo d'ottone che immerse verticalmente in un tubo pieno d'ar 
equa; la parte del filo cosi immersa avea a*" , o3 di lunghezza; 
la sua estremità inferiore toccava il fondo del tubo. Sollevò 
egli il filo senza estenderlo, cosicché questa estremità si trovava 
a 6 millimetri sopra al fondo , ed osservò che l'acqua si ab- 
bassava nel tubo di 5 millimetri , cosicché una lunghezza d'a- 
cqua di 5 millim. nel tubo rappresentava il volume d'una lun- 
ghezza di 6 millimetri del filo. Attaccò quindi l'estremità del 
filo al fondo del tubo, poi l'allungò di 6 millimetri per mezzo 
d'una trazione longitudinale ; la sua grossezza ne fu diminuita, 
e l'acqua si abbassò nel tubo di 2"^*, 5 , ossia della metà del 
primo abbassamento ; se ne conchiudc che in virtù dell^allun- 
gamento il volume del filo si è accresciuto , poiché se il vo- 
lume fosse rimasto uguale a quello pnmitivo, l'acqua avrebbe 
dovuto abbassarsi a un dipresso della stessa quantità che quando 
si sollevava il filo senza tirarlo , essendosi ora estratta dal tubo 
una porzione di questo volume uguale a quella che se n'era 
estratta allora , astrazlou fatta dall' assotli<>lianiento di questa 
stessa porzione estratta , che si può trascuraro. Ma l'abbassa- 
mento dell'acqua non essendo stato che la metà di quello che 
prima si era osservato , ne segue che ha avuto luogo un ac- 
crescimento di volume uguale a un dipresso a quello corrispon- 
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dente all'altra metà , cioè uguale alla metà del volume deUa 
porzione tratta fuorì del tubo , e che ne rappresenta Tallunga- 
mento , conformemente al risultato teorico del sig. Poìsson. 

Quanto alle membrane e alle lastre j il signor Poisson 
trova coli' applicazione delle sue formole , che per una forza 
stessa ctf applicata in ogni direzione dei raggi all'orlo d'una 
membrana , o d'una lastra circolare piana , e relativa all'unità 
di superfìcie della sezione presa perpendicolarmente alla super- 
ficie della membrana o lastra j l'alluDgamento lineare sta a 
quello che sarebbe prodotto dalla stessa forza applicata all'unità 
di superficie della sezione d'una corda o verga, nella direzione 
longitudinale , come 3 a 4 9 cosicché la stessa forza applicata 
mccessivamente alla superficie d'una sfera , al contomo d'una 
membrana , e alle estremità d' una corda produce dilatazioni 
lineari che stanno tra loro come i numeri 2 ; 3 ; 4 > ^^ quantità 
k dipendente dalla materia essendo supposta la stessa nei tre 
casi. La relazione poi tra l'allungamento nella direzione del 
n^o della membrana o lastra ciixolare, e la diminuzione del 
ino spessore analoga a queUa tra l'allungamento della corda o 
▼erga , e la diminuzione del suo diametro y quale la stabilisce 
Poisson, è la seguente. Sia b l'arca d'una lastra di corpo ela- 
stico di grossezza uniforme a in tutta la sua estensione ; sup- 
poniamo che si estenda questa superficie ugualmente per ogni 
verso con forza di trazione , e che essa divenga b{i '^ B) y B 
essendo una piccola frazione ; la grossezza ne diminuirà nello 
stesso tempo , e indicheremo con a{i^^A) ciò che essa di- 
verrà , a essendo pure una piccolissima frazione y e il volume 
che era ab sì cangerà a un dipresso in ab{i -f-i3— -ci). Ora 

secondo la teoria del sig. Poisson si avrà ci = ~i3; per conse- 
guenxa il volume si accrescerà nella ragione di I-4-/3 — "^ ^ $ 

ossia di I -f- ~i3 all'unità. Ma questo risultato sarebbe meno 

£icile a veiificarsi che il precedente colla sperienza. 

Qvaato alla torsione delle verghe cilindriche il sig. Poisson ha 
trovato , applicandovi la sua teoria generale j che chiamando e 
à Aggio delia sezione d'una di queste verghe , / la sua lun- 
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ghezza , E il momento della forza applicata alla sua estremità, 
in un piano perpendicolare alla sua lunghezza , per torcerla , 
^^f V arco di torsione che ne risulta , espresso in parti del 

raggio preso per unità , si ha >|/ = , ( ove A è la costante 

dipendente dalla natura della sostanza della verga y e che già 
si è introdotta nelle formole relative alla trazione longitudinale)*, 
il che s'accorda , come si vede y colle leggi che abbiamo de- 
dotte dalle sperienze di Coulomb sull'influenza della lunghezza 
e del diametro della verga a questo riguardo. Quanto al valore 
assoluto di questa torsione, se si fa E^z^r, cioè si suppone 
la forza ttf applicata al vette r per produrla , si avrà 

a^tfr/ 

Quindi se ce è l'allungamento della stessa verga che sarebbe 
prodotto da una forza di trazione uguale a itf, osservando che 
la sezione della verga die avevamo indicata con a> è qui c^tt, 
si avrà, secondo l'espressione di questo allungamento sopra 
stabilita , 

ovvero, facendo r=£, ed esprimendo \{/ nella stessa unità di e 
ed / , \{/ = 5 et , col che si accorda prossimamente il risultato 
che si potrebbe dedurre dalle ricerche sperimentali di Bevan , 
riferite al n.*^ 78. 

I risultati teorici del sig. Poisson sulla torsione dcUe verghe 
furono poi estesi dal sig. Cauchy, dalle verghe cilindriche alle 
vei^he di sezione rettangolare ( Exercices de MaUiématiqut e 
BuUetin de Ferussac ^ juin 1829), e le sperienze del sig. Savart, 
quali sopra le abbiamo riferite su tal punto ( n.^ yS), non sono 
che una verificazione di questi risultati cosi generalizzati. 

91. In tutti i calcoli di cui abbiamo parlato in quest'articolo, 
tendenti a render ragione dell' equilibrio tra le molecole dei 
corpi , sia nel loro stato naturale , sia nel caso di applicazione 
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Jà torte estranee si sono lasciate indeterminate le funzioni della 

distanza tra le molecole che le forze attrattive e ripulsive loro 
appartenenti debbono presentare, ammettendo solo che le leggi 
di queste forze relativamente alla distanza fossero tali che esse 
decrescessero rapidissimamente ad una certa piccolissima distanza, 
onde devenire insensibili a qualunque distanza sensibile , come 
la natura della costituzione de' corpi sembrava richiederlo. Pare 
però difficile di rendersi ragione a priori d'una legge di questa 
specie tra ima molecola e l'altra immediatamente , essendo na-« 
turale il pensare che una forza qualunque proveniente da un 
punto debba seguire nella sua intensità la ragione inversa dei 
quadrati delle distanze da questo punto , cioè dell' estensione 
delle superficie sferiche descrìtte attorno a questo punto preso 
per centro , con raggi successivamente più grandi. Ora vi sa- 
rebbe mia considerazione per mezzo di cui si potrebbero ricon- 
durre cpieste leggi di decrescimento rapidissimo a quella della 
ragione inversa dei quadrati delle distanze ; essa consisterebbe 
nel riguardare le forze di cui si tratta come esercitate non im-* 
mediatamente da una molecola ponderabile sull'altra , ma tra 
le molecole ponderabili e un'infinità di molecole del fluido im- 
ponderabile come calorico od etere, che altronde dobbiamo tra 
loro supporre e che formino attorno ad esse , condensandovisi 
più o meno , atmosfere che n sovrappongono e si penetrano 
TÌcendevolmeute , cosicché la legge dell' attrazione e ripulsione 
apparente che ne risulta tra le molecole ponderabili sia dipen- 
dente dalla legge di distribuzione e posizione delle diverse mo- 
lecole di questo fluido tra loro , e relativamente alle molecole 
ponderabili stesse. Abbiamo veduto infatti che nella supposi- 
liooe che la temperatura de' corpi dipenda dalla maggiore o 
minore quantità del fluido particolare detto calorico frapposto 
tra le loro molecole , sì dee concepire attrazione di queste pel 
medesimo , in virtù della quale esse lo condensino e rattengano 
attorno a loro , e quindi attrazione tra una molecola pondera- 
bile , e il calorico che circonda l'altra, e che nello stesso tempo 
li dee ammettere una forza ripulsiva tra le molecole del calo- 
rico y per cui esso resiste , come fluido elastico, alla compres- 
noae , e che esercitandosi pure tra l'atmosfera di questo fluido 
che circonda una molecola e quella che circonda un'altra prò- 



duce una ripulsione apparente fra le molecole ponderabili stesse. 
Nell'ipotesi poi che la temperatura dipenda semplicemente dalle 
vibrazioni più o men rapide delle molecole ponderabili, e d'un 
fluido detto etere in cui siano immerse , queste molecole deb- 
bono pur condensare attorno a se questo fluido per cui si sup- 
pon^no avere un'attrazione , mentre le molecole stesse delPe- 
tere, come fluido elastico, debbono essere dotate di una forza 
ripulsiva, onde nascerebbero ugualmente forze attrattive e ri- 
pulsive apparenti tra le molecole dei corpi ponderabili, le quali 
solo in questo caso sarebbero indipendenti dalle variazioni di 
temperatura , questa non aumentando la distanza delle molecole 
che per la somma di impulsioni reciproche che risulterebbero 
dal moto più o men rapido di vibrazione. Si può dimque cer- 
care , in qualunque delie due ipotesi , se ammettendo tra le 
molecole de' corpi ponderabili immerse in un fluido clastico in- 
definito , e quelle di questo fluido, un'attrazione in ragion in- 
versa dei quadrati delle distanze , e tra le molecole di questo 
fluido stesso una ripulsione che segua pure la stessa legge, non 
ne potrebbero risultare infatti , in virtù della distribuzione del 
fluido Jittomo alle molecole ponderabili , forze attrattive e ri- 
pulfive apparenti tra le molecole ponderabili, quali la costitu- 
zione dei corpi ci obbliga a supporvi. 

Questo ha tentato di fare recentemente il sig. Mossotti in una 
sua Memoria intitolata: Sur lesforces qui régissent la constitution 
inlérieure des corps , apperqu pour servir à la dtlermination de 
la cause et des lois de V action moléculaire , Turin i836. 

Oltre le forze di cui abbiamo parlato , egli ha pure ammessa 
una forza ripulsiva tra le molecole stesse ponderabili de' corpi, 
anch'essa in ragion inversa dei quadrati delle distanze , quale 
OEpinus era stato condotto a supporla per isplegare la distri- 
buzione dcj fluido elettrico sulla superficie dei corpi elettrizzati, 
e le loro attrazioni e ripulsioni apparenti nell'ipotesi d'un solo 
fluido in essi condensato o rarefatto; e stabiUsce in generale tra 
tutte queste diverse forze quelle relazioni che gli sono suggerite 
dall'analogia che egli crede poter esistette tra le forze moleco- 
lari , e quelle attrazioni e ripulsioni elettriche. 

Ciò posto chiamando g la forza acceleratrice , cioè riferita alle 
unità di massa, che costituisce l'attrazione tra gli atomi dell'etei^e e 
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U materia delle molecole ponderabili, y*la forza acceleratrìce di rì- 

puIsioDctra gli atomi dell'etere, forza che si suppone peraltro uguale 

alla forza g, e y la forxa suddetta di ripulsione tra la materia delle 

molecole ponderabili , presa ciascuna di queste forze all'unità 

di distanza; x, t , z le coordinate del centro di una qualunque 

delle molecole ponderabili supposte sferiche; Xi , Ti , Zi *, x», y», z^^ 

ecc. quelle dei centri delle altre molecole ponderabili del corpo, 

tity T% j ecc. le distanze dei centri di queste molecole dal 

centro della prima *, itf la densità supposta uniforme , e y il 

Tohime della prima molecola , e tsf i , Yi , cf» , ▼» , ecc. le stesse 

quantità per le altre molecole ; k una costante dipendente dalla 

natura dell'etere , e che determina la sua densità q sotto una 

data pressione o forza elastica £ , in maniera che si abbia 

<=— A^ ; q la densità che l'etere dee prendere alla superficie 

della prima molecola, e che si suppone essere pur quella che esso 
avrebbe prossimamente in tutto lo spazio occupato dalla molecola, 
te la materia di questa non ne lo escludesse , e qi , q» , ecc. le 
quantità corrispondenti relativamente alle altre molecole , il sig. 
Mossotti, con un'analisi fondata sui principia della meccanica ed ap- 
prossimauoni che la piccolezza da esso attribuita alle molecole per 
rapporto alla loro distanza pare permettere, e folcendo per abbreviare 

a = 1/ ^ -^ , trova richiedersi per 1' equiUbrio della suddetta 

prima molecola , le tre equazioni seguenti : 

gv(q •i-o)Sv„(<tf«-»-q„) ( i-i-otr„)c 
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gv(q-*-<tf)Sv»{tar„-*-q«)(i-*-rtr,)c 
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In queste equazioni le somme Z debbono estendersi a tatti i 
termini cogli indizi i , a , 3 , ecc. , rappresentati in generale 
dall'indizio n , cioè a tutte le molecole ponderabili del corpo , 
eccettuata quella di cui si considera l'equilibrio. La quantità q 
ba per valore approssimato^ secondo i calcoli del sig. Mossotti, 



q= 



4^ «^ 



cbìamando q^ la densità che l'etere avrebbe nel luogo dello 
spazio indefinito in cui il corpo si trova, per cause indipendenti 
dalla presenza di questo , e ^ il semidiametro della molecola 
di cui si cerca l'equilibrio ^ e le quantità q» relative alle altre 
molecole hanno espressioni simili, mettendo alle quantità ni ei 
gli indizi corrispondenti. 

I primi membri di queste equazioni rappresentano rispettiva- 
mente le forze da cui ia molecola che si considera è animata 
in generale nelle direzioni delle tre coordinate, e che debbono 
esser nulle per l'equilibrio , ed é facile dedurre da ciò a cui 
queste espressioni si ridurrebbero quando il corpo non fosse 
formato che di due sole molecole , che dovrebbe es'isterc tra 
queste nella direzione della linea che unisce i loro centri, un' 
azione reciproca rappresentata da 



gv(«^^q)v,(<tf,-|.q,)i-J ^!^^ te— y)v«r.v,irf,.— , 



le lettore senz'indizio riferendosi ad una delle molecole , e le 
lettere colV indizio i all'altra molecola , e ri indicando la di- 
stanza del centro di questa dal centro di quella. 

Il primo teniiine di quest'espressione affetto da segno posi- 
tivo si trova rappresentare , per la maniera con cui le equa- 
zioni sono state stabilite , una forza ripulsiva , ed offre il ca- 
rattere che abbiamo veduto doversi attribuire alle forze mole- 
colari , cioè di decrescere rapidamente , e divenire insensibili 
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M distanza sensibile , in virtù del fattore esponenziale e 

dove « è una grandissima quantità dietro alla sua significazione 

5i , avuto riguardo alla natura delle azioni mcdecolari , 
k 

onde la forza ripulsiva di cui si tratta , diviene appunto una 

funzione del genere di quelle indicate dal sig. Poisson come 

atte a soddisfare a questa condizione ( n.^ 7 ) *, il fattore 

gv(tì-*-q)v,(«^,-f-q, ) 

dell'espressione di questa forza dipende dalla densità dell'etere 

che forma le atmosfere delle due molecole , sovrapposte e pe- 

netrantisi vicendevolmente in virtù della forza attrattiva g della 

materia ponderabile per l'etere, esercitata dalle masse ver e v. ttff 

£ queste due molecole e opposta alla forza ripulsiva tra le 

molecole dell'etere, e avendo riguardo alla diminuzione di forza 

ripulsiva tra le molecole dell'etere (equivalente ad un aumento 

di forza attrattiva delle molecole ponderabili per l'etere ) per 

la sottrazione delle masse vq , Viqa d'etere escluse dagli spazi 

occupati dalle molecole ponderabili. 

Quanto all'altro termine — (g — y)vt«f.v, flfi.— ;, esso rap- 
presenta , per mezzo del suo segno negativo , una forza at- 
trattiva che é j come si vede , in ragione diretta del prodotto 
deDe masse delle due molecole ponderabili vizr , V|ttf| , e in 
ragione inversa del quadrato della loro distanza, ed esso esprìme 
Teffetto della gravitazione universale che ha luogo a qualunque 
distanza , y essendo , secondo il sig. Mossotti, alquanto minore 
di g y cosicché la forza acceleratrice della gravità , g — y sa- 
rebbe assai piccola relativamente alla forza g d'attrazione delle 
molecole per l'etere. 

Ad una piccolissima distanza il primo termine dee supporsi 
molto più grande del secondo , cosicché la forza tra le due 
molecole sarà definitivamente ripulsiva; ma questo termine de- 
crescendo rapidissimamente cgll'aumentarsi la distanza rj , mentre 
l'altro non decresce che in ragione inversa del quadrato della 
JKstamaj le due forze contrarie diverranno uguali ad una di- 
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atmìtà ancora insensibile , come richiede T equilibrio del corpo 
nel suo stato naturale ; per una distanza maggiore condnuando 
la prima forza a decrescere molto più rapidamente che la se- 
conda , questa prevalerà , e si opporrà all'ulteriore allontana- 
mento delle molecole , come la prima si opponeva al loro av- 
vicinamento. Quest'eccesso della forza attrattiva sulla ripulsiva , 
da cui risulterà la resistenza del corpo all'allungamento per tra- 
zione crescerà sino ad una distanza maggiore , ma sempre in- 
sensibile delle molecole , ove avrà luogo il suo massimo , il 
quale si trova , per la regola ordinaria del calcolo differenziale 
applicata all'espressione totale della forza definitiva, corrispondere 
alla distanza ri determinata dall'equazione 

— ^v(o-Hq)v.(or,-#-q,)(i-Har,-f--(t»r,»)c"**'^* 

Se si aumenta ancora più oltre la distanza , la forza attrattiva 
totale andrà diminuendo finché il primo temune della sua e- 
spresslone divenendo insensibile non rimarrà più che la forza 
espressa dal secondo termuie, cioè quella che rappresenta l'at- 
trazione Neutoniana. Se una forza estranea applicata per trazione 
al corpo considerato come formato dì due sole molecole, giunge a 
portar queste alla suddetta distanza del massimo d'attrazione, essa 
basterà pure per aumentare ulteriormente questa distanza senza 
che la foi'za attrattiva rimanente possa più farle equilibrio , e 
il corpo si spezzerà , onde questa distanza corrisponde al limite 
della coesione del corpo. Cose analoghe si diranno d'un corpo 
composto d'un numero qualunque di molecole, applicandovi le 
espressioni generali delle forze rappresentate dalle somme indi- 
cate con ]E nelle equazioni deirequilibrìo sopra riferite. 

Secondo questi risultati adunque delle ipotesi e dei calcoli 
del sig. Mossotti le forze molecolari che appartengono alla co- 
stituzione de' corpi , dipendenti da forze assoggettate alla ra- 
gione inversa dei quadrati delle distanze , si ridurrebbero de* 
finiti vamente a due , di cui una sola, ripulsiva , presenterebbe 
il carattere che abbiamo attribuito in generale alle forze mo- 
lecolari , di decrescere rapidissimamente coU'aumento della di^ 



sUuua , mentre Taltni che sarebbe la graTÌtazìone utiiTersale 

slessa seguirebbe definitìTamente la le^;e della ragione inTersa 

dei quadrati delle distanze. Ossenreri a tale riguardo , che in 

firtu dì questa legge l'attrazione dovuta alla gravitazione j che 

a distanza sensibile tra le molecole è troppo piccola per essere 

comparabile con quella dello stesso genere che su loro esercita 

la massa del globo terrestre j cioè col loro peso, non potrebbe 

divenir capace di fare equilibrio alla forza ripulsiva, e produrre 

la coesione in un corpo , opponendosi allo scostamento delle 

sue molecole , se non in ragione della grande densità che si 

dovrebbe attribuire alle molecole stesse relativamente a quella 

d'un corpo qualunque di volmne sensìbile, in conseguenza della 

piccolezza che loro si suppone per rapporto alla loro distanza , 

conformemente all'idea che Laplace avea già suggerita su questo 

punto. 

Questa forza della gravitazione sarebbe rappresentata, secondo 
il sig. Mosso tti, dalla piccola ^fferenza g — y che egli suppone 
tra la forza di attrazione g delle molecole ponderabili per l'è-* 
tere, e la forza di ripulsione y da lui ammessa tra le molecole 
ponderabili stesse , per distanze e masse uguali all'unità. Se non 
si volesse ammettere l'esistenza di quest'ultima forza, e si facessi^ 
in conseguenza y =o , la gravità non sarebbe essa medesima , 
secondo le altre supposizioni, e l'analisi del sig. Mossotti, che l'ef- 
fetto dell'attrazione g delle molecole d'un corpo per l'etere con- 
densato in virtù di quest'attrazione stessa attorno alle molecole 
dell'altro , questa forza g rimanendo sola sensibile a distanza 
sensibile , mentre la forza ripulsiva tra le due quantità d'etere 
contenute ne' due corpi non sarebbe più sensibile a tale distanza. 
In generale le diverse supposizioni su cui il sig. Mossotti ha 
fondata la sua analisi , dedotte da considei'azioiii relative alle 
attrazioni e ripulsioni dei corpi elettrizzati, nell'ipotesi di un solo 
fluido elettrico, condensato o rarefatto alla loro superficie, possono 
incontrare difficoltà ad essere ammesse , come realizzate nelle 
forze molecolari ; ma il lavoro del sig. Mossotti ci presenta un 
primo saggio di applicazioni del calcolo a questioni di questo 
genere , che potrebbe servir d'esempio a calcoli fondati sopra 
altre ipotesi che si credessero più conformi alla natura di queste 
forze. 
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Dt-I moto di TÌItrazTone od niilliiiiìf prodotto daDa Caria ebstici 
ne ' corpi solidi , e dd raoeo dw me rimlU. 



gì. Passiamo ora aD'altra specie A ncercbe sulla forza eU^ 
•tica de' corpi y cioè a quelle che si riferiscono direttamente atte 
oscillazioni o TÌbrazioni per cui i corpi elastici de' quali la forma, 
eppcrciò la posizione delle parti è stata cangiata momentanea- 
mente da una forza estranea , tendono a rip^ndere la loro 
prima forma. Già abbiamo indicata la ragione meccamca £ 
queste oscillazioni. L'investigare le loro leg^ appartiene andie 
essenzialmente alla meccanica , e non alla fisica propriamente 
detta ; poiché queste leggi non altrimenti che quelle dell'equi- 
librio de' corpi elastici ( n.® 54) possono riguardarsi come sean 
plici conseguenze matematiche dei principii generali della mec- 
canica applicati alla supposizione dell'esistenza della fiorza elastica, 
e alla maniera di agire che le si attribuisce. Dobbiamo soltanto ar- 
yertire che queste leggi del moto de' corpi elastici sono state sino 
a quest'ultimi tempi, anch'esse, come quelle del loro equilibrio, 
fondate sopra le condizioni ipotetiche sulla natura de'coq>i elastici, 
considerati come formati di una sostanza continua, delle quali 
abbiamo parlato trattando del loro equilibrio. 11 sig. Poisson 
nelle sue Memorie sull'equilibrio , e sul moto de' corpi elastici 
più volte citate , avendo riferito le leggi dell'equilibrio di questi 
corpi a considerazioni più rigorose sulla natura della forza ela- 
stica nei corpi composti, come essi sono, di molecole disgiunte, 
agli stessi principii riferì pure le leggi del loro moto ; ma per 
questo non si sono richieste ulteriori considerazioni sulla natura 
dei corpi elastici. £;;li è noto infatti che, secondo i principii della 
dinamica, dalle equazioni una volta stabilite sull'equilibrio d'un 
sistema qualunque si passa a quelle del moto dello stesso si- 
stema per mezzo di calcoli intieramente dipendenti dai prin- 
cipii stessi della meccanica generale , senz' altra difficolta che 
quelle clie l'analisi stessa può presentare. Potremmo qui dunque 
prescindere dairoccuparci delle leggi di queste vibrazioni , ri- 
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fiuardandole come semplici deduiioni dalle considerazioni rela- 
tive alla costituzione de' corpi clastici. Tuttavia siccome dovremo 
poi esaminare in appresso alcune modificazioni di queste leggi 
che hanno una relazione più intima colla costituzione reale de' 
corpi , e coi cangiamenti che le variazioni di temperatura vi 
cagionano j ed altronde la teorìa di queste oscillazioni si lega 
colla teorìa del suono , che è prodotto da vihrazioni analoghe 
da esse comunicate all'aria che circonda i corpi soUdi vibratiti , 
e di cui moltì punti son connessi colla costituzione de' corpi ^ 
e cadono nella sfera della fisica proprìamente detta , sebbene 
anche questa teorìa del suono che dicesi Acustica appartenga 
propriamente^ e per la ragione stessa di sopra, alla meccanica , 
ci conviene rìferire almeno i rìsultati che si stabilirono , sia 
colle sperìenze , sia col calcolo , relativamente alle leggi delle 
oiriìlaiioni de* corpi elastici , e indicarne la connessione colla 
natura de' suoni ehe esse producono , e lo stesso faremo poi 
rìguardo alle vibrazioni dell'arìa , e in generale de' fluidi aerì- 
formi ( per compire cosi la teorìa della produzione , e della 
propagatone del suono per quanto il nostro scopo il richiede) 
quando tratteremo della costituzione particolare di questi fluidi. 
93. E per dare in prìmo luogo un'idea generale della rela- 
zione che esiste tra le vibrazioni de' corpi elastici , e il suono 
che esse producono , relazione che bisogna conoscere per ap- 
prezzare la rapidità delle oscillazioni medesime quando essa è 
troppo grande perchè il numero delle oscillazioni in un dato 
tempo si possa contare direttamente, osserveremo che il suono 
cominóa a prodursi quando queste oscillazioni hanno un certo 
grado di rapidità. Si prenda j per esempio , per corpo elastico 
una lamina d'acciajo molto lunga fissata orizzontalmente in una 
morsa per una delle sue estremità*, le sue oscillazioni, quando 
si sarà piegata , e quindi abbandonata a se stessa saranno ab- 
bastama lente perchè si possano contare, ma esse non produr- 
ranno alcun suono distinto. Quando raccorciando la lamina esse 
diverranno troppo rapide per poter essere contate , il calcolo 
verrà al nostro soccorso , per determinarne il numero in un 
dato tempo ; poiché si dimostra in meccanica , come vedremo 
pia specialmente in appresso , che se lo spessore d' una simil 
lamina è per tutto esattamente lo stesso , ed essa sia sempre 
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inessa in vibrazione d'una maniera simile , le durate di ciascuna 
delle sue vibrazioni saranno proporzionali ai quadrati delle lun- 
ghezze j che le si danno , d'onde segue che se si è dapprima 
misurata la lunghezza che essa avea quando essa faceva , per 
esemplo f in un secondo quattro oscillazioni visibili , si potrà 
quindi calcolare il numero delle vibrazioni invisibili che essa fa 
in un secondo , colle diverse lunghezze che le si saran date. 
Siifcroverà cosi che quando essa comincia a rendere un suono 
ben distìnto , la sua lunghezza sarà tale , che essa farà a un 
dipresso 3 2 vibrazioni per secondo, e quando essa farà esatta- 
mente questo numero di vibrazioni , il suono che essa renderà 
sarà quello che negli organi è prodotto da un tubo aperto della 
lunghezza di 3ti piedi» Se si raccorcia ancora di più la parte 
della lamina che si lascia sporgere dalla morsa , si sentiranno 
suoni più acuti , d'onde vediamo che il tuono più acuto o più 
grave de' suoni prodotti da un medesimo corpo sonoro dipende 
dalla rapidità delle sue vibrazioni, essendo esso tanto più acuto 
quanto son più rapide le vibrazioni. 

ABTICOLO PBIMO 

Vibrazioni delle corde tese ; relazioni tra i suoni che ne risultano. 

94* Ciò posto esaminiamo ora le leggi speciali delle vibrazioni 
de' diversi corpi sonori , e primieramente di quelli che furono 
prima degli altri considerati dal meccanici , cìoc delle corde 
tese ; nel medesimo tempo flsst^rcnio anche più partìcolai^ 
mente la relazione che si osserva tra la rapidità delle vibrazioni 
de' corpi sonori , e 11 tuono acuto o grave clic ne risulta. 
Quando una corda metallica , per esemplo , quali sono quelle 
che s'Impiegano negli stronientl di musica , è attaccata per le 
sue estremità a due punti fissi , e tesa fortemente nella dire- 
zione della sua lunghezza , essa prende una direzione sensibil- 
mente rettilinea , mentre per altra parte essa diviene alquanto 
più lunga che nello stato naturale , la distanza delle molecole 
essendo aumentata In maniera che la forza con cui esse ten- 
dono a ritornare alla loro situazione primitiva sia in equilibrio 
colla forza di trazione. Se si scosta alcun poco da questa dire- 
zione , tirandola pel suo punto di mezzo , Il che non si può 
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lue che allungandola ancora, o scostandone dì più le molecole, 
e si abbandoni quindi a se medesima, la forza di trazione 
o piuttosto la forza che essa produce , e che tende a ricon- 
dorrela, le fa fare da una parte e dall' altra un gran numero 
d'oscillazioni che si possono scorgere alla semplice vista , seb- 
bene esse siano ordinariamente troppo rapide per poter essere 
contate. Possono anche eccitarsi queste vibrazioni facendovi 
passar sopra un archetto da violino. L'estensione di queste 
oscillaziom va continuamente diminuendo per le resistenze che 
il moto della corda incontra nell'aria , pel fregamento che essa 
può soffrire ne' punti a cui è annessa ecc. ; ma se le oscillazioni 
sono molto piccole , la variazione della loro ampiezza non al- 
tera sensibilmente la tensione primitiva , ossia la forza elastica 
che le fa equilibrio , la quale può considerarsi in conseguenza 
come costante in tutta l'oscillazione. In questo fenomeno può 
considerarsi ciascun elemento infinitamente piccolo della corda 
come una piccola massa di cui la tensione o forza elastica é 
ìa. forza motrice , cosicché data la lunghezza della corda , il 
suo peso e la forza di tensione che la tira, ossia la forza colla 
quale le molecole tendono a ravvicinarsi, e che si suppone 
costante in tutta l'oscillazione , si riduce ad un sempHce pro- 
blema di meccanica il determinare la natura e la durata delle 
sue oscillazioni infinitamente piccole ; e si vede da quel che 
abbianao detto, che l'ipotesi che si fa nella risoluzione di questo 
problema, sulla legge dell' elasticità relativamente all' allunga- 
mento, consiste qui nel suppoila costante, ossia sempre uguale 
alla tensione primitiva , a cui faceva equilibrio sotto la forma 
rettilinea, supposizione che la piccolezza degli allungamenti che 
hanno luogo nelle vibrazioni rende legittima relativamente al 
fenomeno di cui si tratta , sebbene non possa essere assoluta- 
mente vera , secondo quello che abbiamo veduto ne' numeri 
precedenti. Su questa base si è stabiUta già da lungo tempo e 
perfezionata dai lavori di Taylor , d'Alembert , Lagrange ecc. 
la teoria delle corde vibranti^ ed essa fu poi anche toccata dal 
sig. Poìsson nella Memoria più volte citata suH'equilìbrio e sul 
movimento de' corpi elastici, dietro alle considerazioni più rigo- 
rose sulla natura de' coi^i elastici , e come una conseguenza 
delle leggi generali dell'azion molecolare, di cui sopra abbiamo 
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parlato. Qui ci limlteretno a riferìre i risultati finali di questi 

calcoli che appai*teiigouo specialmente alla teoria del suono. 

Per meglio fissare gli elementi della questione si può imagi- 
nare che la tensione della corda è prodotta da un peso P at- 
taccato ad una delle sue estremità, o piuttosto che agisca sopra 
questa estremità per mezzo d'un vette piegato ad angolo retto , 
oppure per mezzo d'un filo flessibile che passi sopra una car- 
rucola, come si vede nella fig. i6. Un apparecchio cosi disposto 
si chiama un monocordo o tonomctro ( i )• Supponiamo la corda 
di spessore uniforme ; sia / la sua lunghezza j p 'A suo peso , 
e P il peso che la tende ; si dimostra coi calcoli fondati sui 
prindpii generali di meccanica Bell'indicata ipotesi, che il tempo 
t nel quale si fa una vibrazione semplice di piccola estensione, 
cioè un'escursione da una parte all' altra della posizione d' e- 
quilibrìo, prendendo per unità il secondo sessagesimale, è espresso 

dalla formola izizì/J , g essendo , come sopra, la celerità 

comunicata dalla gravità in un secondo , ossia il doppio dello 
spazio percorso da un corpo grave in un secondo , cioè 9"* , 8088. 
Quest'espressione è applicabile qualunque sia l'estensione delle 
vibrazioni , purché ella sia sempre molto piccola. Consideriamo 
la corda come cilindrica; sia r il raggio della sua sezione tras- 
versale , i il peso d' un' unità di volume della materia che la 
compone e indichiamo al solito con n la circonferenza di cui il 
diametro è i , ossia la semi-circonferenza di cui il raggio e i ; 
il volume della corda sarà Trr*/*, ed il suo peso nr^l^ . 



(1) Guglielmo Weber ha descritto negli Annali di fisica e chimica tedeschi, 
di Poggcndorflf, voi. i5 , num. i, 1829, un monocordo di costruzione 
perfezionata , in cui la corda è sospesa verticalmente ; dopo che le si k 
data la tensione che si desidera per mezzo d*un peso posto in un piattello, 
annesso alFestrcniità inferiore della medesima , si strìnge essa in due punii 
distanti tra loro della lunghezza che si vuol lasciare alla corda vibrante , 
per mezzo di due tenagliette a vite , di cui una è fìssa al sostegno della 
rorda , e Taltra può farsi ascendere e discendere lungo lo stesso sostegno , 
€ fermarsi con viti all'altezza che si vuole. 



Helleàdo questo valore in vece di p nella forinola surriferita , 
fi avrà 
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Questa è adunque la durata d' un* oscillazione d'una corda di 
cui la lunghezza sia / , il raggio della sezione r j la tensione P 
e il peso specifico della materia ossia il peso di un' unità di 
Tolume di questa materia sia i% 

Se si vuole il numero di vibrazioni fatte dalla corda in un 
tempo dato qualunque T , si avrà , per trovar questo numero 
che chiameremo N , l'equazione 

T=Nrl]/^, d'onde N=?^. 

E se il tempo arbitrario T è supposto uguale a i" , si avrà 
pel numero N di vibrazioni in un secondo di tempo 

se a vuole rimettere in quest' espressione il peso p della 
eorda in vece della sua densità ^ =: ^ ; ■ , semplicemente 




In queste espressioni abbiamo considerato come una vibrazione 
il semplice cangiamento di figura e di posizione della corda da 
una parte all'altra ; se si vuole comprendere sotto il nome di 
vibranone o oscillazione l'andata e il ritorno della corda alla 
porzione da cui si è fatta partire , converrà raddoppiare il tempo 
assegnato all'oscillazione semplice , ossia ridune alla metà il 
Bumero delle oscillazioni in un dato tempo. 

q5. Da queste formole risultano molte conseguenze importanti 
per la teoria de' suoni (i). Si vede primieramente, che per due 

(i) Li' espoitzione qui appresso di queste couscgucnze è in parte tratta 
dU Trattato di Fisica del sig. Biot. 

, Voi. I. i4 
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corde della stessa grossezza e della stessa materia , ugualmente 
tese , e che uon dlfFerìscono che in lunghezza , i numeri delle 
vibrazloai iu un tempo dato , ossìa le rapidità delle vibrazioni 
sono in ragion inversa delle lunghezze delle corde j poiché tutte 
le quantità restano le medesime nell'espressione di iV in fun- 
none di /, r, e P, eccettuato /, che si trova nel denominatore. 
Parimenti per due corde della stessa natura j della stessa 
lunghezza ed ugualmente tese, che differiscono tra loro in gros- 
sezza j il numero delle vibrazioni in un dato tempo , sarà per 
la stessa ragione inversamente proporzionale alla grossezza, rap- 
presentata dal raggio r della sua sezione trasversale. 

Ma se la natura della corda , e la sua lunghezza e grossezza 
restando le medesime , si fa variare solamente il peso che la 
tende , i numeri delle oscillazioni saranno direttamente propor- 
zionali alle radirì quadrate di questi pesi , poiché allora tutte 
le quantità restano le stesse nella formola, eccettuato P che si 
trova sotto al segno radicale nel numeratore. 

Dobbiamo qui richiamai'ci che se una corda é tesa con una data 
forza tra due punti nello stato di riposo , essa non può esseme 
scostata per farla vibrare , senza allungarla alcun poco , e per 
conseguenza senza aumeotare alquanto la sua tendone , e ciò 
tanto più quanto sarà maggiore questo scostamento. Si fa or- 
dinariamente astrazione ^ come già abbiamo accennato , da 
questa circostanza di cui l'effetto é poco sensibile, nella teoria 
delle vibrazioni delle corde ; non é però nien vero , che da 
questa circostanza dee risultare che il tuono d'una corda di 
data lunghezza, grossezza e tensione primitiva dovrà essere al- 
quanto più acuto quando se ne vorrà trarre un suono più in- 
tenso , col farle fare escursioni più estese , necessariamente ac- 
compagnate d'un maggior aumento di tensione nelle posizioni 
estreme della corda in ciascuna vibrazione , e V esperienza é 
conforme a questo risultato. 11 sig. Weber in una nota pubbli- 
cata negli Annali di Jisica e chimica di Poggendorff, n.® 5 del 
i833 , ha proposto un mezzo di ovviare alle dissonanze sensibili 
che ne risultano in alcuni strouienti musicali a corda ; esso con- 
siste nel dare ai ponticelli sui quali si tendono le corde non 
una forma angolare , come si pratica comunemente , ma una 
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forma ntondala , e nel mettere quello di uua estremità della 
•corda al dlssopra , e quello dell'ai ti*a estremità al dissotto della 
medesima, pÌ2zicando poi la corda da alto in basso verso il 
ponticello che si trova al dissopra j o da basso in alto verso il 
ponticello che si trova al dissotto *, cosi il veitice della curva- 
tura della corda trovandosi alternativamente verso l'uno e l'al- 
tro ponticello , in tutta la serie delle vibi*azioni , la corda si 
s%^oige da sopra uno dei ponticelli più che non si avvolge suW 
altro, onde verrà essa ad essere tanto più lunga quanto, maggiori 
saranno le escursioni , e questa maggior lunghezza che tende a 
rendere il tuono più grave compenserà l'effetto della maggior 
tensione che sarebbe di renderlo più acuto. 

U sig. Weber nella stessa noia ha anche osservata un'ulti'a sor- 
gente di irregolarità nelle vibrazioni delle corde, per cui una stessa 
corda di data lunghezza, grossezza e tensione può rendere talvolta 
due tuoni diversi -, e^ l'attrìbiùsce alla rigidità naturale della 
corda di cui si fa astrazione nella teoria delle corde vibranti, 
considerandole come perfettamente flessibili di lor natura, cosicché 
le vibrazioni non dipendano che dalla tensione a cui si sottopon- 
gono, il che non è intieramente esatto, poiché le corde di qualun- 
que natura siano hanno sempre un certo grado di elasticità o 
rigidezza , per cui il loro moto può talvolta partecipare più o 
meno di quello proprìo alle verghe elastiche, e che é sottoposto, 
tome vedremo in appresso , a leggi affatto divette da quelle 
delle corde tese , e di lor natum flessibili. 

96. Ma astrazione fatta di queste pìccole irregolarità, le con- 
seguenze indicate della teoria possono facilmente verificarsi colla 
sperienza sul monocordo. £ primieramente per far variare sola 
la lunghezza / della corda, possiamo servirci d'un piccolo pon- 
ticello mobile, di forma triangolare, che si pone sotto la corda 
in qualunque punto della sua lunghezza si voglia , e che ha 
un'altezza tale, che essendo posto tra la tavola del monocordo, 
e la corda medesima, questa vi si appoggii, e si trovi cosi fis- 
sata in questo puntOé Supponiamo che si faccia prima vibrare 
la c<Mda intiera *, se il peso P che tende la corda e un pu' 
grande le osculazioni saranno troppo rapide perche si possano 
contare ; ma si sentirà un certo suono, di cui si potrà ritenere 
h sensazione , o che si fisserà paragonandolo con un suono 
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simile reso da un'altra corda della stessa natura ugualmente 
lunga e grossa , ed ugualmente tesa , oppure cercando sopra 
un cembalo , od un organo il tasto che vi corrìsponde. Sup- 
pongasi ora il ponticello posto sotto la corda , precisamente 
alla metà della sua lunghezza y senza cangiare il peso che la 
tende *, il numero delle vibrazioni in un dato tempo sarà , se- 
condo quello che si è detto , doppio di quello che avea luogo 
per la corda intiera , poiché la lunghezza ne é ridotta alla 
metà. Ora il suono reso da- ciascuna parte della corda cosi di- 
visa sarà più acuto del primo, e ne sarà ciò che in musica si 
chiama Voltava acuta \ e siccome questo si osserva sempre qua- 
lunque sia la lunghezza, la grossezza, e la tensione della corda 
che si divide , convien conchiuderne , che quando un suono é 
all'ottava acuta d'un altro, esso corrisponde a vibrazioni del 
doppio più rap\de; cosicché se si vuole indicare ciascun suono 
pel numero delle vibrazioni in un dato tempo da cui é pro- 
dotto , il primo sarà i , ed il secondo 2 , e se si vuole chia- 
mare il suono fondamentale utt e la sua ottava ut% , come si fa 
ordinariamente nella teorìa della musica, si avrà u/,=r, ut^z=%j 
il che offre, come si vede, il mezzo di (Issare un rapporto uiateina- 
tico tra questi due suoni. Collochiamo ora il ponticello al terzo 
della corda , e facciamo vibrare la sua parte minore , che é 
il terzo della lunghezza della corda intiera : il numero dolle vi- 
brazioni in un dato tempo diverrà triplo di quello che conviene 
alla corda intiera. Il suono che produrrà questa parte sarà 
dunque molto più acuto che il suono fondamentale m/, . Per 
paragonarlo più da vicino con questo prendiamo la sua ottava 
grave , che sarà data dagli altri due terzi della corda , confor- 
memente alle sperienze precedenti. Il numero delle vibrazioni 

di questa parte sarà soltanto la metà di quello che è reso d^alla 

3 
terza parte della corda , cioè sarà — del numero delle vibra- 
zioni dato dalla corda intiera. Ora si trova che il suono che 
rende questa parte è relativamente al piimo ciò che si chiama 
la sua quiiUa , cosicché se il primo é ii/,= i , il secondo sarà 

3 
quello che si indica con soli = — , e per conseguenza la sua 

ottava acuta che era data dal terzo della corda sarà , secondo 



la stessa notazione , sol% = 3 . Mettiamo ora il ponticello al 
quarto della lunghezza della corda ; il numero delle vibra- 
foni per la parte più piccola sarà quadruplo di quello della 
corda intiera , cioè sarà doppio di iit% \ sarà dunque l'ottava di 
ut^, cioè liti. ^SL per l'altra porzione che contiene i tre altri 

quarti della corda, il numero delle vibrazioni sarà -y delnu- 

3 

mero che conviene al suono fondamentale ; il suono die ne ri- 
sulta si trova essere ciò che si chiama la quarta del suono fon- 
damentale , che s'indica in musica con fa^ ; si avrà dunque 

^, = ~ • Continuando a dividere cosi la corda m im numero 

sempre più grande di parti uguali si potranno trovar successi- 
vamente tutti i tuoni impiegati nella musica ; ma limitandoci 
qui a quelli che compongono la serie de' suoni che chiamasi 
h gamma o la scala diatonica , si avranno i valori seguenti , 
ne' quali si è preso per unità il numero delle vibrazioni in un 
tempo dato j che appartengono al suono fondamentale uti : 

Nomi de' sooni u/f re, mi, fai soli la^ sig ut^ 

H amero delle vibrazioni _ 2.2. i«. «.L«*> 

in nn dato tempo 84 32 38 

Longhezza delle corde _ 84^ ^ 38i 

95 4 3 5 i5 2 * 



che li danno ' 



Numeri di vibrazioni doppii , quadrupli , ottupli ecc. dei 
precedenti daranno altrettante nuove gaimne , i suoni delle 
quali saranno l'ottava , la doppia ottava , la tripla ottava ecc. 
di quelli della prima. Egli è dall'ordine delle corde che rendono 
questi suoni negli stromeati di musica , che sono presi i nomi 
di seconda , terza , quarta , quinta ecc. nella prima gamma , e 
tosi quelli delle gamme successive. Per esempio , la decima- 
lettima al dissopra di u/, signiGca il diciasettesimo suono par- 
tendo da uti y il che corrisponde alla doppia ottava di m<, , 
(»na a mi^. NegU stromenti di musica a tasti le diverse note della 
gamma si s<^liono indicare comluciando da im &j , colle lettere 
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Uj b j Cy d j e , /, g\ oppure A ^ B j C, D ^ E ^ F ^ G, SV 
sostituisce però soventi al b per indicare il si la lettera A -, le . 
ottave successive si distinguono segnando queste lettere con uno 

o più tratti al dissopra , come c^ Cj ecc. per alzarle di una , 
due ottave ecc. , e al dissotto, come e , e ecc. per abbassarle. 

Io Italia si indica il suono ut nella scala colla sillaba do. 

Quanto all'elevazione assoluta dei suoni delle diverse gamme suc- 
cessive negli stromenti di nwsica^ abbiamo già detto, che il tuono 
più grave discernibile corrisponde a un dipresso a 3a vibrazioni 
per minuto secondo ; ma Vul fondamentale degli stronu^nti a tasti 
e cbe si segna con C si suole fissare al snono corrispondente a 
un dipresso alla terza ottava al dissopra di questo numero , cioè 
a un numero di vibrazioni otto volte maggiore in un minuto 
secondo y che sarebbe a56; la fissazione precisa ne dipende dal 
tuono dell'istromento detto diapason formato di una lamina ela- 
stica piegata a forchetta, e che serve per regolare tutti gli altri 
suoni 9 prendendo il suo tuono pel secondo la al dissopra del 
suddetto ut fondamentale degU stromenti a tasto. Il tuono di 
questo diapason si è fissato a un dipresso per convenzione Io 
stesso in tutta l'Europa. Il sig. Fischer però avendo determinato 
esattamente il numero dalle vibrazioni corrispondenti al tuono 
reso da diversi diapason di Francia e di Germania, per mezzo 
della lunghezza d'una corda che rendeva lo stesso tuono in un 
monocordo di struttura particolare da lui adoperato , ( n.^ 94 ) 
trovò piccole diversità dall'uno all'altro, onde si sarebbero dedotti 
pel primo ut diversi numeri di vibrazioni tra ^43 e a6o , e di cui 
la media sarebbe stata 253. Per queste vibrazioni s'intende an- 
cora qui una sola andata o ritorno del corpo vibrante ; se si 
volesse riferire questo tuono a un numero di doppie vibrazioni 
composte di andata e ritorno si ridurrebbe questo numero a 

metà, cioè a 128 secondo l'estimazione comune, e a 126 — se- 

2 

condo questa media (Vedi le Memoiie dell'Accademia di Berluio 

pel 1822 e 1823 ). 

C)t7- Finqui noi non abbiamo fatto variare che la hvng^iezza 

della corda ; ma facendo variare o la grossezza della corda 

(cioè sostituendone di diversa grossezza nel monocordo), oppure 
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amebe la tensione sola che é rappresentata dal peso P, potremo 
pure raddoppiare , triplicare il numero delle vibrazioni , o in 
generale moltiplicarlo in qualmique rapporto si vorrà. Allora 
quando il calcolo c'indicherà alcuno de' numeri d'oscillazione 
dati dalle sperìenxe precedenti j dovremo anche ritrovare il 
medesimo suono , se è vero , che per una corda qualunque , 
il suono non dipenda che dal numero delle vibrazioni. Questo 
in&tti si verifica esattamente. Per esempio , se la corda tesa 
dal peso P^ dà il suono uttj tesa dal peso ^P essa darà ut^\ 

tesa dal peso i — I .P ossia j . P essa darà soli y col peso 

I j 1 . P9 ossia -7«P 9 essa darà mii , e cosi appresso. 

9& In quello che precede non abbiamo considerato che il 
suono principale dato da ciascuni corda , secondo la sua lun- 
^ezza e grossezza , e secondo il peso che la tende ; ma ascol- 
tando con attenzione il suono prodotto da una corda metallica. 
Ti si può facilmente riconoscere la mescolanza di molti altri 
suoni più acuti che il suono fondamentale ; cosicché se questo 
è rappresentato da utt si sente molto distintamente per esempio 
io/a e mi's 9 cioè l'ottava della sua quinta y e la doppia ottava 
della sua terza , le quali sono rispettivamente rappresentate 
quanto al numero delle oscillarioni dai numeri 3 e 5 , il suono 
fondamentale essendo i. Un orecchio esercitato sente ancora 
l'ottava di utt che è rappresentata dal numero 2 , e la doppia 
ottava di cui il valore è 4* Generalizzando adunque questi ri- 
sultati si concepisce che la stessa corda fa sentire ad un tratto , 
ma con una intensità successivamente decrescente y i suoni i , 

a, 3 , 4 9 ^9 ecc., cioè tutti quelli che essa può dare di* 

ridendosi in .un numero intiero di paiti. Questi suoni diconsi 
armonici relativamente al suono fondamentale perchè il nome 
di armonia indica la sensazione simultanea di molti snoni, che 
formano un complesso grato all' orecchio , e non vi è riu- 
nione di suoni che gli riesca più aggradevole che quella dei 
suoni che formano questa serie i , 2 , S , ecc. e che sono resi 
naturalmente da una medesima corda. Questa coesistenza di 
molti suoni è principalmente facile a riconoscersi nelle corde 
abbastanza grosse e lunghe , perchè il suono fondamentale sia 
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molto grave ed intenso ; ma coll'abitudìne si giunge a sentirbi 

in tutte le corde. 

Non si può concepire questo fenomeno , se non supponendo 
che ciascuna corda nel vibrare si divide in molte parti che vi- 
brano isolatamente le une attorno le altre, mentre si fa la vi- 
brazione generale della corda intiera. Infatti esaminando , se- 
condo le leggi della meccanica, i moti che una corda tesi^può 
prendere attorno ad un asse rettilineo , si vede che essa può 
formare un'infinità di curvature diverse, che tutte rendono di- 
versi suoni. La più semplice di queste configurazioni è quella 
che non o£fre che una sola concaidtà verso l'asse (fig. 17, n.<> i), 
come l'avevamo prima supposto; essa dà il suono il più grave 
della corda , ossia il suo' tuono fondamentale uU che noi indi- 
cheremo coU'unità, Ma si potrebbe anche concepire che la corda 
si dividesse in due metà di curvature uguali e contrarie (fig. 17, 
n.^ 2 ) *, poiché in virtù della simmetria di questa figura , il 
punto N in cui essa taglia l'asse sarebbe sempre ugualmente 
tirato dall'alto in basso , e da destra a sinistra , cosicché re- 
sterebbe inun<^lle ; allora ciascuna delle due metà sarebbe come 
una corda isolata d'una lunghezza uguale alla metà della corda 
intiera , e vibrando esse amendue nel medesimo tempo , ren- 
derebbero uno stesso suono , che sai^bbe l'ottava acuta del 
suono fondamentale, cioè t//»=:2. Si potrebbe ugualmente con- 
cepire che la corda si dividesse in tre parti uguali di curvatura 
contraria attorno all'asse (fig. 17, u.® 3)-, allora i punti iV, N 
in cui essa taglia Passe resterebbero in riposo, e ciascuna delle 
parti vibrerebbe separatamente come una corda fissa alle sue due 
estrenùtà, ed uguale in lunghezza al terzo della corda principale, 
cosicché il tuono sarebbe soU=^3. Finalmente generalizzando 
queste considerazioni , si vede che il moto sarà ancora possi- 
bile quando si concepisca la corda divisa in un numero qua- 
lunque n di parti uguali, di cui le curvature alternino attorno 
all'asse , e siano separate le une dalle aitile da punti che re- 
steranno immobili ; allora il suono vSarà rappieseutato da n , 
cosicché moltipllcando progressivamente le divisioni si otterranno 
tutti i suoni armonici i , a , 3 ecc. Per abbreviare si indi- 
cano i vertici f^y V\ V^\ delle curvatuie col nome di 
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ventri , e si chiamano nodi i punti N y Ifj ecc. che reistano 

iounobili. 

In generale la fonna che prende la corda nel vibrare può 
variare in un infinito numero di maniere, e dipende dalle fun- 
zioni arbitrarie con cui si può supporre espressa la sua forma, 
e la velocità attuale di cui i suoi diversi punti possono godere, 
in virtù di forze estranee , nello stato iniziale della medesima. 
La maniera la più semplice di soddisfare alla possibilità di 
quelle diverse divisioni della corda , di cui abbiamo parlato , 
nelle s^e vibrazioni, è di supporre che l'ordinata y della curva 
che essa formava nello stato iniziale, prendendo per la linea delle 
ascisse x la sua direzione rettilinea nella posizione d'equilibrio, 

sia una funàone di x della forma ^.sen — j — , h essendo una 

costante, n il rapporto tra la circonferenza e il diametro , e n 
un numero intiero dato , e che i^ punti della corda non abbiano 
ricevuta alcuna velocità iniziale ; i punti corrispondenti a 

X — ^ "~ • x»^m ■ ■ m X SS ^— • ecc* « 
» n n ' ' 

in numero di n — i , doveano cosi trovarsi sulla linea stessa 
della posizione d' equilibrio , e la corda essere formata di n 
parti iiguali situate alternativamente da una parte e dall'altra 
di questa linea. Ciascuna di queste parti di curva è ciò che si 

diiama una trocoide , di cui la lajghezza è — , e l'altezza h « 

n 

)1 calcolo prova allora che la figura della corda è composta in 
tutta la durata del movimento di trocoidi d'una larghezza co-> 
Itante /i, e d'un'altezza variabile da uu istante all'altro nel pe- 
riodo di ciascuna vibrazione , i punti che dividono queste tro- 
coidi i'una dall'altra rimanendo sempre nella posizione d'equi- 
librio della corda , e formandone cosi i nodi nelle sue vibra- 
foni \ e che il numero delle vibrazioni in mi' unità di tempo 

sarà allora in generale Nzz,n\/ ^ — = — l/i-.^ espressione che 

f pi rlf'no 

ricade in quella sovra indicata per la coirla vibrante senza ^ 

TÌsione , facendovi n= i . 
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Dobbiamo ora richiamarti quel principio generale di meocanior^ 
che se un corpo o un sistema di corpi é suscettibile di molti motr 
piccolissimi , se gli possono questi imprimere tutti ad un tratto, 
ed il suo moto composto sarà la sonuna di tutd questi moti 
parziali. Applicando qui questo principio noi concepiremo, che 
una stessa corda può riunire tutti insieme i generi d'oscillazioni 
che abbiamo or ora esamtnatì. Imperciocdiè se primieramente 
si vuol combinare la prima e la seconda forma , non si ha che 
a considerare la prima come un asse su cui si descriverà la se- 
conda , il che darà la specie di curvatura rappresentata nella 
fig. i8 , n.«i ; allora siccome le vibrazioni di ciascuna metà 
sono del doppio più rapide, che quelle della corda intiera , ne 
segue che ciascuna oscillazione compiuta di ^est'ultima offirirà 
successivamente le cinque configurazioni rappresentate ne'cinque 
numeri della figura 18-, la prima, di cui abbiamo già pan-lato, 
si riferisce all'istante della partenza , nel quale la corda si 
lascia a se stessa , e le quattro altre a ciascun degli istanti in 
cui le due metà avranno eseguita una semi-vibrazione attorno 
alla cunra traslatrice , quella di mezzo n.^ 3 corrispondendo 
alla situazione naturale di questa , e le due intermedie n.^ % 
e 4 ^A situazione naturale delle due parti relativamente alla 
curva traslatrice. I due generi d' oscillazioni die compongono 
questo movimento ecciteranno nell 'aria due sperie d' ondu- 
lazioni , che propagandosi insieme sino airoreccliio senza con- 
iòudervlsl , vi produiTanuo la doppia sensazione d*un suono 
fondamentale , e della sua ottava. 

Ora se sopra la curvatura rappresentata da queste figure , 
considerata come asse, si costrugga quella della fig. 17, n.^ 3, 
in cui la corda è divisa in tre parti uguali , si avrà una terza 
specie di curvatura che farà sentire ad un tratto i suoni i, 3, 
3 ; e continuando la sovraposizione delle curve nella stessa 
maniera , si otterrà simultaneamente nella stessa corda la riu- 
nione di tutti i suoni armonici. 

Se si considera la figura iniziale della corda che dà luogo 

alla sua divisione in un numero qualunque n di parti nelle 

sue vibrazioni , come rappresentata dall'equazione 

_ nnx 

j:=:/*sen.-j- , 
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come, jiopra , potrà rappresentarsi quella che dà luogo alla riu-. 

Qiooe delle diverse maniere simultanee di vibrare , di eui si. 

tratta y coU'equazione 

, nx , znx - 37CX , nnx 

^ = j»tsca-y- ^h% sen — y— ^Assea — r-» ^A»sen — j- , 

e la corda prenderà successivamente una figura simile al fine 
di ogni escursione , ma con tutte sue parti situate alternativa- 
mente al di cpia e al dì là della linea d'equilibrio. 

99. Le diverse divisioni possibili d'una corda in molte parti 
vibranti separatamente, di cui abbiamo supposta la coesistenza in 
qualunque corda vibrante , possono realizzarsi distintamente coir 
esperienza , mettendo nel luogo dove si vuole cbe si formi un 
nodo un leggiero ostacolo , per esempio, un ponticello di car- 
tone cke impedisca questo punto di scostarsi dall' asse senz» 
arrestare per altro la trasmessione del moto dall'una delle parti 
all'altra. Allora se si £1 passare un archetto sopra Tuna delle parti,* 
essa renderà il suono che conviene alla sua lunghezza. Se il 
ponticello é alla metà, l'altra metà entrerà pure in vibrazione^ 
e produrrà lo stesso suono ; se il ponticello è al terzo , il ri- 
manente della corda si dividerà da se stesso in due altri terzi, 
che vibreranno separatamente , e renderanno lo stesso suono» 
che il primo terzo e cosi successivamente ; e si potrà ren-" 
dere sensibile la posizione de' nodi , e de' ventri collocando' 
cartoline piegate sulla corda , nei luoghi a cui questi punti 
corrispondono ; poiché le cartoline poste sopra i ventri saranno 
agitate , ed anche gettate a terra , mentre quelle poste sopra 
ì nodi resteranno immobili. Questa sperienza si crede essere 
stata fatta la prima volta da Sauveur. 

100. Si può anche ottenere in un'altra maniera la divisione 
d'una corda in più parti vibranti separatamente. £ noto che 
avendo due corde di ugual grossezza e lunghezza, ed ugualmente 
tese, epperò atte a rendere il medesimo suono , o come si dice 
unisone tra loro, e poste una vicina all'altra, facendone vibrai 
una , l'altra entrerà pure in vibrazione , e risuonerà insieme 
alla prima. Ora un fenomeno analogo ha luogo anche quando 
le due corde in vece di essere unisone sono atte a render suoni 
di coi uno appartenga alia serie degli armonici dell'altro , per 



esempio, quando due corde essendo ugualmente grosse ed ugual- 
mente tese, la lunghezza dell'una è a quella dell'altra nel rapporto 
dell'unità ad un numero intiero qualunque , e allora si ottiene 
la divisione di quest'ultima , che abbiamo annunziata. Cosi 
se la prima corda è la metà della seconda in lunghezza, 
in guisa che essa dia ut%y e Isl seconda ulf, quando si larà ri- 
suonare la prima , l'altra si porrà pure in moto, e si diriderà 
naturalmente in due parti uguali separate da un nodo di vi- 
brazione , come ciò si potrà riconoscere sia dal suono che essa 
renderà , sia per mezzo di cartoline come sopra. Qui la tras- 
missione del moto non si può fare se non per l'intermezzo dell'aria, 
die , aitata dalla prima corda, agita poi l'altra. corda e le co- 
munica la specie di vibrazione che eseguisce essa medesima. 
Ha perché si stabilisca un moto sensibile da si deboli ondula- 
sioni-, bisogna che le successive spinte provate dalla seconda 
eorda cospirino tutte a farla muovere ; conviene adunque che 
essa possa prendere un moto di vibrazione che s'accordi perio- 
dicamente col ritorno delle ondulazioni dell'aria che la colpisce, 
e questo appunto succede quando la sua lunghezza é un mol- 
tiplo esatto della prima corda messa in vibrazione , come ab- 
biamo detto, la prima corda trovando allora nella seconda parti 
di lunghezza uguale 'alla sua da far vibrare colla stessa rapidità 
oon cui vibra essa medesima. Ma questa condizione sarebbe an- 
cora soddisfatta se la lunghezza delia seconda corda fosse un 
sommoltlplo ossia parte aliquota di quella della prima , come 

— , 5" , -T- , -z- , ecc. Allora il suono della prima corda , che 

si fa vibrare essendo espresso da uti = i , quello della seconda 
corda sarebbe sempre uno de' suoi annonici 2 , 3 , 4 9 ^^c* ^ 
siccome tutti questi armonici risuonano insieme nella prima 
corda , ciascuno di essi dee mettere in moto la corda isolata 
che gli corrbponde. Quindi si vede che l'aria stessa può ricevere 
insieme molte specie di moti di vibrazione piccolissimi, che si 
propagano senza confondersi, e comunicano le loro impressioni 
ai corpi suscettibili di riceverle ; ma di quello che appartiene 
in generale alle vibrazioni sonore dell'aria tratteremo in appresso 
parlando della costituzione de' fluidi aeriformi. * 

loi. Li queste spcrieuzc la produzione de' suoni armonici 
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dipende dalla comunicazione immediata del moto tra diverae 
corde j o tra le corde e l'aria ; ma . si possono anche eccitare^ 
e per cosi dire creare nuovi suoni col solo concordo di molti 
altri , senza alcuna comunicazione dì moto , anzi senza impìe« 
gare alcun corpo che dia inunediatamente questi suom. Per farsi 
un'idea della maniera con cui ciò può ottenersi bisogna consi- 
derare che ogni qual volta l'orecchio riceve l'impressione con- 
tinuata d'una serie di colpi o battimenti sufficientemente rapidi, 
esso prova la sensazione distinta d'un suono , e ne determina 
la natura dalla rapidità colla quale questi battimenti si succer 
dono. Supponiamo adunque j per esempio y che si facciano ri^ 
suonare insieme per mezzo di due corde poste Tuna vicino ali* 
altra i due suoni uU e sol% della medesima ottava. I numeri 
delle vibrazioni di questi suoni nel medesimo tempo saranno 
a e 3 ; vi saranno dunque istanti in cui esse arriveranno in- 
sieme all'orecchio, ed altri in cui vi arriveranno separate : supr 
ponendo , per esempio, che gli istanti di mezzo delle vibrazioni 
iuizialì delle due corde coincidano , dopo il tempo di 2 vibrai 
lioni compiute della prima , e di 3 vibrazioni della seconda , 
l'istante di mezzo di una vibrazione della prima coinciderà di 
UDOTO coll'istante di mezzo d'una vibrazione della seconda , e 
cosi successivamente, come si vede nella figura seguente , ov9 
gli istanti di mezzo delle vibrazioni sono rappresentati da punti 
posti a uguali distanze sopra una Unea': 

soU 

ui^ 

coincidenze ..... 
Gli intervalli che separano le coincidenze sono doppii di quelli 
che separano le vibrazioni di ut%. L'orecchiò dee dunque essere af- 
fetto dal loro ritomo periodico ( che forma un suono più intenso 
che i battimenti separati di ut% e sol%) come esso lo sarebbe 
da un suono i^i più grave d'ima ottava èhe ut%. Questo ap- 
punto succede, e la scoperta di questo fenomeno si attiibuisce 
al celebre musico Tartìni , che ne ha fatto menzione nel suo 
Traiiaio di musica^ Padova 17549 sebbene già più anlicamenta 
fosse stato da altri notato. Per osservarlo bisogna che i due suoni 
siano perfettamente giusti, e prolungati per qualche tempo senz'ai- 
cunaalteraiìone; questo si ottiene particolarmente sull'organo,! 



«uoni del quale riuniscono ad una giustezza uieccanica il vantaggio 
•di poter essere prolungati indefinitamente. E questo fenomeno oStc 
esso medesimo una prova sicura ed usituta già da lungo tempo 
per riconoscere se questo stroniento sia esattamente accordato. 
Egli é sempre £icile in generale il determinare, secondo questa 
maniera di concepire i tuoni eli combinazione o di Tortini, come 
essi sogliono chiamarsi, quale debba essere, ue'cesi di cui abbiamo 
qui dato un esempio, il suono risultante dal concorso di due altri. 
A tal oggetto rappresentiamo coll'unita un suono fondamentale ar- 
bitrario Htiy e supponiamo che i suoni dati siano espressi dulie fra- 
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xioni Tvi-nri ridotte allo stesso denominatore. Se si considerasse 

un terzo suono di cui il valore fosse -^ si vede che i due altri ne 

N 

sarebbero suoni armonici, vale a dire che mentre la corda da cui 
questo è prodotto farebbe una sola vibrazione , le due altre ne 
farebbero l'una n, l'altra n\ Dunque dopo questo intervallo di 
tempo , cioè d'una vibrazione sola del suono y di cui il valore 

é -?; , vi sarà una coincidenza de' due prìmi. Perché ve ne sia 

una sola bisogna che i numeri n ed n' siano primi tra loro , 
nel qual caso il suono cercato, formato da questa comcidenz;:, 

sarà il suono stesso -?; ; ma se essi hanno un fattore comuue /, 

•^ esprimerà il valore del suono risultante dalla lor consonauza, 

poiché allora vi saramio f coincidenze in vece d'una , mentre i 

due suoni dati fanno n ed n* vibrazioni. In generale la ricei-ca 

del suono risidtaute dalle coincidenze di due suoni si riduce , 

come si vede, a trovare il suono più acuto, di cui i due suoni 

proposti siano ainendue armonici. Nel nostro esempio qui sopra 

i suoni componenti erano espressi dagli intieri a e 3 , cioè da 

2 3 

— , — ; si avea dunque nziza , n'=3 , Nzz,\ . I numeri i 

e 3 essendo primi tra loro, il suono risultante dalla consonanza 

è — ossia I . cioè uti • come abbiamo veduto. Se si fossero 
I 

presi per suoni componenti mii e fai che sono espressi àx 



ì 
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7)6^9 rìducendoli allo stesso denominatore si sarebbero 

arate le fraxionì — , e — , il che avrebbe dato n=:i5, 

«'zii6, Nzni^i e siccome i numeri i5 e i6 sono primi ti*a 

loro , il suono risultante sarebbe espresso da — • Per trovare 

b sede di questo snono nelle ottave bisogna scomporre il suo 

valore in -r-^ ; si vede aUora ch'esso e la doppia ottava grave 

del suono -^f poiché -7 esprime la doj^ia ottava grave del 
suouo rappresentato dall'unità. Ora nella ganuna il valore di 
/ii é ^9 la sua doppia ottava grave, che chiameremo yà.a, i 

dunque -^ , e la doppia ottava grave di quest'ultimo è 

* 

doé ily!s che è alla quarta ottava grave di/ai* Tale sarebbe 
dunque il «nono prodotto dalla risuonanza simultanea di mi 1 
e fan. 

Osserva però il sig. Weber ( Annali di fisica e chimica di 
Pùggendotffy n.^ 2 dei 1829 ) , che per ottenere sensibilmente 
uno di questi tuoni risultanti di TarUni dalla riunione di due 
tuoni dati , non è necessario che la coincidenza dei battimenti 
die lo costituiscono sia matematicamente esatta , ma solo suffi- 
cientemente approssimata perché l'orecchio vi sia sensibile -, può 
quindi accadere che per certi tuoni si abbiano due intervalli 
tliversi j in cui questa coincidenza approssimata dei battimenti 
abbia luogo sensibilmente , cioè corrispondenti a due valori di- 
versi del rapporto di due tuoni, prossimi a quello per cui una 
coincidenza esatta si veiificherebbe ; si avranno dunque allora 
due tuoni risultanti dalla stessa riunione di due tuoni dati ; e 
con questo principio Weber cerca di render ragione di alcune 
osservazioni su questi tuoni risultanti , che il sig. Blein ha ri- 
riferite nella sua opera intitolata Exposé de quelgues principes 



224 

nouveaux sur Pacoustigiie , Paris 1827 , sebbene, secondo 3 
sìg. Weber, i risultati di queste ossenrazioiii non siano intie- 
ramente esatti. 

L'osservazione dei tuoni risultanti di Tartini fu impiegata per 
determinare con maggior esattezza' il rapporto di due tuoni «feti, 
di quello che si potrebbe fare per mezzo della comparazione 
immediata di questi tuoni. Le coincidenze indicate da questi 
tuoni risultanti offrono , come osserva Weber , alP orecchio 
lo stesso soccorso che un nonnio presenta all' occhio per la 
misura delle lunghezze ; nel nonnio una sola e stessa hoea é 
divisa in due maniere in parti uguali , cosicché in una di 
queste divisioni essa contenga una parte di più che nell'altra; 
cosi pure per mezzo delle vibrazioni di due corpi che produ- 
cono questi tuoni risultanti, im solo e stesso intervallo di 
tempo é diviso in due numeri diversi di parti uguali, di cui 
l'uno supera l'altro d'un'unità-, e siccome nel nonnio si. osserva 
la coincidenza di due tratti di divisione , si ha nel battimento 
prodotto da due tuoni la coincidenza di due oscillazioni. Cosi 
mentre un orecchio esercitato può determinare immediatamente 
il rapporto di due tuoni dati , colla differenza , per esempio , 
di una vibrazione su cento , si può col mezzo dei battimenti 
che essi presentano giungere all' esattezza d'una vibrazione sii 
mille. Quindi l'uso già accennato di questi battimenti per ac- 
cordare più esattamente gli stromenti di musica , e particolar- 
mente gli organi. 

102. Quando i suoni componenti saranno espressi da numeri 
intieri, come nel nostro primo esempio, si avrà sempre iV= i, 
e il suono risultante sarà il più gran divisore comune de' due 
numeri n ed n* da cui sono espressi i valori de' suoni compo- 
nenti. Quindi risulta una conseguenza importante per la teoria 
dell'armonia in generale. Se si ha una serie di corde, i suoni 
delle quali formino la serie de' numeri naturali i , a , 3 , 4 9 
5 , ecc. , cioè siano gli armonici del suono il più grave i ossia 
uti , facendo risuonare insieme le due prime corde della serie, 
o le tre prime , o le quattro prime , o un numero qualunque 
di esse , preso di seguito ^ comprendendovi la prima , non si 
sentirà che un solo suono , che sarà il suono più grave lU, . 
Per comprendere la ragione di questo fatto bisogna considerare 
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i|ie due tèmuni qualunque di questa serie paragonaiì iosicme 
non possono avere per fattor comune che numeri minori di loro 
stessi. Se questo £attor comune é T unità y cioè se i due ter- 
nùai che si considerano sono numeri primi tra loro , il suono 
risultante sarà u/g , od i \ se il fattor comune è diverso dall' 
unità 9 esso cadrà sopra alcuno de' termini della serie , infe- 
riore a quelli che si paragonano , e lo rinforzerà. Questo si* 
BÙlaiente combinato con un altro termine , o si risolverà in un 
altro numero minore di se , o darà immediatamente utt per ri- 
foltato ; cosicché al fine tutte le combinazioni possibili concor- 
toiÈO colle loro risuonanze a rinforzare il suono uti^ che essendo 
altronde dato dalla corda i predominerà su tutti gU altri. 

Egli è probabilmente a questo concorso di tutti i suoni ar- 
BMUiiò d'un suono dato , per produrre quest' ultimo colle loro 
eoincideniey e cosi una impressione sola e semplice nel senso 
delF udito , che si dee attiìbuire l'armonia o sensazion grata 
che lisnlta daUa loro riunione col suono principale che si 
chiama il loro suono fondamentale o generatore , come già 
aU>iamo accennato. E in generale qualunque accordo , cioè 
liunione aggradevole di due o più suoni pare dipendere da 
questa medesima coincidenza più o meno perfetta, ossia ten- 
densa a formare un solo suono j sia che quest' ultimo suono 
na uno di ^elli che si fanno suonare immediatamente come 
nella suddetta sene de numeri armonici cominciando da i , 
ùa che esso non si produca clie dalla riunione degli altri , 
come nelPacoocdo itfg, mig, 50/1, ut% cioè d'un numero colla 

5 3 
ioa terza , quinta ^ ed ottava , ossia 1,7-,—, 2 , che pren- 
dendo per unità un u£ di due ottave più basso divengono 4» 
5 , 6 , 8 y suoni armonici di questo ut j e che per conseguenza 
Io fonno rìsttonare col loro concorso , sebbene imperfettamente 

per in soppressione de' suoni intermedii 2,3. Se si sopprima 

3 
miiy ossia la terza, si hanno i suoni i, — , 2, che prendendo per 

aaità la semplice ottava grave del primo di essi, divengono 
2,3,4»^ fanno risuonare più compiutamente questo suono 
A cui sono gli armonici più vicini ; in fatti quest'accordo d'un 
colla sua quinta , ed ottava è riguardato come il più 
Yol. I i5 



perfetto che si possa ottenere tra i suoni che oompongono una 
sola gamma. 

ia3. La teorìa sovra esposta dei tuoni di Tartìm, ossia tuoni di 
combinazione è quella pia generafanente rìceynta ^ e la consi- 
derazione di Weber sull'influenza della variazione possibUe dei 
suoni .che li producono tra certi limiti , le arreca solo una leg- 
giere modificazione j senza, la quale essa si troverebbe -af&tto 
contradetta dalle sperienze. Il signor Hallstrdm Svezzese- non 
crede però questa teoria intieramente conforme alle sperìenze, 
nemmeno con questa modificazione. Egli già fin dall'anno 1819 
aveva proposto per questa teoria un altro principio neUa sua 
Memoria de tonis comhinationis j pubblicata in Abo in quelV 
anno , e cosi avanti che Weber avesse indicata quella modifi- 
cazione , e la sostenne nuovamente negli Annali di fisica t 
chimica di Poggendorff n.<> 3 dell' anno 1882 , dopo aver vedute 
le spiegazioni di Weber. Questa teoria di Halktròm, ossia modifica- 
none da esso arrecata alla teorìa ordinaria , é fondata sulla consi- 
derazione che per ottenere i battimenti di coincidenza da cui dipen- 
dono i tuoni di cui si tratta , non è necessarìo, come si suppone in 
quella teorìa, che numeri intierì di vibrazioni de' due corpi 
sonorì che li producono si compiscano nello stesso istante, os- 
sia che partendo da un perìodo comune, le vibrazioni dei due 
corpi si trovino di nuovo allo stesso periodo ; ma basta che 
esse siano giunte ad un altro punto di perìodo comune , seb- 
bene diverso dal prìmo. Cosi per esempio se i numerì delle 
oscillazioni dei due corpi in un dato tempo sono 3 e 5 , la 
coincidenza, quale la teoria comune la richiede, non avrà luogo 
che dopo tre oscillazioni dell' uno e cinque dell' altro , e questi 
corpi daranno cosi un tuono risultante conrispondente ad una 
sola vibrazione in quel dato tempo : ma si dee osservare che 
alla metà di quel tempo , il prìmo corpo avrà fatta una vibra- 
zione e mezza , e il secondo due vibrazioni e mezza , e si tro- 
veranno cosi questi corpi amendue alla metà di una delle loro 
vibrazioni , il che basta , secondo Hallstròm per produrre una 
coincidenza degli impulsi che ne risultano, e cosi im tuono di 
combinazione che corrìsponderà a quello d'un corpo , che di- 
cesse due vibrazioni mentre i corpi dati ne fanno Tuno tre, e 
l'altro cinque* In generale siano r ed 5 i numeri di oscillazioni 
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dei tuoni che ti fanno lifuonare insieme in un dato ten^ , 
per esempio in un nùnnto secondo , e sia x il numero delle 
oscillazioni nello stesso interrallo d'un secondo , che costituisce 
il tuono che giusta quest'osservazione dee risultare dalle loro 
coincidenze , mentre secondo la teorìa comune questo numero 
sarebbe sempre l'unità quando r, 5 sono numeri primi tra loro, 
o il loro £ittore comune 4/ y se essi ne hanno uno. Il tempo in 
cui si iiEurà una di queste osciUarìoni del tuono risultante sarà 

— y e in questo tempo i due corpi risuonanti faranno rìspetti- 

vamente —, ed — oscillazioni*, perchè ne risulti una coincidenza 

s 
basterà che ^il numero — che supporremo il più grande su- 

peri — d'un' unità y poiché allora, mentre uno di questi corpi 

irrà fatto un numero frazionario — di oscillazioni , l'altro ne 

iTrà fatto I -f- — , e cosi si troveranno amendue allo stesso pe- 

X 

riodo ài oscillazione frazionaria dopo un numero di oscillazioni 
intiere che per Tuno sorpasserà quello dell'altro di un' unità ; 

si determinerà dunque x per mezzo^ dell' equazione— = - -h i; 

%JC X 

3 die dà xszS'^r. Il numero di oscillazioni in un secondo di 
tempo , che costituisce il tuono cercato è dunque la differenza 
tra i due numeri d'oscillazioni in un secondo, che costituiscono 
i due tuoni produttori. Se ^ ed r sono numeri primi fra loro 
fuetto numero non si potrà esprimere altrimenti che per s — r; 
ma^ te tm avessero un fattore comune f, cioè se si avesse per 

I* s 

esempio r:^a(j ^ s^^bq^ ossia — = 7=9, a, e b essendo due 

inmeri primi fra loro , si avrà x =5 — rzzzs — t-=(^ — ^)r- 

òr r 

s(i — 11)^9 oppure anche x=: r=(i— a)-*, che si ri- 

siouknente a (ò— -a)?» espressione che non differisce da 
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quella, x = — = -r-=99 che darebbe la teorìa comune, se non 

pel (attore &-— a, in yece del quale in quest'ultima teorìa à 
prende sempre l'unità. La teorìa di Hallstrdm non coincide 
dunque con quella comune , se non nel caso in cui fr— a é 
realmente l'unità , cioè in cui i due numerì corrispondenti ai 
tuoni produttorì se essi sono prìmi tra loro , o i due numen 
primi che essi contengono, con un fattore comune, in caso con- 
trario, non offeriscono tra loro che d'un' unità. Cosi per esem- 
pio se i due numeri dati sono a e 3 , il numero cercato sarà 
1 nell'una e nell'altra teoria-, ma se i due numerì dati sono 
3 e 5 che differiscono di due unità , il numero di cui si tratta 
sarà 2 nella teorìa di Hallstròm , come sopra si è veduto , in 
vece di i soltanto che la teoria comune avrebbe dato. 

Si osserverà che nella teorìa di Hallstròm il snono risultante 
non è sempre necessariamente più grave che ciascuno dei due 
tuoni produttorì , come ciò avea luogo nella teoria comune ; 
in fatti secondo la relazione tra 5 ed r , il numero s — r può 
essere più grande di r; cosi per esempio se r=3, 5=ii , si 
avrebbe s — r=z8. 

Ma questo tuono corrispondente ad un numero s — r di 
oscillazioni nella teoria di Hallstròm non dee essere considerato 
se non come il principal tuono di combinazione dei due tuoni 
dati , ossia come il primo di una serie di tuoni diversi di 
combinazione che avranno pur luogo , sebbene in generale me- 
no sensibili , in Tcce d'un solo che ne dava la teoria comune. 
In fatti il tuono di combinazione s-^r cosi prodotto, dee ge- 
nerare nella stessa maniera col tnono r che e il più grave dei 
tuoni dati un altro tuono r — {S''^r)^^ir — s\ questo con s 
e con s — r separatamente due altri tuoni di combinazione 
s^^{ir^s) , ossia i{S'^^r) , e 2r— 5 — {s — r) , ossia 3r — 25 , e 
cosi successivamente. Questo numero però di tuoni di combi- 
nazione possibili è necessariamente limitato dalle relazioni di- 
verse che si suppongono tra i tuoni produttori primiti?i red^, 
in virtù delle quali i tuoni successivi possono confondersi coi 
primi ; cosi per esempio perchè il secondo tuono di combina- 
zione 2r— 5 si confonda col primo s — r basta supporre tra r, 
ed f la relazione espressa da quest'equazione s — r=2r — s , il 



a 29 
che da 3r=^ , ossia r=: -^ . 5. Inoltre i diversi tuoni di combi- 
nazione non sono sempre tutti d'una tal forza che possano 
essere realmente sentiti. 

Hallstrdm cercò di confermare questa teoria colle esperienze , 
sia adoperando tuoni primitivi abbastanza gravi per produrre 
battimenti cbe si potessero contare , sìa , quando i tuoni pro- 
duttori erano troppo acuti perchè questo fosse possibile , giù- 
dicaDdo dei tuoni di combinazione coli' orecchio e per mezzo 
del paragone con tuoni determinati* I numeri di battimenti , 
e i tuoni ottenuti si trovarono j secondo le tavole che egli ne 
ha date, aflEatto prossimamente conformi a quelli calcolati colla 
sua teoria ; quelU dati daUa teoria comune non vi si accorda- 
vano con qualche prossimità , se non per mezzo della consi- 
deratone proposta da Weber, dei tuoni prossimi a quelli dati, 
non però colla stessa esattezza che offrivano i tuoni calcolati 
per mezzo deUa nuova teoria, e non in maniera da soddisfare 
a tutte le variazioni osservate , se si eccettuano i casi in cui » 
secondo la teoria stessa , alcuni de' suoni o primarii , o suc- 
cessivi si accordano, o si confondono con quelli dati dalla teo^ 
ria comune. Queste sperienze offrirono in particolare tuoni di 
combinazione molto più elevati di quelli che multano dalla 
teorìa comune, e questi tuoni elevati sono appunto una conse- 
{nenia della teoria di HaUstrom. 

Quanto alle cagioni per cui tra più tuoni di combinazione 
die secondo questa teoria possono corrispondere a due tuoni dati, 
^ uni piuttosto che gli altri sono sensibili , esse pajono dipen- 
dere, secondo le esperienze di Hallstrom, da diverse circostanze 
aeDa relazione di questi tuoni dati, per cui accade anche tal- 
foha che i tuoni di combinazione secondarii o dedotti dai primi 
tono appunto quelli che sono sensibili mentre questi noi siano. 
La capacità cioè dell'orecchio di sentire questi diversi tuoni 
di combinazione pare dipendere dall' elevazione relativa dei me- 
desimi , e dal loro rapporto coi tuoni che li producono , in 
quairto che si distinguono più facilmente i tuoni più gravi a 
calzone della loro ruvidezza , e si confondono al contrario i 
più elevati coi tuoni originarii produttori , pii^ fortemente 
nsuonanti , e inoltre si distinguono più fac ilmente gli uni dagli 
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altri i tuoni armonicamente consonanti , mentre non si pos- 
sono riconoscere in particolare quelE dissonanti ^ sopratutto 
quando ye ne siano molti insième. 

Del resto la coesistenza , in molti casi, di più tuoni di com- 
lùnaàone contemporaneamente sensibili é , come si yede, una 
conseguenza immediata della teoria di Hallstrom, in vece che 
secondo la teoria comune essa non poteva spiegarsi se non per 
mezzo della considerazione di Weber , cioè di due rapporti 
i^prossimati diversi tra i due tuoni produttori , i qpiali pos* 
sono servire l'uno e l'altro alla determinazione del tuono di 
combinazione ; ma secondo questa spiegazione i tuoni di cui il 
rapporto è affiitto determinato , e sufl&cientemente semplice ^ 
e non ha per conseguenza bisogno di approssimazione non po- 
trebbero produrre che un solo tuono di comlnnazione, mentre 
secondo le sperienze di Hallstrdm si sentono distintamente an- 
che in alcuni di questi casi due tuoni di combinazione divenL 
Hallstrdm fa notare , che andie le osservazioni di Blein di cui 
• sopra si è parlato si accordano da vicino colla sua teoria , 
sebbene il loro autore non sembri aver avuta alcuna idea di 
questa teoria *, e solo perchè e%st non si accordavano colla 
teoria comune, Weber le ha riguardate come in parte difettose, 
accettandone solo il fatto della coesistenza di molti tuoni di 
combinazione corrispondenti ai due tuoni dati , e che Wdber 
spiegava come si è detto per mezzo di quelle approssimazioni. 
Tutto pare dunque concorrere a far riguardare questa teoria 
de' tuoni di combinazione di Hallstròm come più conforme che 
la teoria ordinaria ai fatti conosciuti a tale riguardo. 

104. A questa teoria di Hallstròm pajouo però aver ancora 
arrecata qualche modificazione , e data nello stesso tempo una 
maggior estensione ed esattezza le ricerche di Scheibler ama- 
tore di musica , fatte collo scopo di ottenei*e un metodo più 
esatto e più sicuro di accordare gli stroinenti di musica , de- 
scritte da Rober Professore a Crefcld , e pubbUcate nel i834 
negli Annali di Fisica o Chimica di PoggendorfF in Tedesco 
T. 3a TL,^ 32. Egli ha osservato che il numero dei battimenti 
prodotti immediatamente da due tuoni , di cui sono dati i nu- 
meri delle oscillazioni in un dato tempo , è la metà soltanto 
del numero dì vibrazioni che forma la differenza dei due tuoni 
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dati y e die , confdlrmemente alla teoria di Hallstròrà , rappre- 
senta il tuono di combinazione , cpiando i battimenti divengono 
troppo rapidi per esser sentiti separatamente. La ragione ne è 
die questi battimenti corrispondono agli istanti , in cui le vì- 
braziooi semplici dei due tuoni generatori non solamente sono 
id uno stesso punto dd loro perìodo , ma si fanno inoltre 
nella stessa direzione , doè in quella da cui si suppongaoo es- 
ler partite in comune da principio. Infatti le vibrazioni sem- 
plici Heicendosi alternativamente in due opposte direzioDÌ , cosic- 
ché nell' una l'aria é condensata , nell' altra è rarefatta relati- 
famente all'orecdiio, le coincidenze in im punto corrìspondente 
del loro periodo sono alternativamente amendue nella stessa 
erezione di vibrazione , o in direzioni opposte-, la coincidenza 
b uno stesso punto del periodo , di due vibrazioni amendue 
condensanti , o amendue rarefacienti forma sola un massimo 
di impressione nell'orecchio, e quindi un battimento ; quella 
di due ^nbraiioni ^ l'una condensante , l'altra rarefaciènte , e 
di cui gli effetti si distruggono reciprocamente produce al con- 
trario un minimo o piuttosto un annullamento d'impressione ^ 
e non é che l'istante di mezzo tra quelli di due battimenti, 
n tuono però risultante da quest' alternativa di massimo j e di 
■pnimft di impressione prodotta daUe vibrazioni dei due tuoni 
generatori, quando la successione ne sarà troppo rapida perchè 
i battimenti si possano contare , sarà espresso dalla somma di 
questi massimi e minimi , nella stessa maniera che il tuono 
prodotto dalle vibrazioni d'un solo corpo sonoro corrisponde 
al numero delle vibrazioni semplici che si fanno in un dato 
tempo , sebbene in direzioni opposte , epperciò l'una conden- 
sante , l'altra rarefaciènte , ossia al doppio del numero delle 
vibraziom condensanti o del numero deUe vibrazioni rarefa- 
denti prese separatamente ; cioè questo tuono sarà realmente 
fiello indicato dalla teoria di Hallstrdm. 

45Ò si rende senàbile nella fig. 1 9 , die presenta una costru- 
none grafica dell' andamento delle condensazioni e dilatazioni 
altovative e delle loro coincidenze tra due tuoni corrispondenti 
Fono a 4 9 l'dtro a 5 vibrazioni semplici in un dato tempol 
Queste condensarioni e dilatazioni prodotte dalle escursioni de' 
corpi vibranti da una parte e dall'altra della loro posizione di 
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equilibrio yì sono rappresentate dalle ordinate di cinre, di èm 
le ascisse rappresentano il tempo ; le ordinate al dissopra delU 
linea delle ascisse esprìmono le escursioni da una parte , e 
quindi per esempio le condensazioni, e quelle al dissotto le 
escursioni dalla parte opposta, e quindi le dilatazioni dell'aria;, 
la curva abcd...l è quella deUe condensazioni e dilatazioni 
prodotte dal corpo che da il tuono di 5 vibrazioni e a'b'c'JP,..T 
è la curva delle condensazioni e dilatazioni prodotte dal corpo 
che dà il tuono di 4 vibrazioni in un dato tempo, che è rap- 
presentato dall' ascissa pn. Si trovano le azioni combinate ri- 
sultanti dalle due serie di vibrazioni , e quindi d'ondulazioni 
prodotte nell'aria , in un istante qualunque , prendendo la 
sonuna delle ordinate positive o n^ative che appartengono alle 
due curve in uno stesso punto della linea delle asdsse* Nel 
punto p coincidono due massimi dello stesso segno ; questa 
coincidenza toma ad aver luogo in q dopo due intervalli pn^ 
itf di 4 vibrazioni semplici di uno de' tuoni , e di 5 Tibraàom 
dell' altro , cosicché il numero dì questi massimi d'impressione 
non è che la metà del numero delle coincidenze delle vibra- 
zioni semplici che hanno luogo in n e in ^. L'azione combi- 
nata , andando da p verso il mezzo n di quest' intervaUo di 
tempo, diviene vieppiù debole, e nel mezzo stesso n, ove due 
massimi di segno opposto coincidono , essa è uguale a zero , 
sebbene vi sia colà una coincidenza delle vibrazioni in uno 
stesso periodo , perchè queste vibrazioni si fanno in direzione 
opposta. La curva punteggiata aAByiXixvfiGl rappresenta colle sue 
ordinate 1' effetto di quest' azione riunita dei due tuoni. Essa 
offre , come le due altre , una successione di condensazioni e 
dilatazioni crescenti , e decrescenti ; ma queste condensaùoni e 
dilatazioni non sono , come quelle dei tuoni ordinarii^ tutte di 
ugual forza, e la loro successione non è alternativa senza inter- 
ruzione , cosicché a ciascuna condensazione succeda una rare- 
fazione, e reciprocamente ; queste vibrazioni di combinazione ^ 
come le chiameremo, si compongono al contrario di sistemi suc- 
cessivi come aa,Byi\ e XfMvpal , in cui i massimi delle conden- 
sazioni e dilatazioni particolari a,c(,0,y,$, e jii,y,p,ff,/ sono tanto 
più piccoli quanto sono più lontani dai punti pe q ove hanno 
luogo i più grandi massimi-, e nei loro limiti contìgui duA 
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doni , o due dilataàoni si tuccedono. Cosi nell'istante 
X oominda uno di questi sistemi , e finisce il precedente > iti 
questo istante , in cui coincidono due yibrasloni semplid op- 
poste , l'azione combinata è nulla , ed è preceduta e segiùtii 
da due deboli azioni S, /a amendue eondensand del tuono di 
combinazione. I più {prandi] massimi successivi in p, 9, ecc* 
fermano, come si è detto, i battimenti, quando la successione 
ne è abbastanza lenta perchè possano contarsi , mentre i mas» 
simi successivi decrescenti , e crescenti sono sempre troppo de- 
bdi ,e troppo rapidamente si succedono per formare battimenti 
•eparatì ; ma il tuono di combinazione che risulta da queste 
ilteraative quando esse sono abbastanza rapide , perchè non 
n possano più sentire i battimenti, corrispondono al numero 
totale di coincidenze p^ n^ q ecc. doppio di quello dei batti- 
menti y cioè al nùmero totale di istanti alternativi di conden- 
sazione , o dilatazione nulla e di sola condensazione o sola di^ 
latanone massima , come i tuoni semplici corrispondono al nur 
nero di istanti alternativi di condensazione , e di dilatazione. 
Gli istanti in cui è nuUa la condensazione o dilatazione fanno cosi 
nel tuono comlMnato , secondo Scheibler , le veci degli istanti di 
dilatazione frapposti agli istanti di condensazione, e degli istanti 
di condensazione frapposti agli istand di dilatazione nelle vibra- 
zioni da cui risultano i tuoni semplici. 

. n numero dei battimenti , quale dee risultare da due tuoni 

combinati quando essi possono distinguersi e contarsi , non è 

dunque, come si è detto, secondo queste considerazioni, che la 

metà del numero di vibrazioni semplici che corrisponde al tuono 

di combinazione che nascerebbe da quei due tuoni, e se Uallstròm 

ba trovati risultati giusti calcolando il rapporto tra i battimenti e 

itnonidi combinazione come se il numero de' primi dovesse essere 

aguale al numero di vibrazioni a cui i secondi corrispondono ^ 

Insogna che abbia corretto quest'errore prendendo nel calcolo 

il doppio del numero di battimenti che avrà realmente contati 

nelle sperìense. Lo stesso rapporto di i a 2 tra il numero dei 

battimenti 9 e il numero di vibrazioni corrispondenti al tuono 

£ combinazione , è stato verificato coli' osservazione da Scheibler 

osi battimenti risultanti dalla riunione dei tuoni di combina-* 

none stessa già formati dalla rbonanza sinmltaneA di tre tuoni 
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semplid, e in ipidU ruultantì dalla riiuiioiie di iin tnonò di 

Qonilniiaxioiiie, e di un tuono «empUoe, e cod énocessiTamente 
per gli altri tuoni di combinatone che secondo la teorìa di 
Halistrdm possono concepirsi risultanti all'infinito dalle cQjnln- 
nazìoni successive di due o più tuoni semplici ^ e dei tuoni di 
combinazione da essi prodotti. Scbeibler chiama i tuoni di 
oombinaùone prodotti immediatamente dalla riunione di due 
tuoni ordinarii tuoni di combinazione del i.** grado ; quelli che 
risultano dalla riunione di due tuoni di combinazione del i.* 
grado, o di uno di questi tuoni con un tuono ordinario , tuoni 
di combinazione del nJ^ grado ; quelli formati dalla rittnkme 
di due tuoni di combinazione del a.® grado , o di uno di questi 
tuoni con uno dei tuoni delle specie precedenti , tuoni di com^ 
binazione del 3/ grado y e cosi di seguito. Questi diversi 
gradi dei iuoni di combinazione sono successivamente più diffi- 
cili a distinguersi coli' orecchio , e al di là del 3.® grado di- 
vengono insensibili , o almeno impossibili a determinarsi* 

Per mezzo di questi rapporti , e servendosi per produrre i 
tuoni' di diversi diapason ossia coristi come meno soggetti a 
variazione che il monocordo , e usando inoltre le precauriom 
necessarie per evitare l'influenza delle variazioni di tempera- 
tura sui tuoni dati dai coristi medesinu , Scbeibler pervenne a 

determiaare l'elevazione d'un tuono colla precisione di . ■ 

* lOOOO 

od anche maggiore , e ne dedusse , come si era proposto , un 
metodo per determinare in generale, per mezzo dei battimenti, 
intervalli di tuoni qualunque , e ottenere un accordo molto 
più perfetto degli stromenti di musica di quello che prima si 
fosse fatto. 

Si noterà qui che ciò che abbiamo detto non essere il numero 
dei battimenti prodotti da due tuoni , secondo le osservazioni 
di Scbeibler, che la metà del numero di vibrazioni a cui coi^ 
risponderebbe il tuono di combinazione , si dee intendere delle 
vibrazioni semplici formate da uu' andata od un ritorno delle 
particelle del corpo vibrante ; se si intendesse per vibrazione od 
oscillatione la somma d'un'andata, e d'un ritorno, il che corrispon- 
de a ciò che ordinariamente si chiama, come vedremo a suo luogo, 
ììdk* ondulazione nell' aria considerata essa medésima come corpo 
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▼ikrasle y è per cm m propaga il suono all'ereeduOi il moneto 
dei iMittìnaeiili «arebbe uguale a queUo di qnette ondula sìom a 
do|qpie ^raiioai , pokhé questo numero non sarebbe pia 
€Èto ittedeàmo che la metà di quello delle vibrazioni semplid. 
Quanto alla relaàooe teorica indicata da Scheibler, e Ròber 
tra le yibrazioai corrispondenti ai tuoni semplici , e quelle in 
cui conriste il tuono di combinazione , essa è conforme a ciò 
che Tommaso Young ayea già fatto osservare nella sua Me- 
moria sul suono e sulla luce, Trans. FU, del 1800, ed in altra 
posteriore puU)licata nel i8o3, sull'addizione, o distruzione re- 
cippoca degli effetti delle vibrazioni coiniùdenti, secondo che o esse 
•ODO ameiìdise di condensaiiooa o di dilatazione 9 o 1' una di 
ooadensazioiie , Paltra di dilataaone , in una maniera analoga a 
ciò che ha luogo nella propagazione della luce , secondo la 
teoria delle ondulazioni, e che costituisce il principio detto delle 
ùuerferenze \ di quest'oggetto avremo dì nuovo occasione di oc- 
cuparci quando tratteremo delle librazioni sonore del corpi gazosL 
io5. Per dar compimento alle considerazioni sulle relazioni 
die esistono tra i suoni , e a cui ci ha condotti la teoria delle 
▼ibraàom delle corda tese , ci resta a dir qualche cosa sui 
raj^rti diversi che passano tra i tuoni consecutivi della 
gamma , e (fi cui occorre soventi di far menzione nella teoria 
delle vibrariom de'oorpi sonori in generale. 

Questi rapporti si ottengono paragonando tra loro le espres- 
sioni che sopra abbiamo indicate ( n. 96 ) del valor dei suoni 
di cui n tratta per mezzo della rapidità delle vibrazioni che 
loro corrisponde , prendendo per unità il suono fondamentale 
uli • Cosi cominciando dai due primi cediamo che il rapporto 

di re a ul é 2* ossia i ^ , come ciò è segnato nella gamma stessa 
o o 

5 
espressa in numeri. Quello susseguente di mi sl re è j divisa 

8.5q4oio I ,, ,^ 

per —, ossia j* q- = ^7; = — = ' "^ > ^^ ^ adunque alquanto 

fto 

nùnore del precedente, e forma soltanto -^ di quello, poi- 
ché — diviso per -§- ci dà in&ttì questa firazione ^r— • La 
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differenza tra quesU dae rapporti è troppo piccola per 
•ere senubile all'orecchio , onde cantando la gamma non si 
sente che il passaggio da re a nu richiegga uno sferzo d'into- 
nazione sensibilmente minore che quello di iil a re. Tuttavia 
nella teoria diviene necessario di distìnguere questi due inter- 
Talli con denominazioni particolarL L'intervallo di re a ni, vale 

a dire il rapporto de' due tuoni re ed uij ossia ^ si chiama un 

ùsono maggiore^ e l' intervaUo da nu a ir, ossia — si chiama 

un fuono minore* Ma non vi è alcuno che cantando la gamma 
non s'accorga che l' intervallo da nu a y» è minore di [quello 
di re a nu o di ii< a re. Infatti il rapporto dei suoni ^ e mi 

è ^ Inviso per -? , ossia 7- .7 = -7 = i — p* » e non differisce 

cosi dall'unità cioè dal rapporto di uguaglianza, che di *-7,ÌQ 

vece che il rapporto di 11/ a re ossia §- ne differisce di 3- e cosi 

o o 

quasi due volte tanto. Quindi è che quest'intervallo o rap» 

porto —s ha ricevuto il nome di scmituono maggiore. Se si 

continuano a paragonare cosi due a due i suoni consecutivi <9ie 
compongono la gamma, i loro rapporti si troveranno compresi 
in alcuni di quelli che abbiamo or ora considerati. Basta per 
convincersene gettar gli occhi sulla tabella seguente che pre- 
senta i risultati di questo calcolo. 
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lAXto rapporti. 
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Valor musicale dell' 


m de'siiom. 








intervallo che essi 


J 






- 


comprendono. 


iàiU 9L rp 


9 
•"8 


. . Tuono maggiore 


re tni 




IO 

9 




• • Tuono minore 


mi fa 




i6 
• i5 


• • 


. . Semituono maggiore 


fa sol 




•i 




• . Tuono maggiore 


sol la 




IO 

9 


• • 4 


. • Tuono minore 


la si 




9 

•T 


• • • 


. Tuono maggiore 


si ut 




i6 

•75 


• • • 


• Semituono maggiore 



Oltre questi intervalli detti tuoni maggiore e minore , e se- 
mituono maggioreyve n'ha un altro da notarsi particolarmente 
perchè esso si connette con un rapporto di suoni che forma 
una consonanza assai grata all'orecchio , e di ireq[uente liso 

nella musica. Quest'intervallo o rapporto è quello di 7 ossia 1-7; 

esso é un po' minore di quello di ut a mi che si chiama terza 

5.1 
ma^orcy e che ha per valore 7- ossia i y- , come ciò è segnato 

nell'espressione numerica dei suoni della gamma. Quest'ultimo 

6 25 
rapporto può mettersi sotto la forma 5* • -T > poiché infatti 

-<Uviso per- ci dà -r, d'onde si vede che per formare l'in- 

6 . . 5 

tervaIlo-7 bisogna indebolire la terza maggiore ut mi ossia --- 

moltiplicandola per -~ . Per questa ragione l' intervallo 7 ha ri- 

25 

cevuto il nome di terza minore ^ e il fattore —y « che misura il 

a4 
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sao iamterrallo aUa iena maggiore ti chiama un stndbmno mi* 

nore. 

Occorre soventi in generale nella musica di akare una nota 
qualunque della ganuna d'un semUuono minore , cioè di mol- 

tìplicame il' valore per— , oppure di abbassarla nella stessa 

ai 
proporzione moltiplicandone il valore per *-7. Nel primo caso 

si aggiunge alla nota o tuono il nome dieziy e nel secondo il 
nome bemolle. Si indica il diezi col segno ^ e il bemolle col 
segno t ) posti V uno e V altro alla destra della nota o del suo 
nome , e un poco al di sopra della medesima come un espo- 
nente. In Germania si suole indicare . P elevazione o l'abbassa- 
mento d'una nota di un diezi, o d^un bemolle , aggiungendo 
alle lettere n, &, ecc. con cui si segnano i tuoni della gamma 
le sillabe is o es come cis per ut ^,ecc. des per re^ ecc.; si ia 
eccezione pel sif che si indica con b, 

a5 
L'intervallo --- è il più piccolo di quelli che si impiegano 

nella pratica della musica. Quando il rapporto di due suoni è 
espresso da un fattore che si approssima di più ali* unità , per 

esempio dal fattore rr- di cui sopra abbiamo parlato ^ questo 

oi 

rapporto si chiama in generale un comma* 

A qaest' indicazione dei diversi rapporti che esistono tra i 
suoni della gamma si potrebbero aggiungere molte cose sui 
suoni intermedii che vi si possono inserire per mezzo di diezi 
e di bemolli , sulle diverse gamme che si possono formare 
partendo da uno qualunque dei diversi suoni che compongono 
la gamma naturale che comincia per uU^ sulla necessità di al- 
terare alquanto i suoni degU stromenti , che non possono 
dare che suoni fissi , per farU servire a queste diverse gamme , 
etc-, ma queste cognizioni appartengono piuttosto alla teoria 
dell' arte della musica , che a quella delle vibrazioni - de' cor{H 
sonori I della quale soltanto , come ooUegata colla costituzione 
de' corpi y dee la fisica occuparsi 

Debbo però far menzione d'una maniera approssimata con 
rai ù è cercato di rappresentare con intervalli uguali una serie 
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di semitiumi conponenti la gamma intiera^ mentre al contrario, 
come abbiamo veduto, dei tuoni intieri che regnano fra alcune 
delle note della gamma Semplice ordinaria, altri sono maggiori j ed 

dtrì minori , cioè gli uni espressi da ^ ossia' i,i25 , e gli altri 

da — ossia i.iiii..., e il valore ---- del semituono maggiore 

9 '«* 

cbe ha luogo fra altre di queste note della gamma ordinaria , 

non corrisponde alla metà dell'intervallo né dell'uno né dell' 
altro di questi tuoni, poiché i~^l = — ^= 1,1377 •»• inumerò 

ancor maggiore di ^ ossia del tuono maggiore. Diverso ancora 

o 

dall'intervallo corrispondente alla metà , sia d'un tuono mag- 

a5 
giore sia d'un minore, é quello detto semituono minore -7- , 

(i5\* S^5 10 

— 7 1 zz: ^-^ =: I ,o85 circa, numero minore di — cioè 
a4/ 576 9 

del tuono minore , d'onde segue che non si avrebbe un tuono 

predsamente intermedio tra due suoni della gamma costanti tra 

loro d'un tuono né segnando il più basso di % né segnando 

il più alto di 6 , il che darebbe altronde due tuoni diversi. 

Cosi le due serie 

itf, iit*, re, re*, mi^fa^fa^^ solj sol*, la, la*, si, ut 

uij rt^ , re, mi^ , mi, fa, sofi , sol, kiP , la, si^ , si, ut 

sarebbero diverse tra loro , e non presenterebbero né l' una né 

l'altra intervalli uguali. Ora se si osserva che i semituoni di- 

vern che formano o l'una o l'altra di queste due serie , sono 

in tutto al numero di la, é chiaro che dovendo il secondo ut, 

ottava del primo, essere rappresentato da 3 , quando si prende 

il primo ut per unità , converrà che ciascuno degli intervalli. 
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quando essi si vogUano uguali tra loro, sia rappresentato da /^ 
= 1 ,05946 , cioè che la serie dei termini distanti successiva- 
mente d^un mezzo tuono uguale sia una progressione geome- 
trica, di cui questo numero 1,05946 sia la ragione; cosi il se- 
condo lenmne^ che si potrà considerare indi£ferentemente. come 
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l'ili*, o comtilre* i 



par <pifl»tf gppwmtnmiape , nrà 

quetto stesso numero v^ ossia i,o5g46 ; il terso cioè 2 neap- 

prossìmato sarà (/D^s 1,12246 iavecedig- ossia di i,ii5', 

e cosi successivamente ; onde si Terrà a fonnare la tavob se- 
guente dei suoni succesdri di questa serie , rappresentati dai 
numeri delle vibrazioni in un dato tempo che loro corrispon- 
dono , prendendo per unità quello che corrisponde all'iil Cmk 
damentale : vi aggiungo la lunghezza corrispondente delle corde 
che darebbero questi suoni, prendendo per unità queDa ddh 
corda che dà Vut fondamentale. 





Numero delle 


Longhene delle 




vibraziom* 


corde. 


ut 


1,00000 


1,00000 


ut^o re* 


i^Sgi6 


0,94387 


re 


1,12246 


0,89090 


re* orni* 


1,18921 


0,84090 


mi 


1,25992 


0,79870 


fa 


1,33484 


0,74915 


fa^QSot* 


1,41421 


0,70710 


sol 


1, 49831 


0,66742 


soì^ Ufi 


1,58740 


0,62996 


la 


1,68179 


0,59461 


la*o siP 


1,78180 


o,56i23 


si 


1,88775 


0,52973 


ut 


2,00000 


o,5oooo 



I suoni corrispondenti a questi numeri di vibrazioni non 
differiranno sensibilmente all'orecchio da quelli di cui essi 
prendono il nome nella gamma primitiva ; e questo è uno dei 
sistemi d'alterazione dei suoni che si sono proposti per accordare 
gli stromenti di musica in maniera da poter servire all' esegui* 
mento di ogni sorta di musica, e che sì chiamano tempera* 
menti. 
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io6. A que^. coittidenudoni sulle relaaoni dei diversi suoni 
tra loro, a cui hanno dato occasione le vibrazioni delle corde 
tese y debbo ancora aggiungere V osservazione , che in generale 
i suoni possono esser prodotti , secondo quello che già si é 
accennato al n. loi , da ijualunque sene d'impubi , che Tana 
riceva y in determinati intervalli di tempo , dipendenti andie 
da altre cause che dalle vibrazioni delle corde , o di altri corpi 
dasBó 9 e che si succedano abbastanza rapidamente perchè 
l'orecdiio non ne possa ricevere separatamente la sensazione p 
Facutezza o gravità di questi suoni dipendendo poi sempre 
dalla maggior o minor rapidità della loro successione. Ce ne 
fornisce un esec^pio Tistromento, detto Sirene , inveutato dal sig. 
Gagntard-La-Tour, in cui gli impulsi sOno dati dall' aria stessa 
che si lascia uscire a determinati intervalli da forellini a ciò 
destinati. Negli istromenti da £ato detti a linguetta ^ il suono é 
por reso in parte dall'alternativo aprirsi e chiudersi T adito, 
all'aria dal moto della linguetta medesima ^ come vedremo 
trattando a suo luogo delle vibrazioni dei fluidi aeriformL 

107. Quanto al moto vibratorio delle corde tese di cui qui si 
trattava , si dee notare per ultimo , che esse , oltre le vibra- 
zioni trasversali di cui sin qui abbiamo parlato , sono ancora 
suscet^ili di vibrazioni longitudinali per cui le loro parti si 
approssimano e si allontanano successivamente dai punti tra 
cui sono tese , il che non si può fare senza una condensazione 
della loro sostanza verso uno di questi puntì 9 e una rarefazióne 
verso l'altro. Il signor Poisson nella sua Memoria sull'equili- 
brio e sul moto dei corpi elastici , in cui còme abbiamo già 
detto ha anche applicato le sue formole alle corde tese , ha 
trovato teoricamente che chiamando / la lunghezza d'una corda 
tesa , ossia la distanza compresa tra i due punti fissi che la 
terminano , « l'allungamento prodotto dalla forza che produce 
la sua tensione, n il numerò delle sue vibrazioni longitudinali nelP 
unitìi di tempo, n' il numero delle sue vibrazioni trasversali nello 

stesfo tempo y si ha —, s= |/_ > e questo rapporto , seeondo il 

qiialè si vede éhe i Suòni prodotti da vibrazioni longitudinali , 

sono senipre molto acuii relativamente a quelli trasversali 

Yol. L 16 
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d'una corda comunque tesa, la quantità — essendo sempre 

>molto grande per una tensione qualunque , A troyò conferoiato 
da una sperienza del sig. Gagniard-La-Tour. 

Se si sostituisce in questo rapporto per n' l'espressione del 
numero delle oscillazioni trasyersali della corda in un'unità di 

tempo stabilita al n. 94 } cioè si faccia n'= |/-^ j ^^ ^^^ 

pel numero delle oscillazioni longitudinali nell'unità di tempo , 



»=l/5f.l/ì = l/Z 

f pi r » VP* 



Ma da quest'espressione si può elinùnare la tendone i' della 
corda; a tale oggetto si indichi con </ la tensione che si 
richiederebbe per produrre nella corda un allungamento uguale 
alla lunghezza primitiva , cosicché questa lunghezza ne venisse 
ad essere raddoppiata ( che è quanto dire il quoziente che si 
ottiene dividendo la tensione necessaria per produrre un' allun- 
gamento qualunque in parti della lunghezza prìmitiva , per> 
questo stesso allungamento , e supponendo che l'allungamento 
fosse sempre proporzionale alla tensione ] , quantità che dipende 
daUa natura e dalla grossezza della corda; si avràtf : 1 1: P : q^ 

d'onde ^ = — , ossia — = ^ ; sostituendo questo valore di — 

nell' espressione di n , essa diverrà n = 1 /f^. Quindi si vede 

f P^ 
che il numero delle vibrazioni , e per conseguenza il suono 
d'una corda che vibra longitudinalmente è indipendente dalla 
tensione, che più non entra in quest'espressione, e non varia 
per una corda di data sostanza che colla grossezza, e colla lun- 
ghezza della medesima. L'osservazione tuttavìa indica che il 
tuono longitudinale si eleva alcun poco quando la tensione 
aumenta , il che può attribuirsi a che la lunghezza della corda 
compresa fra i punti tra cui è tesa restando la stessa , il suo 
peso diminuisce a misura che essa si estende di più. 
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AUTICOLO SECONDO. 

Vibrazioni delle yerghe o spranghe retUIliiee di corpi rigidi. 

9 

A. Vibrazioni trasversaU. 

108. Passiamo ora ad esaminare le leggi delle vibrazioni degli 
altri corpi sonori , diversi dalle corde tese , e in prima di 
quelle semplicemente lineari, cioè relative ad una sola dimen- 
done, nelle verghe o spranghe di corpi naturalmente rigidi , 
ed elastici, supposte primieramente rettilinee nello stato d'equi- 
librio* Queste' vibrazioni possono essere o trasversali come 
qoelle che già abbiamo principalmente esaminate nelle corde , 
o hngitudinaiij cioè per cui le molecole si accostino e si al- 
lontanino successivamente nella direzione della loro lunghezza, 
sensa che esse si pieghino, come in quelle di cui abbiamo pur 
detto alcuna oosa nel numero precedente relativamente alle 
corde tese , o finahnente circolari , cioè per torsione come 
quelle die già abbiamo avuto occasione di osservare nelle spe- 
riense di Coulomb sulle forze elastiche. Sopra tutte queste ma- 
niere di vibrare, abbiamo particolarmente , come sulle vibra- 
lioni «onore di ogni altra specie , sperienze molto accurate di 
Chladni, da lui esposte nel suo Trattato cC Acustica. 

Cominciamo dalle vibrazioni trasversali. Queste vibrazioni pos- 
sono ^ come quelle delle corde .^ calcolarsi secondo i principi! 
della meccanica -, ma le loro leggi sono molto diverse , perchè 
nelle corde la tensione non agisce che nella direzione della 
lautezza , e non impedisce che la corda si pieghi , se non 
ia quanto ne risulta un allimgamento , mentre al contrario 
nidle lamine e verghe elastiche rigide , la forza elastica agisce 
sulla curvatura stessa, e tende a distrurla, e ciò, come si è 
spiegato nel n. 4' ^ i^^i numeri 55 e seg., in virtù del cangia- 
mento di distanza delle molecole che ne fonnano lo spessore , 
cangiamento che nella corda non si suppone produrre alcuna 
forta dastiea , perché questa vi si suppone sempre uguale alla 
tensione primitiva in tutti i suoi punti , come al contra- 
lto r allungamento non può aver luogo in generale nelle 

delle verghe , che non si suppon- 
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gono ordinariamente tese tra due punti fissi. Quanto alla iegge 
della forza elastica ne' diversi stati per cui passa la verga vi- 
brando , essa non può supporsi costante , poiché essendo 
nulla nello stato naturale j essa dee agire quando la verga se 
ne scosta ; ma già abbiamo veduto che nel? inflessione delle 
verghe elastiche , principalmente quando l'inflessione è piccolis- 
sima , come nelle vibrazioni di cui si tratta , essa può supporsi 
proporzionale allo scostamento delle molecole dalla lor ^lUtan^^ 
naturale. 

Conviene distìnguere in queste vibrazioni sei casi diver» , 
secondo che o l'uno o l'altro de' due capi della verga, od amen- 
due sono fissi, o Uberi, o appoggiati contro un ostacolo fisso.. È in- 
differente , quanto alle leggi delle vibrafoni , il servirsi di verghe 
cilindrìche o parallelepipede , od anche di lamine di qualunque 
larghezza vibranti in una sola dimensione, purché nano omogenee, 
e di uniforme spessore. Per metterle in vibrazione si possono fregare 
tra^ersalmente con un archetto da vioUno. Ciascuna delle indicate 
disposizioni può, come nelle corde vibranti, dar luogo a molte ma« 
niere di vibrazioni, secondo che la lamina o verga non forma che 
una sola curvatura verso l'asse rettilineo , o lo taglia in unoo piik 
punti; ma la relazione de' suoni col numero delle cu r v a t u re é 
diversa da quella delle corde vibranti. Esaminiamo prima que- 
ste diverse maniere di vibrazioni nei diversi casi suddetti, per 
una verga d' una data natura , grossezza , e lunghezza ; poi ri- 
feriremo la formola generale teorica che esprime la rapidità 
delle oscillazioni di ciascuna maniera relativamente a vez^he 
o lamine di diversi metalli , e di diversa lunghezza , e gros- 
sezza, e ne indicheremo l'applicazione ai diversi casi. 

i.^ Caso. Un capo fisso , o per meglio dire infisso od incas- 
trato , per esempio in una morsa , e l'altro libero. In questo 
caso la maniera di vibrare la più semplice é quella che rap- 
presenta il n. I della fig. 20. La verga non tocca V asse ABy 
se non nel punto A in cui essa é fissata ; essa dà allora il 
suono il più grave cbe possa risultare dalle sue vibrazioni; noi 
lo chiameremo 11 suo suono fondamentale. Nelle altre maniere 
di vibrare , di cui due sono rappresentate dai numeri a e 3 
della stessa figura , la verga taglia V asse una o più volte. U 
miglior mezzo di produrre queste figure , é di toccar leggiera 
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mente col ^to uno de' punti in cui si vuole determinare un 
nodo di frazione , e di mettere in moto con un archetto il 
punto di mezzo di una delle parti che debbono esser yibranti. 
Se ci serriamo di lanùne piane si potranno rendere gli altri 
nodi sensibili j spargendo sulla lamina della sabbia fina e seo- 
ca , che si accumulerà ne' luoghi ove il moto di vibrazione è 
nullo* I snoni corrispondenti alla seconda , terza ecc. di queste 
configiirazìoid sono tra loro, quanto al numero delle vibrazioni, 
come i quadrati de' numeri 3, 5, 7, ecc. che sono quelli delle 
metà di parli vibranti separatamente, che in e$se si formano , 
e €Ìò è conforme alla regola generale che come vedremo ri- 
mlta dalla foimola teorica delle vibrazioni delle verghe elasti- 
die, secondo la quale, in una data maniera di vibrare , le ra- 
pidità delle osciUarioni, poste tutte le altre cose pari, sono in 
ngion inversa dei quadrati delle lunghezze delle verghe. Ma 
il primo suono , in cui non ri (a alcun nodo forma eccezione 
a queste riguardo ; esso sta al secondo in cui si producono 
due ventri , come il quadrato di 2 sta al quadrato di 5 , cioè 
come 4 <^ ^ 9 mentre secondo la regola generale indicata, 
questo rapporto dovrebbe essere quello del quadrato di i al 
quadrato di 3 | cioè di i a 9 ossia di 4 ^ 36* ^^ questa ec- 
cezione dee recar meraviglia , poiché in fatti la vibrazione nel 
primo modo di vibrare è d'una natura diversa da quella di 
tutti gli altri modi; in quella il veitice della convessità é fisso, 
e l'estremità libera' si muove rivolgendo la convessità della 
sua curvatura verso l'asse, in vece che negli altri modi le 
curve rivolgono la lor concavità verso l'asse , se non che la 
prima curvatura dee sempre avere uoa piccola porzione con- 
vessa verso l'asse , vicino all'estremità fissa , e aver quindi 
un punto d'inflessione per prender la forma concava nel rima- 
nente. Non possono adunque paragonarsi le parti in cui la 
verga si divide nella seconda , terza ecc. maniere di vibrare 
colla sempUce curvatura che essa prende nella prima , e il 
rapporto de* suoni non può esser quello che corrisponde alla 
lun^iazza relativa di queste parti. Quello che abbiamo indi- 
cato risulta dalle sperienze di Chladni , sopra queste vibrazioni. 
Del resto anche la regola relativa agli altri modi di vibrare 
tra loro ^ non pare aver luogo che approssimativamente 9 



poiché la teoria e l'esperienza concorrono «a farci ^cedere che- 
le metà delle parti che vibrano separatamente non sono anche 
uguali tra loro se non approssimativamente v oltreccbé le due 
parti estreme non possono rigorosamente paragonarai colle in- 
termedie nella maniera di vibrare. 

3.^ Caso. Un capo appoggiato , l'altro libero. Questa disposi*^ 
zione non permette di far vibrare d'uno stesso moto la verga 
intiera j poiché bisogna sempre toccarla in qualche pmito per 
tenerla in istato di pressione contro l'ostacolo , su cui dee ap- 
poggiarsi ; altronde le curvature che essa prende nelle dispo»- 
zioni corrispondenti sono diverse , e diversi per conseguemca 
sono anche i rapporti de' suoni che ne risultano. Q modo di 
vibrazione il più semplice, é quello rappresentato dalla fig. 21 
n. I , in cui non vi è che un nodo , che si trova distante 
dall' estremità libera del terzo circa della lunghezza della la- 
mina, cosicché questa resta divisa in tre mezze parti vibranti 
separatamente. Segue il modo di vibrare che dà due nodi ( fig. 
SII n. a ) di cui l'ultimo é distante dall'estremità libera del 
quinto circa della lunghezza totale , cosicché la verga resta 
divisa in cinque mezze paiti vibranti , ecc. Per produrre ad 
arbitrio queste configuranoni diverse bisogna appo^iare uno 
de 'capi della verga o lamina contro un piano fisso , tener leg-< 
giermente tra le dita uno de' punti in cui dee formarsi un 
nodo , e far passare V archetto verso la metà di una delle parti 
che debbono entrare in vibrazione. Si osserverà che queste di- 
verse maniere di vibrare comspondono apparentemente alla 
seconda , terza ecc. del primo caso se non che la prima cur- 
vatura verso il punto d'appoggio é intieramente concava vot.so 
l'asse y r appoggio non impediendo qui la verga di prendere 
questa forma. Parrebbe adunque che i suoni corrìspondenti 
alle diverse maniere di vibrare , dovrebbero seguire la stessa 
legge che nel primo caso , cioè essere espressi dai quadrati 
de' numeri 3, 5, 7, ecc. Ma le sperieiue di Chladni a questo 
riguardo ci mostrano clic la cosa succede altrimenti ; egli ha 
trovata che la serie di questi suoni é rappresentata dalla serie 
de' quadrati de' numeri 5, 9, i3, 17, ecc. die vanno aumen- 
tando di quattro unità y mentre i numeri delle mezze parti vik- 
branti sono come nel primo caso y per quanto appare , in 



queste diTerse maniere di Tibrire , 3, 5, 7 , ecc. , cioè non 
crescono suocesaTamente che di due unità. Pare che non si. 
possa spiegare questa circostanza, se non supponendo , che 
ruhkina porzione - -della verga , che TÌbra separatamente all' 
estremila libera ^ quantunque abbia una lunghezza a un di- 
presso uguale alla metà di ciascuna delle altre parti vibranti, 
non equivale però ^ per la natura particolare delle sue vibra- 
zioni , che alla quarta parte di ciascuna delle altre , cosicché 
ndla maniera di vibrare n. i si possono considerare cinque di 
queste parti , in quella n« a , 9 di queste parti , e cosi suc- 
cessivamente. 

Quanto al paragm&e tra i suoni resi dalla verga in questo/ 
secondo caso e quelli del primo caso , Chladni ha osservato ^ 
che il primo de' suoni del secondo caso sta al più grave del' 
primo caso , ossia al suono fondamentale della verga, come 
6a5 a 144» ossia come il quadrato di 25 al quadrato di 12, 
rapporto alquanto diverso da quello del quadrato di a al qua- 
dralo di I , cioè dì ^ 9L i, 

3.* Caso. Le due estremità libere. Qui la maniera la più 
semplice di vibrare è quella che o£Ere due nodi, situati a un 
dipresso alla distanza d'un quarto della lunghezza totale da ' 
dasrtma estremità libera , come nella fig. 12 n. i. La seconda 
maniera è quella che dà tre nodi come nella stessa fig. n. 2, 
e eosl successivamente. Il primo suono sta al suono fon- 
damentale della verga , seco^^ le sperienze di Chladni, come 
35 a 4 9 ossia come il quadrato di 5 al quadrato di 2, e cosi 
neDo stesso rapporto in cui il secondo suono nel primo caso sta 
a] primo suono , cioè allo stesso suono fondamentale *, e la 
serie de' suoni é anche rappresentata come per quelli del pri- 
mo caso contati dal secondo suono , dai quadrati dei numeri 
impari 3, 5, 7, 9, ecc. Questo risultato è singolare , poiché 
i numeri delle mezze parti vibranti sono qui espressi dai nu- 
meri pari 4 9 6, 8, ecc., epperò quelli delle parti intiere da 
1, 8, 4 9 ^<^c. ; ma esso si concilierà colle idee teoriche, sup- 
ponendo che le parti estreme per la natura particolare delle 
loro vibrazioni non equivalgono qui che alle quarte parti delle 
porzioni comprese tra due nodi ; allora le parti estreitne non for- 
mando insieme che una sola metà di ciascuna di queste por- 
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xibnì , i numeri df Ile metà potramio considemrsi c«me equi-^ 
Talenti a 3 , 5 , 7 , ecc. 

Risulta anche da ciò che si è detta , che i suoni ottenuti in 
questo caso sono i medesimi che nel primo caso, cominciando 
quanto al primo caso dal secondo suono , quantunque i nib- 
merì delle parti vibranti apparentemente nano affatto diversi ; 
*ma la diversità delle curvature o natura delle vibraxioni può 
senmre a qiiegare anche questa singolarità (i)« Per fare le 
sperienae relative a questo terao caso bisogna posare due punti 
della verga , vi cui debbofio formarsi de'nodi sopra ponticeUi 
fatti di qualche materia un po' molle y come disovero y e 
comprimarvela leggiermente col dito. 
. 4*^ Caso. I due cafù appoggiati* In questo caso le curvature 
della verg^ tra i suoi punti d' ajqpoggio scmo analoghe a quelle 
d' una corda vibrante , e la formazione delle parti vibranti , e 
d^i nodi nelle diverse maniere di vibrare è la stessa y cosic* 



(4) Si di» Ofterfara dft nel sfcpnda «loda di vibrasioaa di ^etto tsiao 
cuo la vc;^ li può coatidfrare come compoita di due metà divise dal 
pnato iV*9 appoggiate a questo pimlo , come le verghe dd secondo caso , e 
vibranti coioe nella prima maniera di questo secondo caso ; il suono di 
questo secondo modo di Tibrazione del terzo caso, dee dunque stare al 
suono del primo modo di vibrazione del secondo caso , secondo la regola 
generale sovra annunziata per le vibrdBoni di parti simili , come (a>: i. 
Ora abbiamo veduto che il suono del primo modo d» vibrazione del se- 
condo caso sta al suono fondamentale della stessa verga come (!i6)s:(ia)>, 

cioè è espresso, quanto al numero delle vibrazioni in un dato tempo» da r — ^, 

chi^un^ndp ik il SMPao (Emdwncntaje ; quello del secondo nodo di vibra- 

del terso caso sarà dunque ^ \ ■* ossia >.^; nella stessa uoilìu E 

questo appunto s'accorda con quello che qui abbiamo detto della serie 
de' suoni del terzo caso \ infatti secondo questa serie il primo «uono del 
terzo caso è espresso , prendendo sempre per unità il suono fondamentale, 

df y^ come, il s/bcoik1<^ «uoxio dfl prijDio q%^i e il secondo suoao del 
terzo caso da *:r£ V-r- ossia da —rf come sopra. 
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che i immeri ddle parti TÌbrantì in queste ditene aaniere 
sono etpremi | come per le corde, dalla serie de' numeri natn-> 
rali fl^ %f 3 9 ecc.; ma i suoni seguono rapporti divem 
relativamente a questi numeri y cioè sono come i quadrati dei. 
medesimi I ossia in ragion inversa de' quadrati delle hm*. 
gliene di queste parti , conformemente alla regola che 
ha luogo a questo riguardo , come ffk abbiamo detto , 
per le yergbe e laoiine di sostanza rigida. Mei modo di- 
TÌbranone il jùà semplice ^ in cui non vi è nodo j il suono 
sta al suono fondamentale della verga come a5 a 9 , ossia oo» 
me il quadrato di 5 al quadrato di 3. Tutto questo risulta 
dalle sperienìe di Chladnì* Per fare vibrar cosi la lamina bi- 
sogna premerla tra due piani perpendicolari alla sua direzione, 
posare il dito s<^ra il nodo di vibrazione il più vicino all'estre- 
mila , e mettere in moto con un archetto il mezzo di una 
deDe parti die debbono esser vibranti. 

5.^ Caso. I due capi fissi. Qui ancora la verga potrà vibrar 
tutta intiera , o per parti , secondo la serie dei numeri i , a , 
3, ecc. come nel caso precedente; ma i suom sono diversi, e 
tono secondo le sperìenze di Chladni gli slessi , tanto pel va- 
lore assoluto , quanto pel relativo , che pel terzo caso in cui 
le estremità sono libere. Per rendersene ra^one si può sup* 
porre , che nel nostro caso presente le due parti estreme che 
sono fisse , e che sono separate dal resto della parte vibrante 
attigua da un punto d'inflessione , coma si vede nella fig. a3, 
equivalgono , prese insieme, alla metà di una delle parti vi- 
branti ; allora la prima maniera n. i presenterà una parte e 
mezza , ossia tre metà in vece d'una parte sola , la seconda 
maniera n. a due parti e mezza ossia cinque metà, e cosi 
«nccestivamente ; quindi la serie delle parti vibranti sarà ridotta 
a quella dei numeri 3,5, ecc. , a cui già abbiamo ridotta 
quella del terzo caso per una analoga modificazione al modo 
apparente di vibrare , e l'esperienza dimostra che i valori as- 
soluti de'sttoni prodotti dai modi corrispondenti sono gU stessi 
9ei due casi. 

6.^ Caso. Un capo fisso, e. l'altro appoggiato. Anche in 
qnesto caso la verga può vibrare intiera o per parti , ma le 
oinrature ^ i suoni differiscono da quelli de'due casi precedentL 



a5o 

Pel suono il più grave, là curvatura è quale la rappresenta la 
fig. ^^y e sì vede che essa non e ftounetrica alle sue due 
estremità , il che viene da ciò che all' estremit» ' fissa , come 
ne'casi precedenti ove questa circostanza ha luogo, non sola- 
mente la posizione di questa estremità é data, ma anche la 
direzione della tangente in questo punto alla curva , in vece 
che all' altro capo, che è semplicemente appoggiato, la direzioiie 
di questa tangente non è determinata. Tuttavia secondo le spe- 
rìenze di Chladni i suoni si trovano esattamente gli- stesrà àa 
pei valori assoluti , sia pei loro rapporti , che nel secondo 
caso , in cui un capo è appoggiato e 1' altro libero , il primo 
modo di vibrazione, in cui non v' è nodo nel* nostro caso 
presente, corrispondendo al primo modo di vibranone del caso 
citato in cui ve n' ha uno , e cosi successivamente • 

Per ispiegare questo risultato pare che debba supporsì che 
b parte fissata dalla tangente avanti al punto d' inflessione fa 
qui la stessa funzione che la parte libera nel caso citato, e 
che vibra separatamente all' estremità della lamina ; allora si 
potrà applicare al caso presente tutto ciò che abbiamo detto 
per ispiegare il caso suddetto. 

I og. La teorìa compiuta delle lamine vibranti , cioè delle 
vibrazioni trasversali delle verghe , e lamine , di cui abbiamo 
nel numero precedente esaminale , dietro alle spericnze di 
Chladni , le diverse circostanze , e che presa in tutta la sua 
generalità dee anche estendersi alle verghe e lamine in cui 
alla rigidità naturale si aggiunge la tensione come nelle corde, 
è stata data per la prima volta, dopo altre ricerche inperfette; 
da L. Euler negli Atti dell'Accade mia di Pietroborgo per l'anno 
1779; ma essa è ancora stata perfezionata, e comprovata 
con esperienze da Giordano Riccati nel tomo i delle Memorie 
della Società Italiana. 

Tuttavia l' integrale generale dell' equazione differenziale di 
questo moto stabilita da Euler non èva ancora stata data , e 
la teoria non si era fondata che sopra un' integrale particolare 
della medesima. Il signor Pluna cercò il primo d' esprimerne- 
1* integrale generale per mezzo di integrali definiti , per una 
via indiretta che lo condusse ad un risultato troppo complicato,* 
perchè se ne potesse far uso a determinare le proprietà del 
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inoto di cui si tratta ( Journal de VÉcole PolyUchnique 17 Ca- 
hier )* n signor Fourier in una Memoria presentata all' Acca- 
demia di Parigi in giugno 1818 giunse, per mezzo di altre 
considerazioni , a rappresentare cògli integrali definiti non 
solamente l'integrale di quest'equazione differeuùale delle la- 
mine vibiranti in una sola dimensione , ma anche quella delle 
superficie o lastre ribrantì in amendue le dimensioni di cui si 
parlerà in appresso , e che facendo astrazione di una delle 
dimensioni si riduce a quella delle lamine vibranti , e ciò in 
una maniera abbastanza semplice e applicabile alla deteiminazione 
delle leggi fisiche di questo moto , e di cui si trova un' indi- 
cazione nel BuUetin de la SociéU PhUomaMque 18 18. Il signor 
Poisson giunse in una nota inserita nel medesimo giornale , pur 
in quell'anno, alla stessa integrale generale dell' equazione delle 
mperficie vibranti j epperciò anche delle lamine vibranti in 
un' altra maniera , e in altro modo ancora in una Memoria letta* 
all' Accademia di Parigi in luglio 1819 , cosicché ora le basi 
di questa teoria non sofiono più alcuna difficoltà analitica ; e 
quanto alla sua connessione più rigorosa colla natura fisica dei 
corpi elastici , essa risultò pure dall' applicazione che il signor 
Poisson fece de' suoi prìndpii generali a questo riguardo alle 
vibrazioni di cui si tratta, nella sua Memoria sull' equilibrio , 
e sul moto dei corpi elastici. Noi però non faremo che riferir 
qui, come abbiamo annunziato, la formola che rappresenta le rapi- 
dità deUe vibrazioni, e quindi la natura del suono reso da una ver- 
ga o lamina vibrante in qualunque maniera e di qualunque natura, 
lunghezza e grossezza , formola già stabilita dalle considerazioni 
di Euler , e di Riccati ; la dimostrazione di questa foimola 
stessa non appartiene al nostro oggetto. 

Sia /la lunghezza della verga o lamina, q la forza necessaria 
per produrre in questa verga per la natura della sua materia 
an allungamento ugnale alla sua lunghezza primitiva , ossia 
per raddoppiare la sua lunghezza per trazione , p il peso della 
medesima , g la solita espressione della gravità , che vale in 
merri 9"*, 8088 , finalmente n un numero intiero costante per 
ciascun modo di vibrazione , ma di cui il v alore assoluto va- 
nerà da un modo all' altro secondo il numero dei nodi , e la 
datura delle circostanze espresse dai sei casi di cui abbiamo 
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parlato cpii sopra; allora il numero N delle frazioni semplici 

fatte in un secondo di tempo sarà espresso daOa formola 

K y pp ' 

h essendo una quantità dipendente dalla grandezza , e figura 
della sezione della Terga o lamina , e che nel caso d'una verga 
parallelepipeda di cui sia e lo spessore della dimensione secon- 

do la quale si CEumo le vibrazioni, ha per valore ■ . , e nd 

caso in cm la verga è cilindrica a sezione drcolare , di ou sia 

pure e il diametro, è uguale a 7 . 

4 

Limitandoci a considerare particolarmente le vU>razioni di 
queste due figure della verga , osserveremo che nella prima di 
esse y chiamando i la densità della materia della verga , e 
supponendo espressa da E la dimensione della lamina , perpen- 
dicolare al piano delle sue vibrazioni , ossia la larghezza della 
lamina di cui e é lo spessore, si avrà pzseEli\ per altra parte 
se si chiama p dò che diviene q per la sezione di cui la su* 
perfide sia l'unità, il che formerà la misura della rigidità 
della materia di cui è composta , si avrà ^ = e J?p , e quindi 

^ = ^ • Sostituendo questo valore di ^ , e quello sovra indicato 

di h per questo caso nella formola generale, essa diviene, per 
la verga parallelepipeda. 

Per la verga a sezione circolare, ritenendo per ^ e p la stessa 
significazione, si ha p i^ ■ ■ -, 9 = -7- p ; dunque anche qui 

•£ = ^ ; sostituendo questo valore e quello ^ = 7- ideila formola 
generale , si ha per questa figura della verga , 
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PangoDanclo queste formole per le verghe paraflelepipede e 
ofiodrìche fra loro, si vede che il numero delle vibrazioni 
d^ una verga cilindrica , sta a quello d'una verga parallelepi- 
peda di uno spessore uguale al diametro della prima , tutte le 
altre circoitannze snppoate pari, come 1/3 a 2. Se poi si. parago- 
nano tra loro verghe o lamine della stessa materia , e figura 
di sezione^ e di cui lo spessore , o diàmetro , e la lunghezza 
soltanto siano differenti , le quantità contenute sotto il radia- 
tale restano le stesse; il numero delle vibrazioni per modi si- 
mili , e per conseguenza per uno stesso valore di n , è allora 
proporzionale direttamente agli spessori o ai diametri della se^ 
liooe delle lamine , e inversamente ai quadrati delle loro lun* 
ghesze » apporti intieramente diversi da quelli che hanno luogo 
Belle corde tese , ove i numeri delle vibrazioni sono in ragion 
bversa tanto dei diametri delle corde quanto delle semplici 
hmg^hene. Se le lunghezze sono uguali ^ la proporàone dello 
•pc as o re o diametro rimane sola , e ne risulta che le lamine 
pia spease o le veighe pù grosse rendono i suoni più acuti ; 
i questa una conseguenza naturale di ciò che a misura che 
case hanno maggiore spessore o grossezza, la loro forza ela- 
ftàcà. ^^sce con maggior energia per raddrizzarle,. a cagion 
ddlo aeostamento più grande dalla naturai posizione che dee 
allora esser prodotto dallo stesso grado di curvatura , (1 che ten- 
de ad accderara le loro vibrazioni. La larghezza delle lamine, 
quando esse sono parallelepipede , non entra nella formola , e 
non influisce realmente sul numero delle vibrazioni lineari 
ehe qui consideriamo , e sul tuono che ne risulta , poiché se 
vi è per esempio doppia larghezza , epperciò doppia forza 
elastica, vi è anche doppio numero di parti da muoversi , e 
V effetto ri riduce a quello di due lamine vibranti insieme. 

Se ri suppongono e ed / , e nel caso della verga parallele- 
pipeda anche la larghezza J?, proporzionali tra loro, le verghe 
essendo altronde supposte di rimil forma , cosicché esse diven- 
gano in tutto corpi simili , e sempre della stessa natura , i 
tuoni o rapidità delle vibrarioni saranno in ragion inversa delle 

^mensioni omologhe , poiché la quantità j^ a cui sono in gè- 
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aerale proponioteli ■ diverrà allora proporzionale ad - ossia 

C 
I J ^ • * 

— y oppure ad ^ , ossia j ; per conseguenza essi saranno in 
ragion inversa delle radici cubiche dei pesi delle verghe , 

poiché pe* corpi simili i pesi sono come i cubi delle dimensioni 
omologhe. 

I IO. Si osserverà imoltrc che secondo questa formola i suoni 
che una verga data quanto alla natura della sostanza , . alla 
kugbezza e allo spessore, può produrre, nelle sue diverse ma- 
niere di vibrare , sono proporzionali ad n* cioè ai quadrati 
dei numeri sovi** accennati , diversi secondo le circostanze 
o casi diversi che abbiamo di sopra esaminati , e che giusta 
le sperienze indicate formano progresnoni aritmetiche 3, 5, 7 
ecc. , oppure 5, 9, i3 ecc. ecc. come abbiamo veduto. 

Secondo la teoria i diversi valori di n dipendenti dal nu- 
mero di parti in cui la vei^a si divide nel TÌbrare , e che 
danno luogo a suoni di ordine diverso , pel caso in cui la 
verga è intieramente libera alle due estremità , sono dati 
dall' equazione 

(e* -4- e-») cosn — a=o , 

e pel caso in cui la verga è incastrata ad una delle estremità 
e libera dall' altra , essi sono dati dall' equazione 

( c« ^ e"» ) cos fi -+• 2 = o , 

che non differisce da quella che pel segno del termine 1 nel 
primo membro. Ma si trova per approssimazione che questi 
valori possono rappresentarsi , per la verga libera da ambe 
le parti, da 

« = — (21+ l) 7rq:(t 
3 

e per la verga incastrata ad una delle estremità , da 

n = — (21-+- 1) w±(ft' , 
2 

A e a' essendo quantità positive , e che non possono essere 
superiori ad- tt, e prendendo i segni superiori o inferiori 
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rnvaAtì quesle quantità a ed a', secondo che i i pari od impali. I 
valori di queste quantità a ed a! variano secondo i dÌTersi 
valori di f ; ma nel cado della verga libera si trova prossima- 
mente , per ^'=1 9 che corrisponde al primo modo di vibrazione, 
ossia al suono più grave che la verga possa rendere, «=0,01792, 
cosicché per questo prìmo suono si ha 

n = — -H 0,01 792=4,74503 ; 

i vaioli di A relativi ad i=2, i=3 ecc. , cioè agli ordìùi suc- 
cesttTÌ di librazione , dopo il primo , si trovano ancora più 
piccoU di quello indicato per ì= i *, i numeri delle vibrazioni 
che conrispondono a questi ordini successivi, contando anche 
il primo, e trascurando in esso pure il valore di a, saranno 
dunque , giusta il valore di N , proporzionali prossimamente 
ai quadrati delle quantità 2 -«- 1 , 4-^ 1 1 6-4- 1 , ecc., ossia dei 
numeri 3 , 5 , 7 , ecc. come abbiamo veduto multare prossima- 
mente dalle sperienze in questo caso della verga hbera alle 
due estremità, che forma il 3.^ di quelli che sopra abbiamo 
esaminati. 

Nel caso della verga incastrata ad una delle estremità si 
trovm pel suono più grave , per cui ì=o , prossimamen- 
te a' = 0,3 043 1 ; il più piccolo valore di n sarà dunque 

-9r-«*o,3o43i = 1,87011. Paragonando il quadrato di questo 

numero con quello del valore precedente di n , pel prìmo 

saono della verga libera, si trova ■ - ^ ^ \ =0,1 571 5, questo 

sarà dunque il rapporto del tuono più grave della verga inca- 
strata ad una delle due estremità a quello più grave della 
verga libera ; abbiamo veduto che la sperìenza ha dato a 

Chladniperquestorapporto-^ ossia 0,16 che poco ne differisce. 

Gli altri valori di a' per la verga incastrata sono molto pic- 
coli ; i valori corrispondenti di n sono adunque prossimamente 

i moltìpU 3, 5, 7, ecc. di — 9r, e i tuoni di questa verga, 

eccettuato il primo suono, formeranno una serie crescente secondo 
> ^drati di questi numeri impari , come si è trovato iniatti 
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coli' esperìana in questo tMÒ^ che è il prioK> di qudU sopri 

esaminati.' 

Si troverebbero sinuli eonformità delle leggi date dalla 
teorìa con quelle delle sperienie , per gli altri casi di cui 
abbiamo parlato , applicando loro conrenientemente i princi* 
pii della medesima. 

Ag^ungerò qui ehe la teoria determina pure la posizione dei 
nodi o punti immobili delle vergile che hanno luogo nei di- 
versi ordini di vibrarione, óoò le loro distarne da una delle 
due estremità, le porzioni in cui si dividono le verghe nei di- 
versi ordini di vibrazione non essendo uguali come nelle corde. 
Cosi nel caso della verga libera da ambe le estremità , chia- 
mando X la distanza di uno qualunque di questi punti ad una 
delle estremità , i valori di x , pei diversi ordini di ri* 
brazioni corrispondenti a quelli della quantità n che entra 
nelle formole precedenti , saranno dati dall' equarione 

nx i HfL t —"* 
(«"•♦•e-"— acosnXsen--;- •♦• — a — — e / 

flX f W3f t nx 

•4-(2senn— €«•♦•«-•) (cos -r— ♦• — e I •♦— e / )=o; 

/a a 

e nel caso della verga incastrata ad una delle estremità le 
distanze x da questa estremità , pei nodi corrispondenti ai 
diversi ordini di ribrazione , saranno date dairequazione 

nx I '^^ I wx 
(e*-4-e-»-4-aeos/i) (sen -y^ — —e / •♦- — e / ) 

l 2 a 

nx I 2f T "t 
•♦-(asenn-t-e» — e-'»)(co9-7 — .— ci— — « /)=so, 

4 2 a 

che non differisce dalla precedente se non pei segni de 'suoi di» 
versi termini. 

Per mezzo di queste formole od altre equivalenti , Riccati 
nella sovra citata Memoria avea già calcolate numericamente le 
posirioni dei nodi nei sette primi ordini di vibrazioni-, e recen- 
temente Strehlke , di Berlino j in una Memoria pubblicata negli 
Annali Tedeschi di Fisica e Chimica di Poggendorff , avendo 
pure determinate, per mezzo di formole analoghe da esso sta- 
bilite, le distanze di questi nodi ad una estremità per una 
verga intieramente libera , ne confrontò quelle relative ai sette 



primi ordini coUe sperienze , e vi trovò quella conformità che 

si patera aspettare , avuto riguardo alle irregolarità accidentali 

che si posspno presentare nell' elasticità delle verghe , nel 

loto questore ecc. La posizione dei nodi fu determinata in 

^pesle sperienze sopra verghe parallelepipede , pel solito mezzo 

ddla fina sabbia sparsa sopra la faccia superiore delle ver- 

^be eoOocate orizzontalmente , e in alcuni casi in cui la linea 

tiasveisale formata dalle particelle di sabbia in riposo tagliava 

alquanto obliquamente 1* asse della verga , some pure pei nodi 

estremi, ove questa linea si presentava alquanto concava verso 

le estremità , si è presa per punto del nodo la sua intersezione 

COD qoèst' asse. Riferirò qui le distanze di questi nodi da una 

idle estremità j cioè dalla più vicina a ciascuno dì essi , quali 

il calcolo le presenta, secondo il signor Strehlke , per le dodici 

ptìme maniere di vibrare , con 4 decimali, prendendo per unità 

la lunghezza totale. 



1.* maniera 
con 2 nodi. 



2.* maniera 
con 3 nodi. 



3.* maniera 
con 4 nodi. 



4-* maniera 
con 5 nodi. 



0,224a 



Oyl32I 

o,5 



0,0944 

o,3584 



0,0735 
0,2787 
0,5 



5.* maniera 
con 6 nodi. 



6.* maniera 
con 7 nodi. 



7.* maniera 
con 8 nodi. 



8.* maniera 
con 9 nodi. 



0,0601 
0,2281 
04091 



o,o5o9 
0,1930 
0,3462 
0|5 



0,044 1 
0,1672 
o,3ooò 
0,4333 



0,0389 
0,1476 
0,2647 
0,3823 
0,5 



»7 



ì 



g.* maniera io.* maniera ii.* maniera la.* maniera 
eoa IO nodi. con ii nodi. con 11 nodi. con i3 nodi. 



'o,o348 


o,o3i5 


0,0287 


0,0264 


0,1 320 


0,1195 


0,1091 


o,ioo3 


0,3369 


o,ai43 


0,1957 


OyiSoo 


0,34^ I 


0,3095 


0,2826 


0,2600 


0,4474 


o,4o4S 


o,3696 


0,3400 




0,5 


0,4545 


0,4^00 






» 


0,5 



III. Secondo le formole del n. 109 si noterà che la rigidità p 
della materia sì trova rappresentata, nel caso delle verghe paral- 
lelepipede , da 

e nel caso delle verghe cilindriche » da 

i6.;r«/4SiV» 



e = 



n4c>gr 



essa sarà cosi per verghe vibranti nella stessa maniera , di ma* 
terìa diversa , e di ciascuDa di queste due specie , proporiio- 

naie a ■ , • se le dimensioni delle verghe saranno le stes- 

se , essa sarà proporzionale a $iV% cioè in ragione del qua' 
drato del numero delle vibrazioni in un dato tempo , moltipli- 
cato per la densità della materia. Si potrà dunque anche 
con questo mezzo determinare la rigidità delle diverse materìe 
( n. 46 ). 

Aggiungerò qui che V integrale trovata dai signori Fourier 
e Poisson dell'equazione delle vibrazioni delle superficie , ri- 
stretta ad una sola dimensione , e supponendo la superficie 
la lamina di dimcnsìoui infinite , esprime le circostanze della 
propagazione delle vibrazioni di cui si tratta sotto forma di 
piegature o solchi alternativamente elevati , e abbassati relatì- 
vauiente al piano della lamina , partendo da un punto, o centro 



lie si sia' messo in moto , e il sig. Fourìér ha indicate queste 
àrcostanzé nella suddetta Memoria. Il sig. Poisson ha fatto 
issenrare che V equazione , e le circostanze di questa pro- 
pagazione hanno molta analogia col moto e propagazione delle 
ODde prodotte in una superficie di Hquido indefinita da un 
moto eccitato in un punto qualunque della medesima , e di 
cai egli si era occupato anteriormente in una Memoria su questo 
soggetto. Del resto questa propagazione de' solchi nelle lamine 
distiche indefinite, come nota lo stesso sig. Poisson , non 
ha che fare colla propagazione del suono nelle stesse lamine , 
die dipende, come Tedremo a suo luogo, dalla teoria delle vi- 
hinoni lonffltudinali di cui passiamo qui ad occuparci. 

B. Vibraziofd longitudinali. 

112. Queste Tibrazioni consistono in una estensione , e con- 
trazione alternativa nella direzione della lunghezza , e si pos- 
sono eccitare fregando le verghe o lamine elastidie longitudi- 
nalmente con un archetto da violino molto incUnato sulla dire* 
xione della loro lunghezza , od anche col dito , o con qualche 
altro corpo flessibile , sparso di polvere di colofonio. Esse 
|XMSono cosi o prendere un moto generale di vibrazione diretto 
alternativamente verso le due estremità , o dividersi in molte 
parti animate da moti contrarii e separate le une dalle altre 
da nodi di vibrazione immobili. 

La grossezza assoluta della verga non ha alcuna influenza 
su questo genere di vibrazioni , poiché si possono considerare 
le vei^he più grosse , come riunioni di cilindri della stessa 
natura , e della stessa lunghezza disposti gli uni accanto agK 
ahrì , e di cui gli strati trasversali vibrano d' un moto simulta- 
neo. I valori de' suoni , per ciascim modo di vibrazione sono, 
come per le corde tese, proporzionali reciprocamente alle lun- 
ghezze , ma eccessivamente acuti quando si paragonano a^ quelli 
cbe producono le vibrazioni trasversali sia delle corde , che 
delle veighe , onde bisogna impiegare verghe molto lunghe per 
poterli apprezzare. Si possono poi variare le circostanze del 
moto iniziale come nelle vibrazioni trasversali. Il suono fon- 
damentale il più giave , che il legamento possa trarre dalla 
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verga TÌbrante loagitudinalmente s'ottiene fissandola in una 
morsa per una delle sue estremità , e fregandola ^ tutta la 
*\sua lunghezza ; in questo caso le particelle si allontanano , e 
si approssimano alternativamente all' estremità fissa , come ciò 
è rappresentato dalla direzione delle freccie nella fig. 25 n. i. 
La traslazione di queste particelle é nulla a questa estremità, 
ma le espansioni, e contrazioni vi sono massime; di là esse 
vanno successivamente decrescendo sino all'estremità libera, in 
cui non v' ha né dilatazione , né condensazione, ma il moto 
di traslazione delle particelle è al suo massimo. 

Se poi si suppone la verga libera alle sue due estremità, 
allora nel modo di v9>razione che dà il suono il più grare, 
il punto di mezzo della verga resta immobile , e le due metà 
vibrano isolatamente avvicinandosi, e allontanandosi alternati- 
vamente da questo punto , che diviene un nodo di vibrazione 
( fig. !i9 n. 2 ). Ciascuna delle due metà è dunque nello stesso 
caso che una verga di lunghezza uguale , e di cui una estre- 
mità fosse fissa , l'altra restando libera; infatti i suoni in que- 
sto caso sono all'ottava acuta del suono fondamentale dato nel 
caso precedente dalla verga intiera. 

Supponiamo finalmente le due estremità fisse; allora nel mo- 
do di vibrazione che dà il suono il più grave , la verga ha un 
moto di dilatazione , e di contrazione alternativo verso l'una e 
verso l'altra estremità; in questo caso le dilatazioni, e le contrazioni 
sono massime alle due estremità, ove la traslocazione delle parti- 
celle è nulla , e di là esse vanno continuamente decrescendo 
sino al mezzo della verga , ove esse sono nulle , mentre il 
moto di traslazione delle particelle vi è al suo massimo. Ciascuna 
delle due metà ^ibra dunque come farebbe una verga di lua- 
ghezza uguale di cui Testremità fosse fissa, T altra, che corri- 
sponde al punto di mezzo della verga mtiera, restando libera , 
ma in maniera che le traslazioni delle particelle si facciano 
contemporaneamente nella medesima direzione per le due metà 
(fig. 25 n. 3). Da questo si vede , che i suoni debbono esser 
simili a quelli del caso precedente , ove i due capi della ver- 
ga intiera erano liberi , e questo appunto ci conferma la spe- 
rienza. 

In ciascuno de' tre casi che abbiamo considerati delle vibra- 



noni longitudiiiftli deUe yerghe , oltre il suono più grave di 
coi abbiamo parlato, esse possono renderne altri più acuti , 
dividendo» in diverse parti idbranti separatamente ; non en- 
treremo qui in queste particolarità , come ne anche in alcune 
considerazioni importanti di teorìa , a cui queste vibrazioni 
danno luogo, perchè avremo occasione di rìtomarvi, trattando 
delle oscillazioni delle colonne d' aria in tubi o chiusi , o 
aperti, a ciu esse sono affatto analoghe. 

Aggiungerò soltanto , quanto sdla connessione del tuono reso 
dalle vibraziom longitudinali delle diverse verghe colla rìgidità, 
e col peso specifico delle loro materìe , e quindi della rapi- 
fità di queste librazioni coi medesimi elementi, (soggetta 
sa cui Chladni ha fatte molte sperìenze di cui piarlere- 
mo all' occasione suddetta \ , che si può presumere per ana- 
le^ eolle v3>razioni trasversali, che chiamando n un numero 
dipendente dal modo di vibrazione , secondo il numero de'no- 
di , / la lunghezza della verga , p la sua rigidità , e & il suo 
peso spedfico , il suono di questa verga dee esser rappresen- 
tato da un'espressione della fonna y 1/^ 9 il che vedremo a suo 

luogo confermato dalla teorìa di queste vibrazioni paragonate 
con qyeDe dell'aria, a cui sono analoghe. 

Per quello poi che riguarda il rapporto delle rapidità delle 

rìbraiioni lonytudinali alle trasversaU, riferirò qui i risultati 

itabìliti teorìcamente da Poisson nella Memoria suW equilibrio 

e sul moto dt^ corpi elastici , e confermati dalle sperìenze del 

Àg. Savart ( Note sur Us vibrations des corps sonores par 

M» Poisson , Annaks de Chim. et de Phjrs. , septembre 1827 ) 

nel caso deUe verghe cilindrìche , e in quello delle verghe 

paraUelepipede . Rappresentando con / la lunghezza d' una 

verga Ubera alle due estremità e clìe rende il suono il più 

grave di cui essa sia suscettibile, con n il numero delle sue 

vìbrasoni longitudinali , con n' quello delle trasversali in 

uno stesso tempo , e con e la sua grossezza nel caso delle 

verghe paraUelepipede, od il suo diametro nel caso delle 

verghe cilindrìche , si avrà n'=;(2,o56io) — nel primo caso , 
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e li' = (1^78068) -j« nel secondo, il numero che serre d 

efficiente in questo secondo caso deducendosi dal coeffic 

relatÌTO al primo caso colla moltiplicazione per — /F. Le 

ghe sopra cui il sig. Savart a richiesta del sig. Poisson sperin 
furono di diverse sostanze , cioè d'ottone , rame, ferro, e ^ 
in tutte i risultati suddetti si troyarono prossimamente co 
mati dalle sperìenze. Il divario fu un po' più grande per 
ghe di legno di fieig^o ; ma ciò pare essere una consegi 
di che la rigidità del legno non è aguale neUe due dire 
pjraUela e trasversale alle 6bre del medesimo, onde le Coi 
di Poisson non sono ad esse rigorosamente applicabili. 

W. Weber ha pure confermato colla sperìenza questo 
porto indicato da Poisson , su verghe parallelepipede di i 
';! e d'ottone (Poggendorff Jnnalen 1828 n. 9 ). 

kM ■ 

e. Vibrazioni circolari. 

1 1 3. Ci resta ancora a parlare delle vibiazioni circolari 
verghe rettilinee. Quando abbiamo esposti gli effetti delli 
sione sui fili elastici , abbiamo veduto^ che se si torce d'un 
numero di gradi un simil filo, a cui sia sospeso verticalmenl 
corpo pesante , esso (a , per ritornare alla sua posizione pria 
una serie d' oscillazioni di cui le rapidità per lunghezze v 
crescono come i quadrali de'diametri de' fili. Se dunque in 
d'un filo sottile, prendiamo uua verga cilindrica abbastanza g 
e abbastanza rigida per sostenersi da se stessa in qualunqu 
sizione, quando essa sarà fissata in uno de' suoi punti le • 
lazioni risultanti dalla torsione potranno divenire abbas 
rapide per produrre un suono. Cosi appunto si produco 
vibrazioni circolari delle verghe. Il modo il più sempli 
queste vibrazioni è quello in cui tutte le parti della 
girano nella medesima direzione , sebbene con celerità disi 
secondo la lor posizione *, ma essa potrà anche vibrare in i 
altre maniere , separandosi nella sua lunghezza in part 
quote , di cui le une gireranno in un vei-so , e le altr 
verso opposto , i punti iaternicdii restando fissi, e fonr 
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Terì nodi di vibrazione. Queste vibrazioni si producono fregan- 
do la verga con un archetto circolarmente , e toccandola nei 
f unti in cui si vuole die si formino de' nodi. Chladni è il 
primo , che si sia occupato di questo genere di vibrazioni. 
Egii ha trovato che 1« divisioni operate in questa maniera in 
osa verga o libera , o fissa per una delle sue estremità o per 
ameodue , seguivano assolutamente le stesse leggi che nelle vi- 
braziom longitudinali , e che in conseguenza la serie de' suoni 
era la medesima. Ma il loro valore assoluto è differente , e 
Chladni yrì ha trovato questo rapporto degno di osservazione , 
die il suono d' una verga cilindrica o prismatica che fa 
vibrazioni circolari è sempre la quinta grave circa di quello 
die essa renderebbe vibrando longitudinalmente nella stessa 
ttaniera. Quindi il sig. Biot congetturò che in questo genere 
di vibrazioni le escursioni delle particelle non si facciano cir- 
oolarmente , ed in una direzione perpendicolare alla lunghezza 
della verga j ma secondo una direzione inclinata sopra questa 
hm^iezza di /\S^y in guisa che le linee vibranti girino attorno 
aDa verga come in un' elice. In fatti in questa supposizione la 
lunghezza di queste lioee sarebbe uguale alla lunghezza totale 
dell'elice; ma questa è uguale a i/a" rappresentando coli' unità 
la lunghezza della verga , come è facile il vederlo sviluppando 
t dee in un piano , ove essa formerà una linea retta incli- 
nata di 4^<' sopra la base , poiché cosi V elice diviene Y ipo- 
tenusa d'un triangolo rettangolo , di cui i due cateti sono i. 
Allora questo modo di vibrazioni non differendo dalle vibra- 
foni longitudinali che per la lunghezza delle linee vibranti , i 
valori de' suoni che esso produrrà , saranno inversi di queste 
lunghezze , cosicché se si prendono per unità quelli dati dalle 
vibrazioni circolari , quelli dati dalle vibrazioni longitudinali 
saranno rappresentati da y'à". Ora VT che vale i,4i4 circa, è 

3 
poco diverso da — ossia i,5oo , che rappresenta la quinta del 

primo suono , e corrisponde a un suono un po' meno acuto 
di questa; dunque il suono delle vibrazioni longitudinali sarà 
a un simile intervallo al dissopra di quello delle vibra- 
noiii drcolarì , ossia questo sarà dello stesso intervallo al dis- 
•otlo dd primo , conformemente alle sperienze di Chladni. 
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^^sejU loiirìilgruinf spic^bcrcbbe dunque molto setnplice- 
■MBAe la ea^nont del lap p oito di cm si tratta. 

Ma il flg. Poiitoa per wmtstQ deBa sua teoria, stabilita nelb 
Meflioria sopra l' cqwfibffio e il moto dei corpi elastici , < 
applicata a qacita specie A osciDasioni circolari , o giratoru , 
lia fisttto in mia maniera pia precisa la natura di queste TÌbra- 
Bom, e il loro rapporto colle Tibraùoni longitudinali. Secondo 
il tao risaltato, se si ha una Terga cilindrica incastrata ad 
■n' estremità ^ e Kboa all' altra , e à fiiccia essa Tibrare soo- 
cesstfamcnte attotBO al suo asse per torsione , e nella dire- 
none della sua lung^iena , il rapporto dei dne snoni , e per 
a^Mm»g| p»»*n deDa rapidìlà ddle TÌbrasioni sarà indipendenle 
dalla materia , e dalle dimensioni ddla verga. Indicando con 
m H numero ddle Tibranom giraioric e con n quello delle 

longitndinaK in uno stesso tempo, à avrà -;= -/I^=— .3,i6x 

= i,58i circa. D rapporto trofato da CMadni i,5 sarebbe an* 
cora alquanto in£eriore a questo risultato teorico ; sperienze più 
recenti del sig. Savart hanno dato al contrario un valore alquanto 
maggiore, cioè i,6668; la media dei due risultati sperimentali 
die sardibe i,5834 » differisce pochisàmo dal risultato tecurico 
di Poisson. 
Per altra parte il sig. Caucby per mexzo di altri ra^ona- 

menti troverebbe per valore teorico di questo rapporto - /ìT 

in vece di — /IT, il che dà 1,9364? numero ancor maggiore 

di qlMllo trovato da Savart per esperienza ( Y. Exercices e 
BuUain de Ferussac , juin 1829 ). 

Secondo la teoria del sig. Caucby questo rapp<Nrto si applica 
ugualmente alle verghe di sezione quadrata. Ma se si vogliono 
considerare verghe di cui la sezione sia un rettangolo più o 
meno allungato , ossia vei^he rettangolari di spessore diverso 
dalia larghezza , questo rapporto costante non può più aver 
luogo j poiché le vibrazioni longitudinali sono indipendend da 
queste dimensioni trasversaU , e al contrario le oscillazioni per 
torsione in generale ne dipendono. Si avrà allora un rapporto 
diverso tra i suoni d^^lle due specie di vibrazione secondo che 
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irariérà il rapporto tra le due dimensioni della veiiga rettango^ 
golare , e solo tiascmio di questi rapporti resterà costante 
quando si Csuranno variare le due dimensioni , ccmsenrando lo 
stesso rapporto tra loro , cioè quando le seàoni resteranno 
similL Quando una delle dimensioni, che si considererà come lo 
^essore, é molto piccola relativamente all'altra, ossia alla 
larghesza, cioè si tratterà delle vibrazioni per torsione di una 
lamioia assai larga relativamente al suo spessore , Cauchy 
trova teoricamente nel citato luogo, the il tuono espresso dal 
nunnero delle vibrazioni in un dato tempo sarà in ragion di- 
retta dello spessore di questa lamina , e inversa del prodotto 
delle altre due dimensioni, ossia della superficie della lamina, 
3 che si trova conforme ai risultati di alcune sperienze di 
Savait {Annales de Chimie et de Physique , fevrier 1824 )• 

ARTICOLO TEBZO 

Vibrazioni delle verghe curvilinee ed annelli. 

II 4* Dopo aver esaminate tutte le circostanze delle vibra- 
foni delle verghe o lamine rettilinee dobbiamo passare a quel- 
le delle verghe curve. Queste vibrazioni , e i suoni che ne ri- 
sultano debbono variare all' infinito secondo la diversità delle 
curvature ; ci limiteremo a due esempi suscettibili d'appUcazioni, 
sui quaU riferiremo i. risultati delle sperienze di Chladni , che 
il primo si è occupato di questo genere di sperienze in un* 
•pera pubblicata a Leipzig nel 1 787 , e quindi nella sua Acustica. 

Il primo di questi esempi riguarda le vibrazioni delle doppie 
verghe, ossia d'una verga piegata a forma di forchetta. Sono 
note quelle forchette d' acciaio , che servono di diapason per 
regolare il tuono degU stromenti di musica, come già abbiamo 
avuto occasione di accennarlo ( fig. 26 ). Si fauino vibrare 
battendo con una delle loro gambe sopra un corpo solido , 
oppure facendo uscire a forza dal mezzo delle stesse gambe o 
rami un cilindro che vi s' inserisce , cosicché i rami si restrin- 
gano tutto ad un tratto dopo essere stati allargati. Questi 
stromenti hanno alla lor base un prolungamento che forma 
una specie di piede, su cui si posano quando si sono messi 
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in vibratone; quest' addinone atile per V oggetto a ciù s'im- 
piegano y dà ai loro moti una complicanone che li rende meno 
proprìi alle considerazioni geometriche. Ci convenrà dunque 
considerar piuttosto le yibraùoni delle verghe dlindrìche A 
uniforme spessore, e curvate nel mezzo della loro lungkesa 
( fig. 27 ). U suono il più grave di tutti quelli che una simil 
forchetta può rendere, s'ottiene quando dascun ramo vibra 
tutto intiero senza dividersi , astrazion Catta della parte com- 
presa tra i due nodi n , n! molto vicini alla flessione di mezzo 
( fig. citata n. 1 ). Allora tutte le parti d' uno stesso ramo 
vanno insieme nella medesima direzione , sebbene con disuguali 
velocità. Questo genere di moto è analogo al più semplice dà 
moti di vibrazione trasversali delle verghe rettilinee libere alle 
due estremità j e che abbiamo rappresentato nella fig. a% 
n. I ; ma il suono è più grave nel rapporto di 16 a a5 , 
cioè del quadrato di 4 &1 quadrato di 5, il che dee dipen- 
dere dair influenza che la curvatura primitiva esercita sulla na- 
tura delle Tibrazioni. Nel secondo modo di vibrazione (fig. 
27 n. 2 ) , la forchetta forma cinque divisioni separate da 
quattro nodi , due molto prossimi nel mezzo nj n'j ed imo 
a ciascun ranx>, Ny N'. Per produrre questo movimento bisogna 
tener la forchetta per uno de'suoi nodi, e far passare T archetto sul 
mezzo di una delle parti che debbono entrare in vibrazione , 
per esempio verso le estremità. Tra questo modo, e il prece- 
dente non è possibile ( eccetto che la curvatura della forchetta 
fosse molto piccola ) di stabilirne uno , in cui la verga si di- 
vida in quattro parti separate da tre nodi , e che sarebbe 
l' analogo del secondo modo delle vibrazioni trasversali defle 
verghe rettilinee libere ai due capi. NegU altri modi di vibra- 
zione di cui la forchetta è suscettibile , i nodi sono al numero 
di 5, 6, ecc. (un nodo formandosi nel mezzo della curvi^ 
tura primitiva per que' numeri che sono impari ) , e la serie 
de' suoni che ne risultano, cominciando dal suddetto secondo 
caso possibile , è espressa dalla serie de' quadrati dei numeri 
3,49^96, ecc. , sebbene il numero de' nodi essendo suc- 
cessivamente 4 9 5 j 6 , 7 , ecc., quello delle divisioni formi la 
serie 5,6,7,8, ecc. 11 suono il più grave , ossia il primo 
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sopra laccato non é compreso nella stessa legge ; esso sta a 
quello del secondo caso come 4 & ^ 9 ^^^ come il quadrato 
di 3 al quadrato di 5. Tutto questo risulta dalle sperìenze di 
CUadni a tale riguardo. Ora paragonando questa serie di 
suoni con quella relativa ad una verga rettilinea appoggiata 
alle sae estremità si può osservare ^ che cominciando dal se- 
condo modo possibile nel nostro caso presente , óoè da quello 
in cui vi sono quattro nodi , ossia- dal terzo de' casi che si 
possono imaginare , la serie de' suoni é la stessa che ha luogo 
nd caso citato , cominciando dal modo di vibrazione in ciu 
vi son due nodi , sia quanto al valor assoluto , sia quanto al 
valor relativo. Per rendersene ragione basta supporre , che i 
nodi che si stabiliscono ne' due rami della forchetta verso le 
due estremità producono lo stesso effetto che i punti d'appog- 
gko nelle verghe che hanno due nodi di meno. Si può inoltre 
osservare , che nelle maniere di vibrare in cui vi sono due 
nodi molto vidni, cioè nella prima in cm vi sono due soli nodi, 
e in tutte quelle ove il numero de' nodi è pari , le vibrazioni 
de^diversi modi s' eseguiscono come in una verga di cui una 
estremità è fissa , e V altra libera , ma d' una lunghezza uguale 
a quella di ciascun ramo, vale a dire della metà della lun- 
ghezxa totale f infatti Li progressione de' suoni è la stessa in 
questi modi, che nei modi successivi di questo caso per la 
vei|^ rettilinea ; ma i suoni sono più acuti di due ottave nel 
nostro caso presente , cioè sono come 4 &d i , ossia come il 
quadrato di a a i , epperciò nella ragione inversa de'qaadrati delle 
lunghezze, secondo la regola generale delle vibrazioni trasversali 
delle verghe -, cosi per esempio il primo suono del nostro caso 
è di due ottave più acuto che il suono fondamentale d' ima 
verga della lunghezza di queUa che piegata forma la forchetta, 
àoè del suono che questa verga renderebbe nel modo più 
semplice di vibrare essendo fissata ad una estremità. 

Se si continua ad incurvare la verga ridotta a forchetta , • 
mo a formarne un annello circolare , di cui si saldino insie- 
ne le due estremità , vi si potranno ancora produrre vibra- 
aoni diverse y e trame diversi suoni , e questo sarà il nostro 
secondo esempio, di vibrazioni di verghe curve. Queste vibra- 
xkuii sono sempre tali, che T annello si divide in 4> 6,8, ecc. 
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od in generale in un numero pari di parti uguali che vibrano 
isolatamente in direzione contraria, e che sono separatele une dalle 
altre da nodi di vibrazione. La fig. 28 rappresenta la prima 
di queste maniere di vibrare , in cui Pannello prende la for- 
ma d'un' ellisse , alternativamente allungata e raccorciata in due 
direzioni rettangolari , e che taglia la forma circolare ne^ quat- 
tro punti o nodi indicati colle lettere N. Le maniere di pro- 
durre queste vibrazioni sono simili a quelle che si adoperano 
pei casi analoghi delle vibrazioni delle verghe rettilinee. La 
divbione dell' annello in numero sempre pari di parti dipende 
da ciò y che ^ per la natura rientrante della curva , in un nu- 
mero pari soltanto può aver luogo la contrarietà di vibrarionL 
nelle parti attìgue , che si richiede perché ciascun punto di 
nodo sia uguahnente tirato dai due lati opposti, e quìmK ri- 
manga in equilibrio. E poi cosa straordinaria, che secondo le 
sperienze di Chladni i suoni che corrispondono alle indicate 
maniere di vibrare , in cui il numero delle divisioni segue la 
serie dei numeri pari 4 f ^ f ^ > ecc. , epperciò le lunghezze 
delle parti sono in ragion inversa di questi numeri , siano tra 
loro come i quadrati de' numeri impari 3,5,7, ecc., come 
se per la natura particolai*e di queste vibrazioni , una delle 
divisioni dovesse sempre contarsi per niente nell' assegnare il 
rapporto delle loro lunghezze. 

Quanto alla teoria delle vibrazioni delle lamine o verghe 
curve , Euler ha data nel Tomo io de' Nuovi commentarii di 
Pietroburgo , V equazione differenziale di quelle degli anneUi 
circolari , e ne ha dedotte le leggi delle medesime *, Chladni 
non ha trovato i suoi risultati sperimentali affatto conformi a 
queste leggi. Tuttavia l' analisi di Euler è confermata dalle 
ricerche deli' Autor anonimo della Memoria che ha ripor- 
tato il premio dell' Istituto di Francia sulle vibrazioni delle 5it- 
perjicie elastiche , e da quelle del sig. INavier , in una Memo- 
ria sulla Jlessiotie delle lamine elastiche presentata all'Accade- 
mia di Parigi nel 1820, e 1' Autor anonimo suddetto , dopo 
aver discusse le sperienze di Chladni , non crede die esse 
siano sufficienti a invalidare la teoria. Quanto all' equazione 
differenziale generale delle superficie clastiche , di cui parlere- 
mo fra breve, la quale facendo astrazione di una delle dimensioni 



diTÌeoe quella delle lamine o' verghe elaitiche , e di cui i si- 
gnorì Fourìer e Poisson hanno trovato l'integrale generale , 
essa non è applicabile immediatamente al caso delle verghe 
curve , e in particolare degli annelli , perchè essa non è sta- 
bilita che per le superficie primitivamente piane nel loro stato 
naturale , epperciò anche per le vei^he rettilinee , e richiede-^ 
rebbe per essere esteta alle superficie , e linee curve una mo^ 
dificazione che non si è ancora esaminata -, onde la teoria 
generale di queste vibrazioni delle verghe curve non è ancora 
nota. 

Potrebbesi essa del resto derivare dalle formole generali del 
moto dei corpi elastici stabilite da Poisson nella sna Memoria 
pia volte citata , nella quale però egli non si é occupato spe- 
rialmente di questi corpi. Il sig. Cauchy soltanto ha fatto qual- 
che applicaadone di questa teoria in particolare alle lamine 
jHegate in archi circolari , ed ha trovato alcuni risultati che 
funmo confermati da sperìenze eseguite da Savartadilui richie- 
sta. ( T. Exerdces de Mathémadque y e BuUetin de Ferussac , 
juin iS^g )• 

ARTICOLO QUARTO 

Vibrazioni delle membrane tese , delle lastre , e de' corpi 
in cui debbono considerarsi le tre dimensioni.. . 

II 5. limitandoci primieramente alle vibrazioni che sì fanno 
secondo due dimensiom osserveremo , che esse hanno luogo 
nelle superficie piane, come quelle delle membrane tese , e delle 
lastre piane di materia rigida. Generalmente quando uno di questi 
^orpi vibra , esso si divide in un certo numero di parti che 
eseguiscono le lor vibrazioni separatamente, e che sono dotate 
« ciascun istante di moti alternativi, mentre i punti per cui 
queste parti sono unite restano immobili ; il che può rendersi 
sensibile sopra le superficie orizzontali versandovi della sabbia 
nudto fina e secca , che si accumula nelle linee 'formate da 
questi punti , e che si possono chiamare linee nodali. 

Le vibrazioni delle membrane te^e, come nei taniburri, sono 
analoghe , tra le vibrazioni delle superficie , a quelle delle 
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corde tese , e le vibrazioni delle lastre rìgide a ^pielle delle 

verghe o lamine elastiche. Non abbiamo alcuna serie estesa di 
sperìenze sulle vibrazioni delle membrane tese ; ci contenterei 
mo adunque di indicare le ricerche che si sono Catte sulla 
loro teoria. Euler ha pubblicato nel tomo io de'iVbc Comm^ 
Acad. Petrop. alcune ricerche sulle vibrazioni d' una membrana 
rettangolare. Giordano Riccàti ne* Saggi sdentai e ktterarìi 
dell Accademia di Padova tom« i. 1786, ne ha Catte altre 
sulle vibrazioni d'una membrana ugualmente tesa in tutte le 
direzioni. Ma queste ricerche erano troppo particolari , ed im- 
perfette , per condurre ad una teoria generale. La-Grange 
nella seconda edizione della Mécanùfue analytique avea data 
l'equazione differenziale d'una superficie flessibile e non da- 
stica per se stessa , sollecitata in tutti i punti da forze qualunque 
ed ugualmente tesa in ogni direzione^ nello stato d' eqiùlibrio^ 
e il sig. Poisson nella sua Memoria sidle superfioie elastiche 
( Mémoires de VlnsUuu 18 12 ) , per mezzo di altre considera* 
zioni ha trovata quella più generale che appartiene ad una 
simil superficie di cui ciascun elemento è inegualmente teso in 
due direzioni rettangolari. Ora quando si conoscono le equa- 
zioni di equilibrio di un sistema di punii materìali sollecitati 
da forze qualunque , se oe sanno dedurre, per mezzo dei prìncipii 
generali della meccanica, le equazioni del moto dello stesso si- 
stema. Applicando questi principi! al caso di cui si tratta, 
supponendo nulle le forze variabili sopra ciascun punto , co- 
sicché non vi restino che le tensioni primitive , e inoltre che 
la superficie si scosti pochissimo dal piano primitivo , e final- 
mente che ciascun punto della superficie resti costantemente 
in una perpendicolare a questo piano, si avrà cosi Tequazione 
differenziale del moto delle membrane tese , ossia delle super- 
ficie tese non elastiche per loro stesse , con restrizioni sinùli a 
quelle che si ammettono nella teorìa delle corde vibranti , e 
cosi appunto la stabili il sig. Poisson. Quest' equazione diviene 
più semplice supponendo le due tensioni rettangolari uguali e 
costanti in tutti i punti , cioè la membrana ugualmente tesa 
in tutte le direzioni come ne' tamburi , e si riduce allora a 
quella ehe il signor Biof avea già trovata per questo caso 
nelle Memorie dell' Istituto di Francia, tom. 4* Se poi si 



pongono costanti bensì queste due tensioni da un punto all' 
altro j ma disuguali , si ottiene V equazione che Euler avea 
data nella Memoria già citata per le TÌbrazioni d' una mem- 
brana rettangolare inegualmente tesa nelle direzioni della sua 
lunghezza , e della sua larghezza. P^r poter applicare nella 
maniera più generale V equazione del sìg. Poisson alla deter- 
ininasione del moto delle membrane tese , restava a trovare T inte- 
grale generale di quest'equazione ; ora essendo Fourìer e Poisson 
giunti ad integrare per mezzo degli integrali definiti V equa- 
zione generale delle superficie vibranti elastiche di cui parle- 
remo fra breve , e che si riduce a quella delle superficie vi- 
branti non elastiche , ossia delle membrane tese , quando si 
sopprimono in essa le quantità che si riferiscono alla forza 
elastica propria della sostanza , quest' integrazione si dee ri- 
guardare come &tta, almeno pel caso della tensione uguale in 
tutte le direzioni a cui il sig. Poisson si limitò nello stabilimento 
dell'equazione generale della superficie elastica. Altronde il 
sig. Parseval avea già data l' integrazione dell' equazione diffe- 
renziale relativa a questo caso , che è la stessa che quella di 
un fluido elastico vibrante in due dimensioni , di cui parlere- 
mo a suo luogo , e si può anche dedurre dall' integrale dell' 
equazione più generale delle vibrazioni d' im fluido elastico in 
tutte tre le dimensioni , integrale , che come vedremo è pure 
stata data dal sig. Poisson. Non vi resterebbe più che a far 
r applicazione di questi risultati dell' analisi matematica ai dì- 
versi casi delle vibrazioni delle membrane , e fissarne cosi tutte 
le òrcostanze ^ del che ninno sinora si è occupato in tutta la 
sua generaUtà. 

n óg. Poisson però ha applicato ad alcuni casi delle mem- 
brane tese le sue formole generali del moto dei corpi ela- 
stici nella Memoria sull' equilibrio e sul moto di questi corpL 
E^ ha determinato cosi teoricamente i diversi suoni d' una 
membrana tesa ugualmente per ogni verso , e che vibra trasver- 
salmente nel caso in cui questa membrana è un rettangolo di 
<utt i quattro lati si suppongono fissi ; egli ha anche determi- 
nato nello stesso caso i diversi sistemi di linee nodaU , ed ha 
fatto vedere che essi possono essere in numero infinito quan- 
tunque il suoaci resti lo stesso j quando i lati della membrana 
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sono uguali , od hanno una misura comune. Quanto aUe mem- 
brane circolari, ecco i risultati che egli ha ottenuto col calcolo. 
Sia p il peso d' una membrana circolare, P la fona applicata 
a tutti i punti del suo contorno , che j[>roduce la sua tensione 
uguale per ogni verso y g la misura della grarìfli , n il numero 
delle vibrazioni trasversali ìidl' unità di tempo relativamente 
al suono più grave* che essa possa sonunìnistràre y e supponen- 
do che i suoi punti ugualmente lontani dal centro hamio in 

ciascim istante .)o stesso moto, si avrà if=( 0,6784 ) 1/--^ * 

f P 
I pesi P y e p restando gli stessi^ questo numero è , come si 

vede y indipendente dal raggio della membrana ; esso cresce in 
una ragione alquanto minore di quella di 5 a 3 , passando 
dal suono il più grave a quello che lo segue immediatamente. 
Questo suono 'inmicdiatamente successivo al più grave è accom- 
pagnato da una linea nodale , di cui il raggio è 0,434? t 
prendendo U raggio della membrana per unità. Ma non si 
hanno ancora sperienze con cui si possano paragonare ^piesti 
risultati della teoria. 

116. Passiamo ora alle vibrazioni delle superGcie elastiche 
ossia delle lastre di sostanza rigida. Le sperienze sulla maniera 
di vibrare di queste lastre , e sui suoni che loro corrispondono 
possono farsi col mezzo sovra indicato , cioè tenendole orizzon- 
talmente , e ponendovi sopra della sabbia minuta che si accu- 
mula nelle lince nodali. 

Quando si sono una volta riconosciute queste linee , si pos- 
sono riprodurre gli stessi modi di vibi*azione ponendo leggieri 
ostacoh sulle linee nodali , e facendo passare un archetto sopm 
una delle paiii che debbono entrare in vibrazione. Cbladnl ha 
fatto un gran numero d^ esperienze di questo genere sopra le 
vibrazioni delle lamine di vetro di forma diversa , di cui egli 
descrive minutanìente i risultati nella sua Acustica publicata 
prima nel' 1802 in Tedesco, poi nel 1809 in Francese, e in un'altra 
opera posteriore Neue Beytrage JUr akusUkj Leipsig 1817. 
Ne daremo qui soltanto alcuni esempi per le lamine quadrate 
e per quelle circolari. 

Nelle lamine quadrate le figure le più semplici delle linee 
nodali sono due linee , che si incrocicchiano nel mezzo , e che 



vanno a terminare o nel mezzo dei lati , o a^U angoli ( fig 
'^9 u. I e a ). il suono ottenuto nel sccuudo caso e la quinlu 
acuta di quello del pruno. 

Quanto alle lamine circolari , quando esse sono libere iieloro 
orli, le forme possibili delle linee nodali possono riferii si a 
lince diametrali , ed a circoU concentrici alla lamina -, queste 
linee possono tuttavia diffornifirsi per diverse circostanze. 

Quando tutte le linee nodali sono diametri , il loro complesso 
presenta la figura d'una stella, di cui il numero de' raggi può essere 
4y 6, 8, IO, ecc. y sempre in nmnero pari, per una ragione analoga 
a quella che abbiamo veduto per la divisione degli anelli vi- 
branti. La fig. 3on« i^s, e3 presenta le tre prime di queste 
divisioiM. A misura che il numero delle parti s' acci-esce , il 
6uono diviene più acuto , e il numero che lo esprime cresce 
come l quadrati dei numeri delle lince nodali , o dei setloti 
che esse formano , il clie é analogo alla regola relativa alle 
verghe a questo riguardo. Cosi ii^ generale se il numero delle 
parti vibranti è n , e sì prciula per unita il suono dato dal 
caso di quattro settori , cioè d' una semplice croce , il suono 



sarà espresso ^ (ti • 



Quanto alle linee nodah circolari , il modo il più semplice, 
e che da il suono più grave, e quello formato da una sola linea 
circolare (fig. 3i n. i }*, il suono in questo caso e al più grave 
dato dalle linee diametrali iu croce , come (5)^ è a (4)*, cosiccL«: 

osso è rappresentato da I -^ i prendendo questo per unità. Pos^ 

sono an<iie ottenersi due linee cìixolari ( (ìg. 3 1 n. i ) , o J auciio 
un maggior numero. 11 mezzo più atto ad ottenere questi modi 
di vifaraàonc composti di sole linee circolari e , come lia os:>civato 
il sig.' Savart {Aim.de Clwn.ct de P/tj-s. ottobre 18.17) , di 
adoperare un disco traforato d'un piccol foro al centro , per 
cui si introduce un fascetto di crini che si fa stiisciarc sull' 01 Io 
del foro , tenendolo disteso tra le mani , mentre il disco ò 
ratteauto in un punto .di alcuna delle linee nodali the dciihono 
formarsi. I numeri delle vibrazioni da cui dipende 1' acutezza 
del amono j sono a un dipi esso come i quadrati dei uuiuca 
Jelle linee nodali circolali. 

Voi L . ìH 
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Bfa queste linee circolari possono anche combmain cofle 
linee diametrali ( fig. Sti ) : il caso il più semplice di questo 
genere è quello che presenta una linea circolare attraTenati 
da un diametro ( n. i ) ; il suono in questo caso sta a qodlo 

di una sempUce linea circolare come (3)* a (2)* osòa come|- 

ad !• Viene in segiuto il caso d'una linea drcolare e due 
diametri ad angolo retto ( n. 3 ) ; se la linea nodale drcdire 
restasse alla stessa distanza dall'orlo, che nel caso precedentCì 
le partì vibranti sarebbero simiU , e soltanto più piccole nd 
rapporto di i a 2 ; i suoni sa r e b be r o adunque nel rapporto di 
4 a I , vale a dire il seomdo 8ard>be la doppia ottava del 
primo; ma questa similitudine non ha luogo perchè 3 raggpo 
della linea circolare s* aggrandisce , ed il rapporto de'due saott 

8i trova essere soltanto! ^1 ossia — , cioè il secondo saono 

non è nemmeno all'ottava semplice del primo. In generale a 
misura che le linee diametrali si moltiplicano , la linea arco- 
lare nodale si avvicina all'orlo , e questa circostanza inflnisfC 
sulla progressione de' suoni. Possono anche combinarsi pii 
linee nodali circolari colle linee diametrali , e generalmente se 
si rappresenta per D il numero delle linee nodah diametri! , 
per C il numero delle linee circolari , tutti i suoni resi daOa 
lamina per una combinazione qualunque di queste linee , sa- 
ranno approssimativamente espressi da «m numero proporzio- 
nale a (Z?-f-2C)**, ma questa formola non si applica al caso 
in cui C è nullo , cioè noa vi e alcuna linea circolare-, questo caso 
dee esser considerato a parte. L'applicazione della formola comin- 
cia quando £> = o , C= i , il che dà (2)^ pel numero caratteristioo 
di questo primo suono ; prendendolo per unita, tutti gli altri 

a cui la formola si applica, saranno rappresentati da I 1 • 

Cosi per esempio facendo Z>=:o, C=2, si avrà pel suono 
corrispondente al caso di due lince nodali circolari senza Enea 
diametrale , (2)^ ossia 4 y nella suddetta unità. 

Ciascuno di questi diversi modi di vibrazione richiede per 
essere ottenuto che la lamina sia rattenuta in punti diversa- 
mente situati , e che l' archetto con cui si (a vibrare sia anche 
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applicalo a punti difersi dell'orlo ddla lamina. Queste pai*ti- 
cciarità possono Tederai nella citata opera di Chladni. Dirò 
ioltanto che per tener ferma la lamina comodameili^te in punti 
determinati , Cliladni adoperava una specie di morsa della 
fòfiiui rappresentata nella fig. 33 , di cui una delle viti serviya 
a stringer la lamina 9 e T altra ad a£Bggere la morsa stessa ad 
una tavola. 

AggiangerA qui che il sig* Savart in una Nota pubblicata negli 
Atmaies de chimie et de physiquCy novembre 1827 ha osservato 
poter seDe lastre circolari accadere che il sistema delle linee 
■odali, e delle pard vibranti prenda esso medesimo un moto 
di oarillaiione, ed anche di rotazione attorno al centro della lastra, 
nel ^oal caso il tuono prodotto dalla lastra diviene alquanto 
fUk acato di quello che converrebbe allo stesso sistema in riposo. 

Chladni ha anche esteso le sperienze di questo genere alle 
lamine leCtangolarì, ellitiche, e triangolari. 

Sard>be troppo lungo, e estraneo al nostro scopo, il seguirlo in 
qnesle particolarità* Non riferirò più che qualche osservazione ge- 
nerale folle circostanze che queste sperienze presentano. In tutte 
le maniere possibili di vibrazioni d'una lastra le figure delle linee 
nadali possono ridursi ad un certo numero di linee , che o percor- 
rono V estensione della lastra terminandosi ai suoi orli , o 
ssoo porallfle al suo contomo , o ad alcune parti del mede- 
omo ; per esempio sopra una lastra rettangolare esse si ridu- 
cono n nn certo numero di linee parallele all'una o all' altra 
dimensione, oppure diagonali, come abbiamo veduto nelle lastre 
ipadrale ; sopra una lastra rotonda a un certo numero di 
diametrali , o circolari come sopra si è detto ; sopra una 
ellitica queste linee sì allungano ecc. Se alcune specie 
di vìbnsioni non producono figure regolari, esse saranno tut- 
tam rappresentate da distorsioni delle linee nodali che si 
potranno riferire alla forma primitiva. Queste distorsioni se- 
esodo CUadni non cangiano il tuono , perchè ciascuna parte 
filMnnle conserva la stessa grandezza relativa. 

I snoni delle lastre , quando la forma , la materia e la ma- 
■icrm di vibrare restano le stesse, sono in ragione dello spessore, 
e in ra^one inversa dei quadrati delle altre dimensioni. Se la ma- 
é diversa i suoni sono pure, poste tutte le altre cose pari, 
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in ragion diretta delle radici quadrate della rigidità o Corta 
elastica , e inversa delle radici quadrate • del peso specifico -, 
risultati analoghi a quelli delle vibrazioni delle verghe. 

117. A quest'esposizione generale dei risultati delle qpe- 
rienze di Cbladui nella sua Acustica j aggiungerò V indicazioBQ 
di alcuni lavoii posteriori di altri autori che tendono a modir 
ficare più o meno quei risultati. 

Secondo le osservazioni del sig. Strchlke y consegnate in una 
Memoria pubblicata negli Annali di fisica e chimica di Pog» 
gendorff in Tedesco , n. 6 dell' anno i8ti5 , le lin^e nodali 
rette che si tagliano tra loro apparentemente nelle diverse ma- 
niere di vibrazione delle lastre , non ' sarebbero realmente che 
linee curve, che si approssimano coi loro vertici, cosicché l'inter- 
vallo tra loro rimanente permette alla sabbia di accumularvtiL 
Cosi per esempio^ la croce che si forma in una lastra quadrata, 
e di cui le braccia tagliano i lati, o vanno agli angoli della 
lastra , non è, secondo Strehlke , che il risultato di due linee 
nodali curve come nella fìg. 34 n* i e 2 , di cui i rami divengono 
sensibilmente rettilinei allontanandosi dal centro, e tra i vertici 
delle quali si accumula la sabbia come si vede in a b. Ma 
€hladni stesso non crede questa maniera di vedere fondati 
(stesso giornale n. 11 dell'anno iS^S ). Tuttavia Strehlke ha 
ancora sostenuto posteriormente le sue asserzioni, ed ha anche 
cercato di determinare le equazioni delle curve da esso osser- 
vate , le quali trova appartenere alle sezioni conidie ( Pojjjgen- 
dorff Annal. n. 1 del iB3o ). 

118. Anche nelle vibrazioni delle lastre debbono aver luo- 
go le combinazioni di più modi di vibrazione coesistenti , 
e di cui ciascuno produce suoni diversi, come v<ii è detto 
dei suoni armonici prodotti contemporaneamente da una 
stessa corda vibrante. Il sig. Savart in una Memoria pubblicata 
negli Annal. de chim.ct de phys. oclobre. 187.7 , ha fatto vedere 
in particolare sperimentalmente che ciascuno dei diversi modi 
di vibrazione di cui sono suscettibili le lastre circolari, e ret- 
tangolari, e da cui dipende il loro suono principale, è accom- 
pagnato da un altro modo di vibrazione in cui la lastra si 
divide in un più gran numero di parti vibranti , e di cui le 
linee nodaU intermedie tra quelle della divL<;ioue principale.» 
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si pcMsono render mani/este per mezzo d' una sabbia più fina 

d*una polvere, come quella di licopodio, sparsa sulla superfìcie 
della lastra , che si raccoglie sopra quelle linee j mentre la 
sabbia più grossolana va a riunirsi sulle linee nodali del modo 
principale j le quali del resto fanno anch' esse parte di questo 
modo di Yibrazioni concomitanti, che Savart chiama modo se^ 
eondario. Cosi per esempio quando il modo principale di vi- 
brazione d' un disco presenta una o più Unee nodah circolari, 
li osserrm che i granelli di sabbia ordinaria si collocano sopra 
le linee circolari che abbiamo sopra indicate secondo le spe- 
fìense di Chladni , ma* che la polvere o sabbia fina si riunisce 
fa tracciare altre linee circolari da Chladni non osservate, le 
quali in generale sono situate tra le prime linee suddette , e 
che inoltre, qualunque sìa il numero di queste Unee, la polvere 
si riunisce anche in un punto corrispondente al centro del disco. 
Cosi in generale vi sono sempre tante Unee secondarie quante 
éono le prindpaU , e inoltre un punto secondario al centro. 
Ne segae che aggiungendo al numero delle Unee secondarie 
^ellò delle linee principaU , che fanno pur esse parte anche 
dd sistema delle secondarie , se il numero delle linee princi- 
pali è it , quello delle linee secondarie , compreso il punto al 
eentrOy è 2/t-f- 1. Quelle tra queste linee che sono intermedie 
fra le linee nodaU principali , non possono essere segnate come 
A é detto che da una polvere fina, la quale in virtù di una certa 
aderenza tra le sue proprie particelle , e colla superficie della 
lastra, può mantenersi nei ventri delle parti vibranti della di- 
visione principale , delle quali esse formano la suddivi<iione. 
Cosi pure in una lastra quadrata , il modo principale di vi- 
brazione, che è formato da sole lince rette parallele a uno dei 
lati, é accompagnato da un sistema dì lince nodali secondarie, 
che comprese quelle del sistema principale sono al numero di 

1 II -♦- I quando il numero delle principali è n. Il modo poi 
che presenta due linee nodali che si tagUano nel centro , e 
sono perpendicolari ai lati del quadrato ( fig. 35 ) , e accompa- 
gnato da un modo secondario che comprende oltre a queste 
due linee , segnate in pieno nella figura, quattro altre linee , 
degnate a punti nella medesima, parallele due a due alle prime, 
('che sono indicate daUa polvere più fina ; cosicché questo 
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sistema seoondarìo di linee , comprese le prime,' i forauito da 
tre Vnee parallele tra loro che ne tag^^ano tre altre pur paral- 
lele fra loro. In generale il numero delle linee della Bgura 
principale in questo genere di yibraiioni delle lamine qaa- 
drate, ove le linee nodali si tagliano ad angolo retto, essendo 
espresso da 211, per conservare l'analogia coi casi precedenti in 
cui non ri erano linee nodali che in una sola direaioae , 
quello della figura secondaria diriene 4'^*^^* Quest'espres- 
sione si applica ugualmente ai cari in cui le linee nodali 
principaU sono parallele alle diagonali del quadrato. 

Anche le. membrane tese presentano secondo le osserra&om 
del Sayart sistemi analoghi secondarii di ribrazione. E le linee 
nodali elicoidali che lo stesso Savart ha fatto osservare, come ve- 
dremo in appresso, nelle verghe che vibrano longitudinalmente non 
tono probabilmente che indizii di modi secondaru di vibra- 
rione che accompagnano i modi prinrìpali da cui è determinato il 
tuono di queste verghe secondo la teoria generale delle 
vibrazioni longitudinali. In generale è da presumerri , secondo 
Savart , che il suono che risulta dal moto secondario nelle ri- 
brazioni dei corpi , riunendosi a quello del moto principale , 
è una delle cagioni che hanno maggior influenza sulla quaUtk 
del suono ( timbre ] dei diversi corpi sonori. Questo è confer- 
mato dall' osservare che ciascun modo dì divisione di un corpo 
produce un suono che ha caratteri particolari distinti , il die 
dee provenire da che il rapporto dei numeri delle vibrarioni 
dei due suoni primario e secondario difierisce da una divirione 
all' altra , e ciò può estendersi anche agli altri infiniti modi di 
vibrarione subordinati a ciascun modo di vibrarione principale, 
e che lo accompagnano. 

Debbo però avvertire che il signor Faraday in una 
Memoria pubblicata nelle Trans. FU. dd i83i part« a , 
e che si trova pure tradotta in Francese negli Annoi» de chim» 
et de phys.janvier 1882, sostiene che in generale queste linee 
tracciate dalle polveri più sottili, tra le linee nodali prinripali 
indicate dalla sabbia più grossolana nelle citate sperienze di 
Savart , non sono occasionate da Unee nodali di un modo di 
vibrazione secondario, ma solo da correnti dell* aria sovrap- 
posta alle lamine vibranti , eccitate alla loro superficie dal loro 
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moto stesso , e die- tendono dalle linee nodali Terso i ventri 

e Yi accumulano quelle sottili polveri. 

Nella stessa Memoria Faraday esamina pure certi mucchi 
imwigenii ( involving ) come egli li chiama , che le polveri 
sottili fermano inoltre su alcuni punti delle superficie vibranti, e 
che egli spiega per mezzo dell' aderenza che le particelle delle 
polTeri hanno tra loro , e colla superficie delle lastre, combi- 
nata coli' azione dell' aria che le circonda, e ad essi son pure 
analoghe secondo lui certe crispazioni che si osservano in uno 
strato d' acqua sovrapposto ad una lastra vibrante , od anche 
odia superficie dell' acqua contenuta in un vaso neUe pareti 
del quale si eccito vibrazioni sonore , le quaU crispazioni 
egli non crede dipendere dalla comunicazione di queste vibra- 
aoni sonore al Uquìdo medesimo. 

Per altra parte il sig. Wheatstone ha presentato più recentemente 
alla Società R. di Londra una Memoria , in cui cerca di ren- 
der raf^one delle diverse figure delle linee nodali osservate da 
Qiladni nella vibrazione delle lastre , in ima maniera molto 
analoga alle idee di Savart, cioè per la considerazione della 
sovraposudone di due o più modi semplici di vibrazione , 
nella quale ora le linee nodali dei diversi modi coincidono tra 
loro y ora le parti vibranti di imo dei modi di vibrazione ca- 
dono sulle linee nodali appartenenti all' altro modo , onde 
queste cessano d'essere linee nodali , e se ne formano altre 
per compensazione tra i due modi , in altri luoghi della lastra. 

iig. Nei corpi , in cui 1' elasticità non è la stessa in tutte 
le direzioni , i modi di divisione di cui le lastre dei medesimi 
fono suscettibili prendono posizioni determinate dalla struttura 
stessa di questi corpi , e possono presentarsi con modificazioni 
diverse in diverse posizioni. Tale è il caso delle lamine di le- 
gno , di cui r elasticità può considerarsi come differente nella 
direàone deUe fibbre del legno , in queUa dal centro alla 
circonferenza del fusto da cui sono prese , e in quella tangente 
aDa circonferenza dello stesso fusto. Savart ha esaminate le 
modificazioni che i modi di vibrazione presentano in tali la- 
mine di legno in una Memoria pubblicata negli AnmU. de chim. 
et de phjrs.janvier 18^19 , e si è poi servito di osservazioni di 
questo genere per esaminare 1* elasticità dei corpi cristallizzati 
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iieHe diverse direzioni relativamente agli assi dei cristalli , come 
vedremo in appresso parlando della cristallizzazioite^ egK liaquin- 
di fa Ito osservare in un altra Memotia pubblicata nello stessa 
giornale in maggio dello stesso anno , che anche i corpi die 
si riguardano come i più omogenei, come le lastre di metallo, 
di vetro ecc. offrono sempre quache differenza di elasticità' 
nelle loro diverse direzioni, dipendenti dalle circostanze del 
loro consolidamento dopo la fiisione , dalla compressione che 
hanno subita in alcune direzioni ecc. , e che si manifestano 
per la modificazione delle figure delle loro linee nodali nelle 
vibrazioni , e per la diversità del suono che ne risulta secondo 
la loro posizione. 

i^o. Tali sono i principali risultati sperimentali conosciuti 
sulla vibrazione delle lastre elastiche. Quanto alla lor teoria 
generale , atta a render ragione delle leggi e circostanze relative 
ai diversi casi, Giacomo Bernoulli avea già fatto qualche ten- 
tativo tendente a stabitirla, nelle Memorie di Pietroburgo 
del 1788, all'occasione delle prime spcricnzc di Chladni ; ma 
avea riguardata la cosa sotto un aspetto particolare, che Tavca 
condotto a conseguenze mal fondate , è che infatti non si tro- 
varono d'accordo colla sperienza. Paradisi in una Memoria 
che si trova nel primo volume delP Istituto delle Scienze di 
Milano aggiunse alle sperienze di Chladni alcune sue spcricnzc, 
colle quali riconobbe che le linee noduli non giungevano a for- 
me costanti, che dopo una successione graduata e continua di 
forme variabili , la generazione delle quali lo condusse a qual- 
che idea teorica sulla formazione di queste curve ; ma questo 
era ancor ben lontano da una general teoria delle vibrazioni 
di cui si tratta. 

In tali circostanze V Istituto di Francia propose per sog- 
getto di premio per l'anno 181 2, la teorìa mateniaiica delle 
vibrazioni delle superficie elastiche , e la sua comparazione 
colla sperienza. Una sola memoria , tra quelle che vi concor- 
sero fu giudicata degna d' attenzione , quella cioè d' un ano- 
nimo , die diede, senza dimostrazione , V equazione differen- 
ziale generale del moto di queste supcificic , e ceixò di sod- 
disfare a quest' equazione , come Eulcr avea fatto per quella 
delle semplici' lamine o verghe vibranti , per mezzo di integrali 



panrtìcolari. Ciascuna di queste integrali determina una figura 
speciale delia lastra vibrante y- che presenta un certo numero 
ed una certa disposizione di linee nodali -, il suono che la la- 
stra produce dipende in generale dal numero di queste linee, 
e r integrale stabilisce un rapporto tra questo numero e il 
suotio conispoudente. L' autore calcola cosi il tuono relativo a 
ciascuna figura, e paragonandolo a quello che dà la sperienza 
per c{ttesta figura , trova un accordo soddisfacente tra ì due 
ffsfdtati ; cosicché l'equazione fondamentale, d'onde egli è 
putito , può riguardarsi come suBScieotemente verificata daUe 
cmervazioiii. Le sperienze a cui l'autore si è riferito sono quelle dt 
Chladnì, ed alcune altre proprie all'autore stesso. Era quindi desi- 
derabile di avere la dimostrazione di quest'equazione, ossia dì 
vederla stabilita sui principii teorici , mentre al contrario si 
ignorava come vi fosse stato condotto 1' autore anonimo. 

A questo desiderio soddisfece il sig. Poisson nella già citata 
Memoria sulle superficie elastiche che fu letta all'Istituto di 
Fraucìa nel \%i^j eà inserta nel volume delle Memorie dell'Isti- 
tuto stesao per l'anno 1812. Avendo egli in questa Memoria sta- 
bilite, come abbiamo detto, le equazioni dell' equilibrio d' una 
superficie , di cui ciascun elemento é inegualmente teso in due 
direzioni rettangolari , e di cui tutti i punti sono sollecitati da 
forze qualunque , mettendo per queste forze le espressioni di 
qnelle prodotte dalla forza elastica , ne dedusse quelle dell' 
equilibrio d' una lastra elastica , e quindi quella della super- 
ficie medesima in equilibrio , come si è detto al n. 11 5, limi- 
tandosi però al caso della tensione uguale iu tutte le direzioni. 
Da queste equazioni finalmente , secondo i noti principii 
della meccanica , dedusse anche l'equazione generale del moto 
fibratorio d' una simile superficie , sotto le solite restrizioni , 
che la superficie non faccia che piccole oscillazioni da una 
parte e dall'altra d'un piano fisso, e die ciascun punto oscilli 
in una retta perpendicolare a questo piano *, lo spessore si 
suppone uniforme, e la forza attiattiva e ripulsiva delle mole- 
cole agente soltanto a distanza insensibile , come si é detto 
parlando dell' inflessione delle lamine clastiche. Annullando in 
({ocst' equazione i termini che dipendono dall' elasticità, si 
trota di nuovo l' equazione delle vibrazioni della membcana 
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tesa ugualmente ia tutte le JUrezioni; (acendovi al contrario 
questa forza di tensione nulla ,. essa si riduce alla forma la 
più semplice che essa possa avere nel caso dell' elasticità ; e 
sotto questa forma essa si trova appunto la stessa che quella 
che avea data V autor anonimo senza dimostrazione. 

Restava a trovarsi V integrale generale di quest* equaaone , 
per farne uso nell' applicazione alle sperienze in una maniera 
più compiuta che non Tavea potuto far V anommo per mezzo 
di integrali particolari. A questa pervennero, come già aUna- 
mo accennato , Fourler j e il sig. Poisson , per mezzo deg^ 
integrali definiti , il primo nella Memoria presentata all' Isti- 
tuto di Francia nel 1818 , e di cui cUede un estratto nel 
BuUetln de la Societé PhilomcUhique di quell'anno, il secondo 
in una nota inserta nello stesso giornale, e in una Memoria 
sopra l'integrazione di diverse equazioni letta all'Istituto nel 
1819 , e che si trova nel volume del 1818. 

La teorìa delle vibrazioni delle lastre elastiche si trovò cosi 
compiutamente stabilita, e sarebbe soltanto a deóderarsi un 
trattato compiuto della sua applicazione a tutti i risultati spe- 
rimentali già noti , o che si potrebbero trovare con altre spe- 
rienze , trattato che ancor non esiste. 

121. Debbo però aggiungere che il sig. Poisson riprese an- 
cora questa teoria delle vibrazioni delle lastre nella sua Memo- 
ria sull'equilibrio e sul moto dei corpi elastici , applicandovi le 
sue formole generali stabilite sulle considerazioni più rigorose 
della natura dell' azione molecolare, e ne dedusse alcuni nuovi 
risultati , che si trovarono conformi alle sperienze che furono a 
tal riguardo fatte dal sig. Savart. 

Cosi egli ha determinato i suoni, e le linee nodali d' una 
lastra circolare di cui tutti i punti ugualmente distanti dal 
centro hanno in ciascun istante lo stesso moto, sia che questo 
contorno sia incastrato , o solo appoggiato , o intieramente 
libero. In quest* ultimo caso il rapporto che esiste tra i due 
suoni più gravi d'una stessa lastra è ^^Zi6 ; si è veduto che 
la formola empirica del Chladni avrebbe dato 4 per questo rap- 
porto ; il sig. Savart ha ottenuto per questo stesso rapporto un 
numero che supera alquanto il 4 9 i^^ d'una frazione un po' 
minore di quella indicata *, la differenza però tra il calcolo • 
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la sporiensa è tra i limiti degli errori di cui queste osserya- 
noni sono suscettibili. 

Nello stesso caso il suono più grare è accompagnato da una 
Unea nodale , e cpiello che lo segue immediatamente in eie- 
Taxione , da due simili linee. Prendendo per unità il raggio 
deDa lastra, e chiamando r il re^o della linea nodale unica 
nel caso del primo suono, ri, e r» i raggi delle due linee nop 
daU nel caso del secondo suono , il calcolo dà r= 0,6806 , 
fiSsOySgiS , rB=o,835. 11 sig. Sayart ha misurato accurata- 
mente questi stessi rag(^ sopra tre lastre di rame di dimensioni 
Arene ; egli ha trovato valori poco diversi tra loro , per eia- 
icnno di quesd raggi , e cU cui le medie differiscono pochi&> 
amo dai valori calcolati. 

n «g« Pmsson ha anche determinato il rapporto fra questi suoni 
della lastra circolare e quelli resi dalle vibrazioni trasversali 
deUe verghe ; sia n il numero delle vibrazioni nell' unità di 
tempo pel suono più grave d'una verga cinndrica libera alle 
due estremità , e di cui e sia il raggio e 3/ la lunghezza; sia 
Al il numero delle vibrazioni nello stesso tempo che corri- 
sponde al suono più grave d' una lastra circolare della stessa 
materia di cui il contorno é intieramente libero , e di cui la 
metà dello spessore sia £, e il diametro 2/; si avrà, secondo 

3 lisoltato teorico del sig. Poisson, —=(3,3746) j, formola die 

non si potrà verificare se non misurando con una grande precisio- 
ne lo spessore della lastra e il diametro deDa verga , a cagione 
della loro grande influenza sulle vibrazioni di questi corpi sonori* 

123. Ma se solo in questi ultinù tempi si è fissata la teoria 
delle vibrazioni delle superficie piane , non è da stupire che 
non si sia ancor giunto a determinar teoricamente le vibrazioni 
de' corpi elastici di forma più complicata , e in cui conviene 
aver riguardo alle tre dimensioni. Ci linùteremo qui a dir 
qualche cosa delle vibrazioni de' vasi di cui le superficie interna 
ed estema sono di rivoluzione attorno ad uno stesso asse , per- 
chè questa forma di corpi è impiegata nelle campane, e nello 
stromento di musica chiamato armonica. Ci contenteremo 
sari , conformemente alla natura di quest* applicazione , di 
conàdenure tra tutte le vibrazioni ppp^ili d' un simil vaso ^ 



quelle in cui i punti situati sopra uno stesso meridiano della 
superfìcie , cioè sopra una delle sezioni di cui il piano passa 
per Tasso, hanno moti del medesimo genere, cioè o sono tutti 
compresi in una linea nodale , o vibrano insieme nella stessa 
direzione quantunque con maggior o minor estensione. Secondo 
questa supposizione , se si fìi una sezione nella superficie per 
mezzo di due piani perpendicolari al suo asse y e molto Ticini 
V uno air altro j questa sezione che sarà un elemento circolare 
del vaso sarà , quanto alla direzione de' moti la sola cosa che 
dobbiamo considerare , poiché tutti i generi di moto che un 
simil anello potrà ammettere , saranno conmni a tutti gli 
altri anelli che compongono il vaso. Allora tutto ciò che 
abbiamo detto sui diversi modi di vibrazione di cui gli anelli 
sono suscettibili s'applicherà qui, almeno per quanto concerne il 
numero de'nodl e tutte le circostanze di mobilità od immobilità. 

Non si dee però estendere quest'analogia sino ai valori 
assoluti de' suoni , poiché essi dipendono non solamente dalla 
posizione de' nodi e de' ventri , ma ancora dalla rapidità asso- 
luta con cui le vibrazioni si eseguiscono , e questa rapidità e 
modificata dalla connessione delle parti che vibrano insieme 
nella stessa maniera, e che secondo il loro diverso spessoi^ 
hanno una forza elastica più forte o più debole , e per con- 
seguenza accelerano o ritardano il complesso delle vibrazioiii. 
£ per la stessa ragione non vSi può uè anche conchiudcre dàlia 
somiglianza de* nodi, e de' ventri T uguaì^lianza de' rapporli 
dei suoni ne' diversi modi di vibrazione tra il vaso , e rauclU». 

L' analogia è più intima fra le vibrazioni annulari di un vaso 
di rivoluzione , e quelle d' una lamina circolare , mentre nelT 
uno e neir altro caso ha luogo la connessione tra un anello 
elementare e l' altro , per cui i moti dell' uno accelerano o 
ritardano i moti dell^ aitilo , quantunque questa connessione 
sia stabilita in una direzione diversa. Infatti V esporieu/a 
mostra che la progressione de' suoni segue la stessa legge in 
queste vibrazioni de' vasi , che in quelle d' una lamina circo- 
lare , che vibra nella direzione de' suoi raggi, cioè di cui tutte 
le linee nodali sono diametrali. Quindi si vede che il suono 
il più grave che un simil vaso possa dare corrisponde al caso 
ìfn cui la circonferenza si divide in quattro parti vibranti ^ e 
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per coascgucDza la superficie del vaso intiero si divide anche 
in quattro partì uguali , cosicché il vaso si appiana, e si 
estende altc^mativainente in due direzioni perpendicolari tra 
loro. Quanto agli altri suoni , se il niunero dì parti in cui il 
vaso si divìde è it , la progressione de^ suoni sarà rappresentata 
dalla serie de' quadrati dei numeri pari 4» 69 ^9 ecc., e questo 
è perfettamente couferinato dall' esperienza. Se si vuole pren- 
dere il primo suono per unità , i valori di tutti gli altri sa- 
ranno, couie già r abbiamo veduto per le lamine , 

"(iy'(iy'(T)''(f /'•'•=" 

iU, , re» ulì 50/3* rc^ , ecc. 

Ora nella stessa maniera che una corda che vibra fa sentire 
ad un tratto tutti i suoni armonici, che corrispondono alle di- 
verse parti aliquote nelle quali essa può dividersi , cosi una 
campana, o un vaso di rivoluzione dà , oltre il suo tuono più 
grave , quella infinità d' altri suoni che abbiamo indicata , e 
che corrìsponde alle sue diverse divisioni possibili. E poi no- 
tabile , che quantunque questi suoni differiscano molto dai 
suoni armonici ut, , ut% , sol% , mh 9 ecc., che produce la vibra- 
EÌone d' una corda, essi godono tuttavia , come questi , della 
proprietà di accordarsi tra loro nelle lor risuonanze , cioè di 
produrre colla coincidenza de' lor battimenti un suono ri- 
sultante simile. In qualunque maniera , per esempio , si com- 
binino i cinque primi suòni Ii^ , re», ri/3, soli^j e re^, essi danno 
sempre y secondo la regola stabilita al n. i o i , per suono risul- 
tante, I od 7- , vale a dire il suono ut, , o la sua doppia ot« 

t 

tava grave iU^%j cosicché anche la riunione di questi suoni, 
come quella degli armonici d' una corda , dà una sensazione 
aggradevole , ossia forma un accordo. Tuttavia questo accordo 
pare qui dover essere meno perfetto , poiché i suoni risultanti 
sono due , di cui Tuno è la doppia ottava dell' altro , in vece 
d' un solo. 

Prescindendo ora dalle diverse maniere particolari di vibrare 
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dette campane e de'vasi, di cui la teoria compiuta non é ancor 
nota , osserveremo che la formola generale teorica che abbia- 
mo riferita nel n. 109 per la rapidità dette yibrazioni dette 
verghe elastiche si estende atte Tibrazioni di qualunque coqpo 
clastico d' una data forma , anche non lineari , e per conse- 
guenza a queUe dette lamine e dei vasi. Quindi segue che i 
8uom dati da Tasi di figura simtte , ma di spessori diversi , e 
per la stessa maniera di vibrare, saranno proporzionali a questi 
spessori , e in ragion inversa dei quadrati dette altre lor dimen- 
sioni i cosicché se sono in tutto simiU , vale a dire se i loro 
spessorì sono anche proporzionali atte altre dimensioni , i va- 
lori de' suoni saranno in ragion inversa dette loro dimensioni 
omologhe , come si è detto nella supposiaone analoga dette 
vibrazioni trasversali dette verghe. Gò postò se si riuniscono 
gli uni accanto agli altri molti vasi di vetro simili di foima , 
ma di grandezza disuguale, si potrà stabilire tra le loro gran- 
dezze una tal gradazione , che essi diano i cUversi suoni che 
s' impiegano nella musica ; questo è tt principio dello stro- 
mento conosciuto sotto al nome d' armonica^ Le vibrazioni si 
eccitano facendo passare sull' orlo un dito bagnato , nel qual 
caso i nodi , ed i ventrì si traslocano a ciascun istante insieme 
col dito. L' equivalente ha luogo nell' armonica a cilindro , 
in cui si fanno girare i vasi di vetro sopra un asse comune, 
e si applicano le dita sui loro orli , o immediatamente , o coli' 
interposizione d' una peUe bagnata ecc. 

123. Ho detto che la teoria generale delle vibrazioni delle 
campane e de' vasi non è ancor nota. Infatti le sole ricerche 
speciali che si abbiano a questo riguardo sono quelle di Euler 
( De sono campanarum in no\f. comm. Acad, Petrop. T. io), e di 
Golovin (AcL Acad, Petrop. 1781)*, male supposizioni su cui queste 
ricerche sono fondate non sono conformi alla natura, e i risultati 
che se ne ottengono non sono confermati dalla sperìenza. Quanto 
att'equazlone generale delle superficie vibranti che Polsson ha il 
primo dimostrata, essa non può applicarsi ai vasi nemmeno di 
uniforme spessore, perchè l'analisi su cui è stabilita suppone come 
già si è detto la superficie piana nel suo stato naturale , e si ri- 
chiederebbe un altro lavoro per modificarla in maniera da 
applicarsi atte superficie curve. 
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Sono però ora note le equazioni differenùali del moto d' un- 
corpo elastico considerato nelle sue tre dimenàoni ; esse fu- 
rono per la prima Tolta stabilite dal sig. Nayier in una sua 
Memoria pubblicata nel T. 7 delle Memorie dell' Accademia 
delle Scienze di Parigi , ma sopra prìncipii ipotetici non dedotti 
rigorosamente dalla considerazione delle forze molecolari. Navier 
ba particolarmente supposta nulla la mutua azione di due mo- 
lecole nello stato d' equilibrio in vece che 1' equilibrio di 
niyn'"^ molecola è prodotto dalle azioni combinate di tutte 
le molecole vicine sulla medesima; e questa supposizione Ta- 
Tidbbe condotto ad equazioni diverse da qndle a ciu è giunto , se 
non aresse creduto poter rappresentare per altra parte le somme 
ddle forze per mezzo di integrali, il che non è ammissibile in que* 
Ito caso, secondo il sig. Poisson. Avendo poi lo stesso sig. Poisson 
lidia pt& volte citata Memoria stabilite le equazioni generaU rifeiite 
ai n«^ 85 e 86, dell'equilibrio de'corpi elastici, fondate sopra le con- 
òderanoni dì cui abbiamo parlato, ne dedusse pure, secondo i noti 
prind]^ della meccanica, quelle del moto dei medesimi, che si 
trovarono conformi alle equazioni di Navier. Egli diede anche un 
esem]^ assai generale dell' applicazione di queste formole alla 
determinazione delle vibrazioni d' una sfera omogenea di cui 
tutti i punti ugualmente lontani dal centro abbiano in ciascun 
istante uno stesso moto nella direzione dei loro rispettivi raggi; 
ma non si è ancor fatta 1' applicazione speciale delle stesse 
fermole ai corpi solidi di diversa forma che si possono adope- 
rare come corpi sonori. Poisson ha però dato in un addizione 
alla soa Memoria letta all' Accademia di Parigi in novembre 
18289 e pubbhcata nel T. 8 della stessa Accademia, l'inte- 
grale compiuta delle equazioni differenziali generali suddette , 
che può applicarsi a qualunque caso. 

Anche il sig. Gauchy si è occupato , ne' suoi Exercices de 
Jiaihématique , e in alcune Memorie particolari , della teoria 
generale dell' eqiùlibrio e delle vibrazioni de' coi-pi elastici , e 
ha Ceitto osservare tra le altre cose , che una conseguenza 
generale di questa teoria, è che^in corpi di qualunque forma, 
il tuono che rappresenta il numero delle vibrazioni del me- 
desimo nell' unità di tempo é in ragion inversa delle dimen- 
sioni di questo corpo che si suppongano crescere o decrescere 
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in un dato fappoiio comune -, il che e iiifaUi conforaie alle 
osservazioni del sigé Savari ( V. BuUctin, de Ferussac , jaimcr 
1829) y e a quello che abbiamo detto delle vibrazioni delle 
campane e dei vasi. 

ABT|CX>|}0 QUUTO 

Della comunicazione delle vibrazioni tra diversi corpi. 

124* Le vibrazioni sonoi-e eccitate in un corpo elastico 
possono communicarsi ad un altro convenientemente dispo- 
sto, non solo per 1' intermezzo dell' aria , confonnemente 
a quello che si è detto nel n.^ 1 00 , ma ancora per con- 
tatto immediato , cosi negli stromenti di musica da cor- 
da , le vibrazioni delle corde si comunicano alle tavolette 
o lamine di legno di cui è composta la cassa di questi stro- 
menti , cosicché queste concorrono colle lor proprie vibrazìoui 
a rinforzare il suono prodotto dalle corde , e a rendere cosi 
Io stromento più sonoro e più armonioso *, onde dalhn lorn^a 
e modo di riunione di queste tavolette più o meno atta a 
faciUtare questa comunicazione dipende in gran parte la 
perfezione di questi stromenti , e la preferenza che si dà ii 
quelli costrutti da alcuni artefici , che per certe modincazioiil 
per dir cosi impercettibili nella costruzione di queste casso dei 
medesimi , hanno particolanuente riuscito a dar loro que^U 
perfezione. Ma il sig. Savart in una Memoria presentata all' 
Accademia delle Scienze di Parigi, e sulla quale si trova inse- 
rito negli Annales de chimic et de physufiic ^ novembre i8h) , 
il rapporto fattone all' Accademia cercò di determinare diclru 
ad idee teoriche la miglior forma di cassa particolanuente pi-1 
violino, ed ottenne cpsi uno stromento comparabile a quelli 
dei migliori artefici di tal genere , e questa riceixa ^li 
diede occasione di stabilire alcuni principii generali sulla 
comunicazione del moto di vibrazione tra corpi solidi , che 
formano V oggetto d' un altra Memoria presentata posterior- 
mente alla stessa Accademia , e inserita per intiero nel 
già citato giornale ( giugno iSio ). Egli ha trovato che le vi* 
Liazioni trasversali d' un solido eccitano soveuli vibrazioi|L 
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li m UD altrò^ , e redpnKunenlé , secondo la ma- 
niera con ctù la comunicazione del moto si opera. Cosi per 
esempio si possono secondo le sue osservazioni eccitare vibrazioni 
trasversali in un corpo sonoro col fregamento longitudinale d'una 
verga di corpo elastico unita al primo di questi corpi ad angolo 
retto y e questo mezzo fu applicato alla costruzione di alcuni 
particolari stromenti di musica. 

Si possono anche vedere negli Aimàks de chimìe et de phf 
siqu€ j juiUet i8a3 , alcune sperienze curiose di liVlieatstone 
sidla comunicazione delle vibraùoni sonore* 

ia5. Savart btesso ha poi ancora generalizzata questa teoria 
della c<Mnunicazione dei moti di vibrazione tra i corpi solidi 
in altra Memoria presentata all'Accademia di Parigi li aa 
aprile i8aa , in cui ha considerato in una maniera generale le 
differenti spezie di vibrazioni delle verghe , lamine, membi-ane 
e lastre , che sopra abbiamo distinte , Memoria che si trova 
inserta ne(^ AnnaUs de chimìe et de physique , fanvier i8a4« 
Quelle diverse sorta di vibrazioni , dette trasversali , longitudi- 
ìmik y o giratorie j si riducono tutte a vibrazioni delle molecole 
del corpo parallelamente ad una sola linea , che può essere 
taiBgente alla superficie del corpo che si considera, o ad essa 
perpendicolare y o tar con questa superficie un angolo obUquo 
qualunque y onde le vibrazioni stesse possono chiamarsi tan» 
fgamaUy o normali y o oblique relativamente a questa superfi- 
cie. Le molecole che vibrano in una direzione secondo 
questa hnea possono essere in generale disgiunte da quelle 
che vibrano nella direzione opposta contemporaneamente , da 
superficie che possono chiamarsi superficie nodaliy e queste pos- 
sono essere anch' esse perpendicolari , o oblique , o parallele 
a quella linea secondo la quale si fanno le vibrazioni ; le 
Unee nodali non sono che le intersezioni di queste sezioni no- 
dali colle superficie che si considerano ne' corpi vibranti. 

Cosi per esempio quando una lamina libera efhg vibra in direzion- 
ile trasversale nel piano della fig. 36, nella maniera più semplice, 
ossia corrispondente al suono più grave della medesima , le 
molecole comprese nella porzione ab fé si muovono nella di'- 
resione indicata dalle freccie in veivo opposto a quello in ciài 
n muovono contemporaneamente le molecole comprese nella 
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pontone ab de ^ e lo stesso si dica . di quelle comprese neUa 
porzione cdhg j i*eIattTamente a quesla stessa porxione inter- 
media ab de. Queste vibrazioni sono normali relativamente alle 
superfìcie rappresentate dalle linee eacgy ofbdh, e tangoèr 
ziali relativamente alla superficie efhg che è qui nel piano 
della figura , e alla sua opposta , come pure alle superficie 
terminali della lamina , rappresentate dà ef e gh-^ le super/i^ 
eie nodaU sono quelle che passano per le linee ab ^ ed per- 
pendicolarmente alla lunghezza della lamina , . ossia le sezioni 
trasversali della medesima , condotte per queste linee , e sono 
qui parallele aUa direzione delle vibrazioni. Le linee nodali 
considerate sullo spessore della lamina sarebbero le stesse linee 
ab y cd\ ma quelle che si considerano ordinariamente per 
tali sono le intersezioni delle superficie nodali suddette. colle 
faccie rappresentate da cg ^ fh^ e che attraversano la larghezza 
della lamina. 

Suppongasi ora che le direzioni delle vibrazioni che abbiamo 
considerate, girando nel piano della figura, vengano ad essere 
perpendicolarì aUe precedenti , ossia parallele alla Iwnghfna 
della lamina o verga , le superficie o sezioni nodali restando 
le stesse , cosicché le vibrazioni continuino a farsi in opposto 
Terso nelle porzioni della lamina separate da queste sezioni; 
si avrà il moto vibratorio rappresentato dalla fig. 87. Queste 
saranno vibrazioni longitudinali della lamina, nelle quali le sezioni 
nodali si troveranno come prima ìa ab , ed ^ ma queste se- 
sioni saranno ora perpendicolari alla direzione delle vibrazioni. 

Si concepisca quindi che le prime direzioni che abbiamo 
considerate , in vece di girare nel piano della figura , ^ino in 
piani perpendicolari a quello della figura , finché venendo ad 
essere ad angolo retto con quelle , siano esse stesse perpendi- 
colari al piano della figura , ossia parallele alla larghezza della 
lamina. Mettendo allora nel piano della fig. 38 la faccia della 
lamina che era rappresentata dalla linea eaeg j si avrà il moto 
vibratorio in essa rappresentato , normale allo spessore della 
lamina , e tangenziale alle sue faccie più larghe. In tale 
moto le sezioni nodali primitive , rappresentate in questa 
figura dalle linee am , cu , saranno come prima parallele alle 
direzioni delle vibrazioni; ma potrà anche facilmente accadere, 
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• cagione delP estensione di que^e faccie in largheua, che oltre 

a quelle sezioni nodali, o in vece di quelle, se ne fonnino 

ahre perpendicolari a queste direzioni delle vibrazioni , ossia 

longitndioali relatÌTamente alla lamina , cosicché le molecole 

poste da parti opposte di queste nuove sezioni nodali vibrino 

contemporaneamente in parti opposte; tali sono per esempio le 

stnoni rappresentate nella fig. 89 dalle due linee longitudinali ; e 

queste Tibrazioni diverrebbero di nuovo longitudinali se la lar- 

gfaena delle lamine A accrescesse al di là della lunghezza , di 

maniera die la prima divenisse lunghezza, e la seconda lar- 

iJkena , le sezioni nodali che erano longitudinali restando 

aBora trasversalL 

Ma anche nel primo caso che abbiamo considerato , cioè 
quello del moto trasversale, ossia perpendicolare alla faccia 
della lamina , oltre le sezioni nodali che abbiamo indicate , 
tratrersali alla lunghezza della lamina, se ne possono formar 
altre parallele ancora, come quelle, alla direzione delle vibra- 
liom, ma longitucUnali alla lamina, come le seziom abcdy 
^/E^ neHa fig. 4^ , e combinandosi in diversa maniera queste 
teàmii normali, e in pia o men grande numero, colle prime si 
a?nuiBO le diverse maniere di vibrazioni normali alla sua su- 
perficie di coi è suscettibile una lamina considerata in lun- 
^lena e iarj^ezza, venendo cosi essa divisa da queste sezioni 
Bonnali tra loro rettangolari in paraUelepipedi separati che avran- 
no alternativamente il loro moto vibratorio in direzione opposta. 

Suppongasi, per uno dai casi particolari di questa combina- 
none , che si abbia una sola di tali sezioni longitudinali 
nodali , nel mezzo della larghezza della lamina , e che una 
ideile estremità della medesima lamina formi ella stessa una 
aeàone normale trasversale , come quando la lamina è inca- 
strata in una maniera fissa a questa estremità ; la lamina vi- 
Inraado si dividerà longitudinalmente in due parallelepipedi , 
che faranno le loro vibrazioni in opposto verso alternativa- 
mente, come si vede nella fig. 4i > e se un moto vibratorio 
di questa specie si considera in una lamina di cui la larghezza 
sin a un dipresso uguale allo spessore , si avrà il caso più 
semplice dei moto che abbiamo chiamato , per una lamina: o 
>ei^, molo giratorio j o di torsione. 



126. Si vede adunque che le diverse spede dì TÌbra»oiù 
che si distinguono nelle lanùne si ridueono tutte a moti Tibra- 
torii delle loro molecole parallelamente a certe linee , e che i 
diversi ordini delle vibrazioni corrispondono alle direzioni opposte 
in cui si fanno queste vibrazioni, al di qua e al di là di certe seàom 
nodali perpendicolari o parallele a queste linee. In quelle par? 
ticolari maniere che si distinguono coi nomi di vibrazioni tr»j 
sversali , longitudinali , e di torsione relativamente alle lamine 
e verghe parallelepipede, 1^ linee in ciù si fanno le vibrazioni 
sono o parallele , o perpendicolari alle une o alle altre delle 
loro tre dimensioni. Ma nulla impedisce che esse prendano 
direzioni obblique qualunque relativamente a queste dimenàoni, 
e inoltre le sezioni nodali possono esse medesime divenire pi& 
o meno obbUque sia a queste dimensioni , sia alle linee stesse pa^ 
rallelamente alle quali si fanno le vibrazioni. Da quest'ultima 
circostanza ne può risultare che le linee nodali , che sono le 
intersezioni delle sezioni nodali colle faccie della lamina y noa 
si corrispondano nelle diverse faccie. Cosi per esempio nelle 
vibrazioni taogeoziali a due delle faccie , sia che A facciano 
esse nella direzione della larghezza ( nel qual caso potreUbero 
chiamarsi latUudinali ) , o nella direzione della lunghezza , 
che sono quelle che diconsi longitudinali , può accadere che 
la sezione nodale abbia per esempio la direzione ab ed ( fig. 
42 ) obbliqua alla superficie della lamina di cm AB ^\q 
spessore , cosicché le due linee nodali ad j bc non si coni* 
spondano sulle due faccie più estese AFHD y BEGC ^ 
come infatti Savart ha trovato realmente succedere nelle la- 
mine anche assai sottili , e nelle membrane tese medesime j 
dove in generale le linee nodali d' una faccia corrispondono 
alle linee di mezzo dei ventri della faccia opposta. Inoltre queste 
sezioni nodali che fin qui abbiamo considerato come piani, potran* 
no anche essere superficie curve o in una sola o in due direzioni, 
onde risulteranno dalle loro intersezioni colle opposte faccie , 
linee nodali in queste , di diverse figure , o corrispondenti , 
non corrispondenti in posizione da una faccia all' altra , e cosi 
r infinita varietà di linee nodali osservate da Cbladui , Savart 
ecc. nelle vibrazioni delle lamine e delle membrane. Quello 
poi che abbiamo detto delle lamine o verghe parallelepipede 
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si estenderii coDe convenienti modificazioni , sia alle lastre sot- 
tili di diversa figura , per esempio alle circolari , sia alle ?er- 
ìjÓ€ di sezione trasversale qualunque ; e si osserverà pure che 
la direàone delle yibranom che abbiamo fin qui supposto essere 
panDele ad una stessa linea può «essere diversa relativamente 
alle diverse parti del corpo vibrante , del che ci presentereb- 
bero un esempio le vibrazioni tangenziali che in una lamina 
tìrcblare partissero dal centro , e anunettessero linee nodaK 
1^ drcolarì. 

' 127. Ma limitandoci aUe vibrazioni che si fanno in una stessa 
fiieaùone in tutta V estenMone d'un corpo, è chiaro dal fin qui 
detto die, nella comunicazione del moto vibratorio da un corpo 
all' altro y le vibrazioid che sono trasversali nell' uno pos- 
sono divenir longitudinali , o in generale tangenziali in un al- 
tro , per la diversa posizione di questo relativamente al primo, 
è generalmente quelle d'una specie qualunque nell'uno divenire 
d' una specie diversa nell' altro , sebbene conservino nello spa- 
no la stessa direzione. Cosi per esempio facendo vibrare tra- 
sversalmente una corda che attraversi perpenditolarmente una 
lamina od una membrana , o sia in contatto con uno de' lati 
deDa lanùna come nella fig. /p 9 si ecciteranno nella lamina o 
nella membrana vibrazioni tangenziali , che potranno prendere 
diverse direzioni sulla medesima secondo il piano delle vibra- 
zioni trasversali che si faranno fare alla corda. Lo stesso 
si può ottenere per mezzo d' un cilindro solido appoggiato alla 
éuperficie d' una lamina come nella fig. 44 9 ^ ^^^ ^^ faccia 
vibrare con un archetto trasversalmente in una direzione qua- 
lunque. Se in vece di mettere la còrda o il cilindro che si 
fa vibrar trasveHalmente in una posizione peipendicolate alla 
Superficie della lamina si annettono questi corpi tra loro, cosicché 
r uno n trovi nel prolungamento dell' altro, come nella fig. 
45 , quando si farà vibrare con un archetto la corda o il ci- 
hndro trasversalmente , si ecciteranno nella lamina vibrazioni 
iìella stessa direzione *, cosi se il piano delle vibrazioni trasver- 
sali della corda o cilindro sarà quello delle faccie della lamina, 
<]uesta prenderà vibrazioni tangenziali a queste faccie , ma se 
& ìaria in qualunque modo la direzione delle vibrazioni tra- 
tmsali delta corda , o cilindro , quelle della lamina avranno 
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diversi gradi qualunque d'obbliquità aHe sue facóe, e diTerranm 

normali alle medesime , ossia tra8?ersali , quando* la direàone 
delle vibrazioni della corda o cilindro sarà perpendicolare aHe 
sue faccie ; in questi diversi casi A formeranno del resto linee 
nodali di figure diverse , cprrispondenti o non conispondenti 
sulle iaccie opposte della lamina, secondo la figura di questa , 
e la direzione delle vibrazioni che le sue molecole prenderanno 
relativamente alle sue dimennoni. Queste sperìeme furoDO 
fiitte e valiate in più maniere dal sig. Savart , come à può 
vedere nella citata Memoria j determinando le linee nodali 
sopra ciascuna faccia pel solito mezzo della sabbia sparsa sulle 
medesime, di cui metteva per tale oggetto 1' una o V altra 
in posizione superìore, e osservando che nelle vibrazioni tan- 
genziali , i gl'anelli di sabbia si muovevano per collocarsi 
nelle lìnee di riposo, parallelamente alla direzione delle bccie, 
strisciando sopra di esse , mentre al contrario quando le vibnH 
ùooi erano normali alle &ccie , i granelli saltellavano per- 
peadipQlarmente alle £accie per disporsi nelle linee nodali. 

128. Snando alcune di queste sperienze le linee nodali di 
una faccia d' una lamina che vibra tangenzialmente paiono 
riunirsi alle Unee nodafi della faccia opposta , che come ab- 
biamo già detto non si corrispondono in posizione , per mezzo 
delle linee nodali che hanno luogo sulle faccie intermedie che 
formano lo spessore della lamina , in maniera che queste linee 
nodali considerate sulle faccie della lamina prese in giro ven- 
gono a formare una o più linee continue che percorrono in 
ziczac la lunghezza della lamina. Savart fu condotto a queste 
osservazioni da quelle che fece primieramente di linee nodali 
in forma d'elice che si formano sulle verghe cilindriche dotate 
d* un moto di vibrazione lon^tudinale , osservazioni su cui 
dobbiamo qui entrare in qualche particolarità. Egli si servi per esse 
di cilindri o di tubi di vetro della lunghezza per esempio di 2 
metri , che faceva vibrare longitudinalmente per mezzo d' un 
pe/^o di panno bagnato , che faceva strisciare lungo una deUe 
metà della lunghezza dei cilindri, mentre li riteneva in direzione 
orizzontale stringendoli tra le dita nel mezzo della lunghezza. 
Cosi venivasi a produrre in uno di questi cilindri il suono più 
grave di cui esso era suscettibile vibrando longitudinalmente , 
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e in coi si considera la sexione trasversale posta nel mezzo 

ddla Imighezsa come nna . sezione nodale , relativamente alla 
qoale le molecole componenti le due metà del cilindro vi- 
brano contemporaneamente in opposta direzione. Tuttavia Savai^ 
trovò che in ciascuna di queste metà si formava una linea 
nodale in forma d' elice , la quale in una delle metà girava in 
vn verso , per esempio da destra a sinistra , e nell' altra metà 
in verso opposto y per esempio da sinistra a destra. Siccome 
per queste osservazioni egli non poteva servirsi del solito 
BMiio della sabbia , egli vi sostitiid un anello formato d' una 
stretta fiisda di carta, che appoggiandosi con uno de'suoi punti 
saDa linea supeiiore della superficie del cilindro su cui veniva in- 
filato, dovea necessariamente portarsi, pel moto longitudinale 
delle molecole della medesima, verso il più vicino punto di 
nna linea nodale , e fermarvisi. Sia dunque AB { fig. 46)^11 
dtindro portante uno di questi anelli di carta a b , che riposi 
tra i due punti vicinissimi . ni e Nt ove nella supposta maniera 
di vibrare le molecole sono in riposo, cioè posti a piccolisima 
distanza al di qua e al di là del mezzo deUa lunghezza del 
cilindro ; segniamo con numeri le quattro linee che dividono 
hi òrconferenza del cilindro in quattro settori uguaU \ il punto 
Ht sarà dunque un punto immobile della linea segnata i , ma 
on poco a destra del punto preciso di mezzo della lunghezza 
dd cilindro , cosicché posto questo in vibrazione , V anello 
su di esso collocato non si muoverà *, supponiamo ora che si 
Ciccia fgamte colle dita il ciUndro nella direzione contraria all' 
ordine dei numeri i, a, 3, 4» cosicché la linea n. a divenga 
superiore; posto di nuovo il dhndro in vibrazione V anello 
adrucciiderà al punto Hs*, e se si rivolge il cilindro successiva- 
mente in posizioni intermedie tra le due precedenti , il piccolo 
cursore si arresterà pure in punti intermedii tra ni e n», cosicché 
SI potranno tracciare tutte le sue posizioni con una linea d'inchio. 
atro sopra la superficie del cilindro. Se si contìnua quindi a far 
girare il cilindro nella stessa direzione sinché la linea n. 3 sia 
snperioae , Panello si arresterà vi punto its ; e quando la linea 
4 sarà giunta a sua posta alla parte superiore, esso si arresterà al. 
ponto II4. Finalmente quando la linea i sarà divenuta 4li nuovo 
taperiore , esso si arresterà al punto n'i, e la linea continua, che. 
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À arvolge attorno al ciUodro aTamandon in elice wenù la ««1 
estremità a?rà fetta nn giro intiero. Se n contuma a girare il 
cilindro A potrà esanunare un secondo passo n\ ii% n'% al^ dell'elice 
più vicino airestremitày di cui una ponnone è segnata nella figwa, 
e girando sempre sì condurrà V anello sino all'estremità stessa 
della linea nodale e del cilindro , dove esso cadrà al di (uoii. 
Ma quando l'anello è giunto afieitto vicino all' estremità, se à 
Jk girare il cilindro in «breùone opposta a quella in coi si 
faceva girare dapprima, in vece di cadere esso ritornerà in- 
dietro per la stessa linea prima percorsa ^ e sarà ricondotto al 
punto di mezzo della lunghezza del ciUndro , da cm era partito. 
Se A esamina collo stesso procecBmento la disposizione dei 
punti immobili neU^altra metà della lunghezza del cilindro , si 
troverà die partendo da) punto iV» vicinissimo ad Ut esn Cor» 
mano un' akr^ elice che va pure verso V estremità , ma in di- 
rezione opposta j come abbiamo Minunàato a queUa deBa prì« 
ma metà, cosicché se l'anello di carta é posto nel punto N, e cosi 
a picooKssima distanza dal punto preòso di mezzo del cilindroy 
stando questo coUa sua linea i all' insù, si dovrà fiir ^raie 
ii cilindro neHa stessa direzione , in cui 1' abbiamo fatto girare 
la prima volta per far camminare V anello verso 1' estremità a 
sinistra, e la prima poraione dell'^elice Nt N%Ni N^N'tCCC* si tro- 
verà cosi daHa stessa parte anteriore del cilindro, in cui si trovava 
ìà prima porzione dell' elice precedente. Il sig. Savart ha però os- 
servato che in ciascuna di queste due linee nodali in elice che 
partono dal mezzo del cilindro , le escursioni deHe molecole , 
da una parte e dall'altra della medesima , che si fanno contem- 
poraneamente in direzione opposta , secondo il carattere di una 
Unea nodale qualunque , sono piccolissime nei punti delle me- 
desime più vicini a) punto di mezzo della lunghezza del cilin- 
dro , e vanno successivam^ite crescendo andando da quel punto 
Verso ciascuna delle due estremità; questa circostanza ù de- 
duce sia da che a misura che il piccolo anello di calta si 
approssima all'' estremità per la successiva rotanone del cilin- 
dro , esso vi si strascina con maggior vivacità , sia da che se 
si inclina il cilindro in maniera che l'anello debba trasportarsi 
contro 1' azione del suo proprio peso , si osserva che l' incli- 
nazione può essere viemmaggiore a misura che il cursore è più 
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proMmo di' estremilh. Si dee pur notare che V incIinatioDe 

di Questa Knea io forma d' elice non è la slessa, relaliTamente 
aSl* asse del tubo in tutti i punti delle sue spire ; cod il ramo 
m destra àA punto di meizo nei punti Un n$y n'ty ecc. die 
oorrispondono alla lìnea da cui essa parte sulla superfide cilin- 
drica, e a cpiella che le è diametralmente opposta, è quasi perpen- 
dicolarmente trasversale alla lunghezza del cilindro , mentre nei 
punti Ha, 114, fta, ecc. corrispondenti alle linee intermedie , essa 
prende una direxione quasi parallela all'asse del tubo. L'analogo A 
dica del ramo a sinistra. Inoltre le spire dell'uno e dell'altro ramo 
diTeagono sempre più allungate, a misura* che si allontanano dal 
ponto d& mesao della lunghezza. 

Osserverò qui che siccome in forza del carattere d'una linea no* 
dale, le molecole al di qua e al di là di ciascuna porzione di quest' 
elice , come aby ed ( fig. 4? ) debbono nmoversi contempo- 
mneamente in Terso opposto relativamente alla medesima, cioè 
eonlenqporaiìeamente avvicinarvisi, e contemporaneamente allon- 
tMMfsene, come è segnato dalla positione delle fireode nella 
6gura , e cosi tra le due spire ab jcd che appartengono all'elice 
rontinna descritta da Savart , le molecole debbono andar le une 
verso il mezzo della lunghezza del cilindro, le altre verso l'estremità, 
dee necessariamente esservi un' altra elice intermedia nodale , 
oome quella di cui a' V rappresenta una ^ira nella figura, relati* 
vamante a cui queste molecole vibrino, awicinaadovid pure, e 
allontanandosene alternativamente; partendo dunque dal punto di 
mezzo debbono formarsi in ciascuna metà ddla lunghezza del ci- 
Undio due elici che .corrono a un ^presso parallelamente, amendue 
da destra a tinistra per^una delle metà , e da sinistra a de- 
stra per V altra metà , cosicché tra una spira qualunque di 
«sa £ queste elici , e la spira vicina dell' altra le molecole si 
muovano nella stessa direzione, cioè vadano contemporanea- 
mente tutte verso il punto di mezzo , e verso l'estremità alter- 
nativamente. Ma prdbab'dmente questi movimenti sono assai 
deboli partendo da quest^ elice intermedia , e aumentano poi 
rapidamente di forza e di estensione nei punti piA vicini 
adi' dice descritta da Savart , il «he non ha permesso al m^ 
desimo £ osservare sperimentalmente se non quest' ultima. 
«Dd vesto ^eati moti delk molecde , che nelle ducsone 



compreflé tra 'quelle due did A ùtaàù 
in opposto tene non soiio che idatiTi all' dki UriMe , orna 
aDe moleèole dia ne-iumo patte; poidiè q«esle èUd alkm- 
gendosi ette medetime e raccorciandoii altennilifaBaeiite , ia 
▼irti dell'alluiifpunento e raccoraaaMoto alteniatifo di riamimi 
metà dd cUiodro, che toram il carattere delle >ibraiioiii da 
cui dipende . il tuono più grave reÌM> dal dfindro TÌfatanle 
lungitiidìnalmente , e di cni qui A tratta , i moti attohiti deOe 
molecole | ottia rdatìti d punto di meno ddla tua lunghimiay 
tono in datcuna metà eonténqporaneaatente diretti nello etetto 
vereo \ onde le Vibranoni pmiali indicate dafl' rdetrma A 
qnette eHd y pottono bend dare mi carattere particclare d, 
enono reto ddle Toghe che Tibiano Inngitndindmente y ma 
non ne alterano il tuono - dipendente dalla ponrione ddla ee- 
none nodde attoluta ^ che qui è la teiione di meno dd df 
Hndroy e da cni| cooie d è veduto, è pure detenmnalo il ri» 
Td^mento in tento oppoet o ddle elid appartenenti m da- 
ecuna metk| e l' accrescimento tuccetdfo ddk eecnrdom rda- 
tive ddle molecole che A rìferitcono alle dia ^ andando da 
qnetta tedone di meno a datcuna ddle due estremità. H 
numero dèlie tpire di queste elid , e la proeumità più o aeen 
grande di quette tpire non pbtsono ettere che . acddentabnente 
determinate da qualche disposixione ddle mdecde ndle verghe 
adoperate, daQa maniera con cui le vibrazioni A eccitano ecc. 
I cilindri cavi o tubi pretentano pure questa dispotidone di li- 
nee niidali in forma d' dici ^ la loro superfide estema Tibra 
esattamente come quella dei cilindri pieni ; ma di più la loro 
tuperficie intema diviene la tede d' un movimento che è in 
tutto analogo a quello dell' ettema; vi ti otterva pure una li- 
nea nodale contìnua in ciascuna metà della lun^^eua , e che 
va nello stesso verso , passando per gli stesd gradi di indina- 
none relativamente ali* asse \ ma vi è questa annotadone im- 
portante a Carsi, che la linea intema non parte da un punto 
corrispondente a quello in cui comincia l' estema , bend dd 
punto diametrdmente opposto , onde 1' elice interna d trova 
per tutto intermedia alle spire dell' dice estema ; doè Telice 
interna osservata da Savart corrisponde all' elice estema inter» 
media di cui abbiamo paHato e che non ha iàtto 1' oggetto 



»99 
òtSIe sue ossenraiioni, e reciprocamente all' elice esterna os« 

servala dee conispondere un' altr^ elice intema a spire inter- 
medie a quella osservata da Savart -, e probabilmente la dire- 
lione dette vibrazioni contemporanee relativamente alle elici 
intema ed estema osservate da Savart é opposta , e tfiìe è 
pure quella dette vibrafoni delle altre due elici , cosicché le 
vibrazioni relative aU' elice intema osservata da Savart ^ siano 
contemporaneamente nella stessa direzione che ndV elice ester- 
na non osservata , e reciprocamente -, onde se per esempio AB, 
CD fig. 48 rappresentano due linee longitudinali corrispondenti 
delle superficie intema ed esterna-, a^cì due punti in cui due spire 
consecutive deU'elice intema osservata da Savart tagliano la linea 
interna; b^di due punti in ciu Felice esterna corrispondente 
non osservata da Savart taglia la linea estema; a! il punto in 
cui r elice intema intermedia non osservata da Savart taglia la 
linea interna, e b* quello in cui Felice esterna corrispondente 
osservata da Savart taglia la linea estema, i moti contemporanei 
delle molecole contenute tra queste spire saranno quali sono rap- 
presentati dalle fireode ndla figura 4 cioè vi saranno due sezioni 
nodali spirali di cui le linee o'fr , cb^y obblique allo spessore 
delle pareti dd tubo faranno parte , e relativamente atte quali 
le nolecole si muoveranno contemporaneamente in verso opposto 
in tetta la parte soEda del tubo. 

Per esaminare questi moti delle superficie inteme dei tubi si 
può impiegare il solito mezzo detta sabbia , od anche far uso di 
piccole sfere d'avorio, di marmo , o di ceralacca, che poste sopra 
i punti vicini a quelli per cui passano le spire deU' elice nodale 
nella linea inferiore deU'intema superfide del tubo, saranno spinte 
verso questi punti dalle escursioni dette molecole di questa super- 
ficie ; e con tal mezzo si possono meglio verificare le cir- 
costanze relative aU' andamento di queste elici nodaU interne , 
e che sono ad esse altronde comuni colle esterne. 

Se in vece di far produrre al cilindro pieno o cavo il suono 
il più grave che esso sia suscettibile di rendere, se gli fa pro- 
durre il suono che è aU' ottava acuta di quello , ù osserva 
che le linee nodah in elici vi sono ancora continue e disposte 
relativamente a ciascuna dette sezioni che si rendono inunobili 
col toccarle, nei punti corriqK>ndenti ai nodi propriamente delti 
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da cui dipende il tuono reso dal cilindro y neHa stessa maniera 
sovra indicata; ma con questa circostanxa da notarsi che le 
linee oltre di ^rare partendo da ciascuna di queste sezioni in 
direzione opposta , partono pure da punti diametralmente op> 
posti , da una di queste sezioni nodali all' altra ; cosicché se 
per esempio in una data posizione del cOindro, esse partono 
pler una di queste sezioni da un puntò della linea superiore, 
e'sse partiranno per V altra sezione nodale da un punto della 
linea inferiore ; e cosi alternativamente per le sezioni nodali 
diverse , a cui corrispondono suoni più elevatL 

119. Savart estendendo ora simili osservazioni a lanùne di 
sezione rettangolare y ha verificato dò che sopra abbiamo an- 
nunziato , cioè che si formano pure sulle faccie di queste la- 
mine linee nodali contmue ^ per cui le Hnee nodali che si os- 
servano sulle fiiccie opposte sono tra loro coHegate per mezzo 
di quelle che si formano sopra le' faccie intermedie. La dispo- 
sizione la più semplice di queste linee , e di cui ha osservato 
tìraccie più o meno distinte in alcuni casi , è quella segnata 
liella fig. 49- Le linee nodali NN di una delle fiaccie più lar- 
ghe trasversali alla lunghezza della lamina e tali al solito 
dhe quelle d' una faccia conìspondono agli intervalli fra quelle 
della faccia opposta sono, come si vede, riunite da linee nodali 
curve Nn sullo spessore della lamina , cosicché ne risultano 
due linee continue che partendo da un punto di mezzo della 
lunghezza , in cui si suppone posta la lìnea nodale corrispon- 
dente all'elevazione del suono reso dalla lamina , girano in di- 
rezione opposta verso le due estremità; onde queste linee rap- 
presentano realmente le elici osservate da Savart nelle verghe 
cilindriche , modificate solo dalla forma rettangolare della la- 
mina. Tra queste linee debbono del resto supporsene altre in- 
termedie che camminino nella stessa direzione da ciascuna 
parte della lamina , e in cui i moti delle molecole si facciano con- 
temporaneamente in direzione opposta a quelli delle prime , 
conformemente a ciò che ho osservato sulle elici delle verghe 
cihudrlche, onde risulteranno sulle opposte faccie linee nodali 
corrispondenti , ma in cui i moti delle molecole saranno oppo- 
sti, e di cui le une faranno parte della Unea continua osservata da 
Savart, e le akre della linea continua intermedia da esso non 
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osservata, e probabilmente poco osservabile per la lentezza <s 
rUtrettezsa delle escursioni che relativamente ad essa si fanno. 

Sembra più difficile a concepirsi come si possano riferire a linee 
continue le linee nodali obblique j e ordinariamente curve che si 
formano soventi sulle faccio più. estese delle lamine., e in po;- 
sizione tale che ^elle d' una faccia incrocicchiano quelle della 
(accia opposta ^ come nella fig. So ^ ove le linee nodali della 
&ccia superiore sono segnate con tratti pieni , e quelle della 
faccia inferiore con linee punteggiate, e gli incrocicchia- 
menti deUe prime colle seconde sono segnati dall^ lettere ajb^c^d. 
Tuttavia il sig Savart ha fatto osservare che queste lìnee 
cosi disposte possono supporsi collegate tra loro per mezzo di 
quattro linee nodali continue , di cui si scoprono anche speri» 
mentalmente le traccio sulle faccio laterali che formano lo 
spessore della lamina , e disposte come nella fig. 5i. Le due 
linee segnate su tutte le faccio , \ una col numero i e 1' altra 
col numero a, girano attorno alla lamina nella stessa direzione^ 
cioè por esempio da sinistra a destra , ma partendo da punti 
corrispondenti Ay B su due spigoli opposti; lo due altre lino^ 
segnate rispettivamente coi numeri 3 e 4 ^vra ciascuna delle 
fiiccie girano in senso opposto a quelle primo , cioè per esem-* 
pio da destra a sinistra , partendo pure da quei due punti 
opposti A e B. he sperienze relative a queste linee nodali 
furono fatte da Savart col solito mezzo della sabbia sparsa 
sopra ciascuna delle faccie , che metteva successivamente al 
disopra in posizione orizzontale*, le vibrazioni si comunicavano 
alla lamina per mezzo d' un tubo di vetro impiantato alla sua 
estremità , e che faceva vibrare longitudinalmente, 

i3o. Osservazioni analoghe allo fin qui riferito furono pur 
fatte dal sig. Savart sopra verghe , e lamine fissato od inca- 
strato ad una delle estremità o ad amenduo , ed anche sopra 
corde, e membrane tese. 

Lineo e sezioni continuo dello stesso genere paiono anche 
formarsi talvolta nelle vibrazioni tangenziali trasversali , quali 
le longitudinali divengono , quando la dimensione più estesa , 
secondo cui le vibrazioni si facevano , si diminuisce , e si 
aumenta al contrario la dimensione della larghezza , finché 
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la prima divenga largheisa , e la seconda lunghesza, come so- 
pra abbiamo detto (i). 

Da tutte q[ueste osservasiom di Savart risulta come abbiamo 
annuimato che le diverse maniere di vibrazioni che si sogliono 
distìnguere ne' corpi non sono che casi divern della direzione 
'delle trasposizioni , allontanamenti , ed avvicinamenti delle 
ìnolecole nbranti , relativamente alle dimensioni di questi corp 
'die si considerano; bisogna però notare che seccmdo questi 
aversi casi ^ tali moti sono necessariamente accompagnati 
da flessioni de' corpi e trasporto di alcune delle loro parti in 
complesso , in direzioni diverse , secondo the 1' estensione delle 
loro dimensioni le permettono più o meno {jiicilmente. Quindi 
le everse leggi delle formazioni delle linee e sezioni nodali , 
e del numero delle vibrazioni e conseguentemente dell* elevazione 
del suono , che i corpi presentano in questi diversi casi. 

Cosi nelle vibrazioni longitudinali i numeri delle vibrazioni 
in un dato tempo , sono , per ciascuna maniera di vibrare, in 
ragione inversa della lunghezza , come sopra si e detto, sena 
che la larghezza o lo spessore vi abbia alcuna influenza, i 
trasporti delle molecole non facendosi in queste specie di vi- 
brazioni, che parallelamente alla lunghezza medeùma. Ma se 
si accorcia la lamina , e si allarga nello stesso tempo , in ma- 
niera che la lunghezza di prima divenga larghezza , e recipro- 
camente , le vibrazioni continuando a farsi nella stessa dire- 
zione di prima, queste vibrazioni non potranno più farsi io 
generale senza inflessioni della lamina relativamente alla sua 
lunghezza che prima era larghezza *, a queste inflessioni la lamina 
resisterà con una forza che dipenderà da questa larghezza di- 
venuta lunghezza, da cui prima le vibrazioni non soffrivano alcuna 
influenza, essendo minore questa forza quando questa dimensione 
è maggiore, e che inoltre dipenderà dalla lunghezza di prima di- 
venuta larghezza secondo una legge inversa da quella con cui 



(i) Può pure consultani tu! moto vibratorio di a^uni corpi solidi 
una Memoria dei sig. Peyré pubblicata Ira qaelie della Società delle 
Scienze Naturali de Seine et Oise , e di cui fi trota un estratto nella 
BMioih, Unitari, di Ginevra , octobre i835. 
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ne dipendevano i moti, di vibrazione nel primo caso , essendo 
ora maggiore questa forca quando questa dimensione è magr 
glorerai contrario di quello che prima accadeva; si troverà dun* 
qoe che il numero delle vibrazioni in un dato tempo sarà in 
rapone inversa dei quadrati della prima dimensione che è ora 
-la lunghezza , e in ragione diretta dell' altra dimensione, che 
ora è larghezza , in vece che nelle vibrazioni longitudinali era 
in raj^one inversa di questa dimensione che formava allora la 
lui^hezsa. In somma le leggi delle fibrazioni della lamina nel 
secondo caso indicato saranno le stesse relativamente alla 
hingfaeiza e alla larghezza , che quelle delle vibrazioni trasver- 
sali delle lamine nel piano del loro spessore relativamente 
alln lunghezza e allo spessore, come ciò dee essere , poiché 
non ne differiscono se non in quanto si considera nelle une 
come spessore ciò che nelle altre é larghezza j e reciproca- 
mente* 

Del resto il signor Savart osserva qui in generale ( Nota 
pobblicata negli AnnaUs de chimie et de physique^ aoAi 1826) 
che siccome qualunque specie di vibrazione d' un corpo può 
comunicare a un altro nella stessa direzione j comunque si 
variino le dimensioni di questo , e la loro posizione relativa- 
mente a questa direzione , e rendervi per conseguenza lo stesso 
•Olmo 9 bisogna necessariamente ammettere che un corpo qua- 
lunque è suscettibile di vibrare in infiniti modi j in maniera 
da produrre suoni di infiniti gradi di elevazione , e ciò per 
mezzo delle diverse posizioni , e curvature ossiano distorsioni 
delle sue linee e sezioni nodali , che collegano per cosi dire 
una maniera di vibrare coli' altra per gradazioni insensibiU ; 
coricché il principio che generalmente si ammette che un dato 
corpo abbia una successione determinata di suoni di elevazioni 
crescenti 9 a misura che si divide in un maggior numero di 
.parti nel vibrare , dee restringersi ^ al caso in cui si posi per 
conduzione che il carattere proprio dei modi di suddivisione 
vesti il medesimo y cioè si faccia astrazione dalle distorsioni 
delle sezioni nodali per cui si può passare da un carattere all' 
jdtro. Questa maniera però di considerare le distorsioni delle }inee 
nodali , sarebbe contraria all' opinione di Chladni riferita al 
»• 1169 secondo la quale esse non sarebbero che modifica*- 
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som nella femia delle parti vibranti , che ttcm altererebbe^ 

la loro estensione , né il suono che esse producono. . 

i3i« La comunicaiione ddt moto di vibrazione dee neoesia« 
riamente aver luogo andie tra un ooipo solido inbiante, e uà 
liquido , o fluido aerifiNnie che lo circonda ; non è qai 3 
luogo di parlare delle vibraiioni di questi fluidi, die ne linil- 
tano ; A osserverà soltanto che se il fluido entro a ad. un 
corpo solido fa, le sue vibrasioni , ha una certa densità com* 
parabile a quella del solido, dee risultarne un ritaido ndk 
vibrasioni di questo , e qmndi un abbassamento del tnoao 
che esso renderebbe nel yacuo, o nell' aria, dalla resistenai 
della quale a questo riguardo si & comunemente nstranone. 
Questo cangiamento é nullo o insennbile pei moti longitudiaalii 
o in generale per quelli tangenziali alla superficie dei corpi solid^ 
che possono (arsi senza urtare il fluido circostante, ma é sesi^ 
bile nel caso dei moti di vibrasioni normali od oblique sb 
superficie dei corpi vibranti ; il sig. Savart ha fatto a questo ri- 
guado esperienze di cui si può vedere 1' esposizione nc^ A»' 
mUes de chimie et de pì^siqvc , novembre iSiS. 

CAPO QUARTO 

Delle relazioni tra la distanza e la grossezza delle 
molecole dei corpi solidi y e la loro densità. 

i32. Nei due capi precedenti abbiamo cercato di render 
ragione in generale di alcune proprietà de' corpi solidi , che 
si riferiscono alla forza più o meno grande con cui le loro 
molecole resistono aUa separazione , o al cangiamento dì &> 
stanza e di posizione che possono esserri cagionati dall' appli- 
cazione di forze estranee , in virtù delle forze da cui sono 
esse medesime animate. Ci resta ora a dare un' idea dei ten<- 
tativi che si sono fatti per coUegare in qualche modo la di- 
versa denfità che i corpi solidi ci presentano allo stato natu- 
rale j cioè indipendentemente da ogni forza estranea , e che 
nel Libro primo abbiamo insegnato a determinare sperimen- 
talmente , colle cognizioni che possiamo avere della ditersa 
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grossezza e Jistaiixa delle loro molecole , e delle altre qualità 
the distmguono le sostanze le une dalle altre. 

Queste consìderazioui prese iu tutta la loro esteiisioue entre- 
rebbero nel dominio della Cliìmìca , che ci (a conoscere quali 
sono le sostanze che 8Ì possono riguardare come elementari j 
cioè formate da una sola specie di molecole , e e* insegna ad 
ottenerle nella loro purezza quando la natura non ce le pre- 
senta isolatamente , e quali sono i composti che risultano dalla 
fero «nione. 

Tali cogmzioni speciali non appartengono all'oggetto di que- 
sto trattato , e nemmeno crediamo doverle supporre come 
pretiminari allo studio del medesimo *, non possiamo però a 
meno di annunziarne in generale i principii , che servono di 
base alla ricerca di cui qui ci occupiamo , limitandoci nelle 
loro applicazioni aUe sostanze più generalmente conosciute^ 
nelle arti , e negli usi della vita, e cosi indipendentemente 
dalle più precise e compiute cognizioni che la Chimica ci for- 
nisce poi applicando questi stessi principii a tutte le sostanze 
conosciute. Considereremo primieramente quest' oggetto in una 
maniera indipendente dalla natura semplice o composta delle 
molecole integranti di cui un coipo è formato , poi relativa- 
mente alla composizione chimica , ossia alla riunione di mole- 
cole di diversa specie per formare la molecola totale d' un 
corpo composto. 

Abbiamo già veduto nel Libro primo che le moleccde integranti 
dei corpi , cioè quelle che costituiscono immediatamente colla 
loro riunione una porzionie quanto si voglia piccola d' un 
corpo j dotata di tutte le proprietà esterne che appartengono 
a questo corpo , sono probabilmente formate in generale dalla 
riunione di più molecole semplici, o atomi propriamente detti| 
più strettamente collegati tra loro , e in una posizione deter- 
m'mata. La densità d' un corpo , in qualunque stato d' aggre- 
gazione esso si trovi , dee necessariamente essere in ragion 
composta della massa di ciascuna delle sue molecole integranti, 
e del numero di queste molecole che si trova in un dato volu- 
me del medesimo -, ora questo numero , quando le molecole si 
suppongono uniformemente distribuite nel volume che si consi- 
dera, e necessariamente in ragion inversa del cubo della distanza 

Voi. L ao 
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de' loro centri. La densità è dunque definitiyameote in ragion eli- 
retta della massa delle molecole integrand , ed inversa del cubo 
della distanza a cui i centri ne sono collocati. Quindi se si cono* 
scesse la massa relativa delle molecole integranti che compongono 
un corpo in un dato stato , per esempio in quello di solidità di 
cui qui si tratta , ad una data ttmperatura , se ne potrebbero 
dedurre le distanze relative dei loro centri di figura o di gra* 
vita gli udì dagli altri, e paragonarle colla massa medesima 
delle molecole integranti , col numero y e colla distanza e po- 
sizione degli atomi che si possono supporre in ciascuna di esse, 
e colle diverse proprietà che distinguono le sostanze le une 
dalle altre , per cercaiiie la dipendenza da ciascuna di queste 
circostanze. 

Ora le cognizioni che la Chimica ci somministra delle propor- 
zioni determinate in cui i corpi si combinano tra loro , e che 
non paiono poter dipendere che dal numero relativo di atomi 
semplici , o di molecole integranti formate di questi atomi , 
che si riuniscono gli uni agli altri per formare la molecola 
integrante del corpo composto , e dalla massa relativa di cia- 
scuno di essi atomi o molecole, possono dar luogo a con^iiet- 
ture o ipotesi più o meno probabili sulla massa relativa di 
questi atomi, e quindi delle molecole integranti risultanti, ne'diver- 
sì stati de' corpi , e particolarmente in quello di solidità , dalla 
riunione di un nunicco più o meno grande di atomi semplici, 
o di molecole integranti già di essi composte. Il paragone 
della densità de' corpi colle masse delle molecole determinate 
secondo queste ipotesi potrà dunque condurci a qualche idea 
sulla dipendenza della distanza di queste molecole ne' diversi 
corpi , dalla loro massa , e da altre circostanze nella loro for- 
mazione , o da proprietà particolari che loro appartengano. 

i33. In primo luogo vediamo , quanto alle sostanze che la 
Chimica attuale riguarda come semplici ossia formate di una 
sola specie d' atomi, che i metalli i quali secondo le proporzioni 
in cui si combinano cogli altri corpi , offrono in generale mo- 
lecole o atomi di masse più considerevoli , sono pur quel- 
li che hanno la maggior densità -, anzi quelli tra loro che 
si distinguono per la grandezza della massa degli atomi , 
che le considerazioni chimiche loro assegnano , come l'oro , 
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il platino j il piombo ecc. , sono pur anche quelli di cui è 
particolarmente notabile la densità o peso speciilco ; e siccome 
per altra parte in sostanze che hanno tanta analogia tra loro , 
conte i metalli più cogniti , è naturale il supporre che le loro 
molecole integranti siano composte in generale dell' istesso nu- 
mero di atomi elementari y similmente disposti , e che perciò 
le masse di queste molecole abbiano tra loro gh stessi rapporti 
che quelle degli atomi, o delle molecole che regolano le com- 
binazioni chimiche , ne possiamo conchiudere che la distanza 
dei centri di queste molecole integranti non varii notabilmente 
per la yariazione delle loro masse , o almeno sia lontana dal 
crescere proporzionalmente alla radice cubica di queste masse, 
come ciò si richiederebbe per compensare colla distanza V in- 
fluenza ddla grossezza, e rendere la densità a un dipresso la 
slessa per tutti i corpi. 

TuttaYia se si considerano più specialmente i diversi metidli 
a questo liguardo paragonandoli sia tra loro , sia con alcune 
delie sostanze semplici non metalliche più conosciute , si tro- 
verà che perchè la proporzìonaUta approssimata tra le densità 
e le masse degli, atomi o molecole vi abbia luogo , conviene 
sapporre per alcuni di essi che V atomo ne sia un moltiplo 
od un sommoltiplo per 2 ed anche per 4 cl^U' atomo* relativo 
quale è ammesso ordinariamente dai Chimici, e particolarmente 
da Berzelius , che si è più specialmente occupato di questa 
determinazione degU atomi de' corpi semplici. Questa modifi- 
cazione potrebbe , per alcuni di questi corpi applicarsi agli ato- 
mi semplici stessi , o a molecole formate da uno stesso nu- 
mero di atomi, dietro alle considerazioni chimiche medesime, le 
quali lasciano in generale luogo a qualche arbitrio nella scelta dei 
moltipli di molecole che costituiscono le diverse combinazioni , 
e potrebbe anche appoggiarsi talvolta ad alcune considerazioni 
speciali ad essi relative *, ma si può inoltre spiegare per 
alcuni altri , ritenendo V atomo chimico suggerito dalle 
proporzioni nelle combinazioni , e supponendo che per que- 
sti metalli allo stato solido la molecola si raddoppii , o 
si riduca alla metìi per la riunione o separazione di atomi 
parziali , che non abbia luogo negli altri ; queste unioni o se- 
paiaziom succedono infatti talvolta secondo le osservazioni , 
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come vedremo trattando della cottilmione de' corpi gaaosi , 
sia nelle combinariom , sia nel passaggio dei corpi da uno 
stato d* aggr^gasione all' altro , sia finalmente in ano stesso 
stato d' aggregttuone , ma con cangiamento delle propri tà 
chimiclie e finche dei cor^ 

Si potrà prendere un' idea £ questa oorrispcmdensa , qoale 
A offine colle modificaàoni del genere indicato, nel quaAro se* 
goente in cui ho posto allato alla densità o peso qierifico di 
ciasruna sostanxa semplice dato dall' osserrazioney e già riierìlo 
nella tavola posta al fine del libro i.% l'atomo o molecola 
chimica quale è attualmente ammesso da Bersdins, il valore 
del moltiplo o della fraàone semplice del medesimo, a cui la 
densità si troverebbe prossimamente proponiimale , e il fattore 
per cui si dovrebbe ancora moltiplicare questo valote per 
avere la proporzionalità esatta* Per CscUitar^ le companaonì 
ho supposto, come ciò si può £sre senza error sensìbile, che la 
densità dello zolfo fosse a^oi di qudla dell' acqua che è l'unità 
in cui sono espresse tutte le denntà, come a,oi è il valore 
dell' atomo dello solfo , secondo BerzeHus , con due derimali , 
prendendo per unità V atomo dell' ossigeno che è pur l' uaìth 
in cui tutti gli altri atomi deUa tavola sono espresu ; cosi 
l' atomo ridotto o modificato esprime la densità medeuma, csl* 
colata secondo la proporzione suddetta relativamente alio solfe. 

Nomi Densità Atomo At« ridotto Moltiplo Fattore 

delle o pet. tp. di Ben. ouia dens. o firaz. tra la deof. 

sos t a nte (acqua = i) (ossig.=i) cale dell'at di B. cale e osicnr. 

Zolfo a,oi 3,01 a,oi i r 

Fosforo 1,77 'jS^ ^ì9^ » o>9« 

Diamante 3^5 ) ( 3,o4 4 i>i3 

0,76 

Ruinford 1,57 ) ( i,5ti 2 i,o3 

Oro 199^6 '3,43 1^943 I I9S5 

Platino 19,50 ia,33 i2,33 i i,58 

Argento 10,4? i3,5a 6,76 - i,55 



Carbone 
secondo 



2 



Palladio 11, 3o 6,66 6,66 i 1,70 



Iridio ^3,65 


12,33 


ii>,33 


I 


Osmio 23,65 


12,44 


12,44 


I 


Rodio ifyOO 


6,5 1 


6,5i 


I 


Rame 8,79 


3,96 


7.9» 


2 


Ferro 7,60 


3,39 


6,78 


2 


Nichel 8,28 


3,70 


7>4o 


2 


Cobalto 8,5 1 


3,70 


TAO 


2 


Blanganese 8,01 


346 


6,9^ 


2 


Cadmio 8,60 


6,97 


6,97 


I 


Stagno 7,29 


7,35 


7,35 


I 


Piombo 114^ 


>^j94 


",94 


I 


Zinco 7,19 


4,o3 


8,06 


2 


Bismuto 9,82 


i3,3o 


9>97 


3 

4 


Arfenico 5,79 


4,70 


470 


■ 

I 


Molibdeno 8^1 


5>99 


8,98 


3 

2 


Tellurio 6y2o 


8^2 


6,01 


3 

4 


Selenio é^3i 


495 


4,95 


■ 

1 

0m 


Tonsteno I7t4<> 


11,83 


^7.74 


3 

2" 


Titanio 5,3o 


3,04 


6,08 


2 


Antimonio 6,86 


8,06 


8,06 


I 


Cromio 5,90 


3,52 


iM 


2 


Uranio 9,00 


27,11 


6,77 


I 

4 


Potassio 0,86 


4,90 


1,22 


I 

4 


Sodio 0,97 


a>9» 


1,35 


I 

2 


liq. i3,6o 


12,66 


12,66 


I 


Mere*' 








sol. 1 5,61 


12,66 


12,66 


I 


Iodio 4*9^ 


7>y> 


5,95 


I 
2 


Bromo liq. 2,97 


4,89 


2,14 


I 
2 



309 

^9« 

^90 
^69 

1,11 

1,12 

1,12 

i,i5 

1,16 

1,20 

Oj99 
0,88 

0,89 
0,98 

1,23 

0,96 

i,o3 

0,88 

0,98 

0,87 
o,85 
o,84 

1,33 



0,71 



0,67 
1,07 

1,23 
1,25 

1,22 



3io 

Si scorge da questa tavola che la proporàonalitìi approssi- 
mata di cui si tratta , ha luogo per una gran parte dei corpi 
semplici che vi sono contenuti , senza alterazione dell' atomo 
chimico ammesso da Berzelius ; in alcuni soltanto dee pren- 
dersi per ottenere tale proporzionalità il doppio o la metà di 
questo atomo ; in pochi il quadruplo od il quarto y od anche 
tre metà o tre quarti. Gli scostamenti poi che le densità 
presentano ancora dalla proporzionalità colle molecole cosi mo- 
dificate f e che sono espressi dai (attori che formano V ultima 
colonna della tavola , possono attribuirsi sia ad una leggiera 
influenza della massa stessa delle molecole sopra la distanza 
dei loro centri , sia alla particolare posizione che gli atomi o 
molecole parziali possono prendere nella formazione di ciascuna 
molecola integrante , e che modifichi pure la distanza de' centri 
di queste , sia finalmente alla diversa quaUtà delle sostanze 
medesime , e particolarmente a quella che dai Chimici si di- 
stingue col nome di qualità elettro-positiva o elettro-negativa , 
e per cui nelle loro mutue combinazioni esse fanno funzione 
d'acido, o di base, proprietà che possiamo qui soltanto accen- 
nare j come fondata su considerazioni chimiche , ma che ù 
manifesta anche nelle relazioni elettriche di questi corpi. Sa- 
rebbe però difficile, nello stato attuale delle nostre cogniziom, di 
assegnare la parte che ciascuna di queste circostanze può avere 
nel determinare la distanza dei centri delle molecole, e quindi, 
unitamente alla massa della molecola , la densità di ciascun 
corpo. 

134. In ima Memoria pubblicata nel Tomo 3o delP Acca- 
demia delle Scienze di Torino stilla densità dc^ corpi solidi e 
liquidi ecc. , io avea considerato , tra queste circostanze, come 
la principale , quella della qualità elcltro-positiva o elettro- 
negativa , cioè acida o basica dei diversi corpi. Questa qualità 
può riguardarsi come una conseguenza del diverso grado d'una 
qualità generale relativamente alla quale i diversi corpi si tro- 
vano al dissotto o al dissopra d' un certo punto determinato , 
che corrisponderebbe ad un corpo ne acido, né alcalino, ossia 
ad un corpo neutro^ a un dipresso come i gradi di calore al 
dissotto o al dissopra dello zero del termometro non formano 
realmente che una serie continua di gradi che si comprendono 
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lotto il nome dì temperatura , e di cui lo zero del termo- 
metro non é esso medesimo che un grado determinato; questa 
qualità generale che comprenderebbe i diversi gradi di acidità 
o d' alcalinità , io l' indicava col nome di numero affinitario j 
ed avea cercato di determinarlo relativamente alle diverse sostanze 
per mezro di considerazioni troppo estranee al nostro oggetto pre- 
sente y per essere qui riferite. Paragonando quindi tra loro al- 
cuni metalli quanto alla loro densità y massa della molecola j 
e numero affinitario che io credeva poter loro attribuire , ne 
•rea dedotto una formola di relazione tra la distanza dei cen- 
tri delle molecole, e il numero affinitario appartenente alle 
dìrerse sostanze ; relazione per cui data la massa della mole- 
cola integrante d' un corpo allo stato solido , e il suo numero 
afinitarìo , si sarebbe potuto calcolare la distanza dei centri 
dfelle molecole e quindi la sua densità ; e questa non avrebbe 
pù dovuto differire da quella osservata , che per V influenza 
ielle altre cause che io riguardava come semplicemente per- 
turbatrici y cioè della grossezza stessa della molecola , e del 
numero , e particolar posizione delle molecole parziali o atomi 
componenti la medesima. 

Siccome però le basi su cui io fondava la determinazione 
dei nùmeri affinitarii delle diverse sostanze erano ancora molto 
ipotetiche , non credo di poter qui riferire , come dimostrata, 
la formola di relazione che io avea trovata per V oggetto di 
cui si tratta. Mi limiterò solo a far osservare che tutte le com- 
parazioni dei corpi tra loro a questo riguardo paiono confer- 
mare 9 che in generale un grado più elevato della quaUtà elet- 
tro-positiva , o un minor grado di qualità elettro-negativa , 
ossia j secondo 1' indicata espressione , una maggior elevazione 
det numero affinitarìo tende ad aumentare la distanza delle 
molecole integranti de' corpi , e quindi a diminuire la densità 
che Arebbe dovuta alla grandezza delle loro molecole , cosic- 
ché b sostanze elettro-negative debbono essere più dense , e 
le dettro-positive più leggiere di quello che richiederebbe la 
propooionaUtà con questa grandezza. Basta a convincersene là 
semplice ispezione dell' ultima colonna della tavola qui sopra , 
secondi là quale tra i metalli più cogniti quelli che sono ri- 
cóaiMeitti per più elettro- negativi, quali $ono 1' oro, l'argento 
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ed il platino presenUino il fattore 1,55 o i,58 ^ e il pdladio , 
r indio , r osmio ed il rodio , che hanno ad «n ako grado 
questa stessa qualità, offrono per valor medio di questo fattore 
circa 1,8. I metalli mezzani a questo riguardo come il rame, 
il ferro , il nichel ecc. , a cui si possono a^ungere tra i 
corpi non metallici lo zolfo ed il carbonio ,. hanno il fattore 
cpuipreso a un dipresso tra i e 1,20; pei metalli ord&nacii più 
elettro-positivi come lo stagno , il piombo, lo zinco ecc. , a cui 
ai può aggiungere il fosforo , questo fattore si stende da 1 t 
0,9, e pei metalli alcaligem , più ba^i o elettro-positivi li 
tutti , il potassio ed il sodio , esso è per ama media 0,7. 

Si può dunque supporre per approssimazione che la distaila 
dei centri delle molecole non yarii notabilmente che in bh 
gione della qualità elettro-positiva, o elettro-negativa de'coip, 
cosicché la loro densità non dipenda che da questa qualità e 
dalla massa della loro molecola integrante , facendo astraiàom 
dalle variazioni della distanza dei centri che possono essert 
prodotte dalla grossezza stessa di questa molecola , e dal nu* 
mero e posizione delle molecole, parziali che la compongono 
E quest' approssimazione può estendersi dai corpi semplici 
anche ai corpi composti di cui le molecole non di£Eensconc 
da quelle dei primi , se non per la riunione di molecole pa^ 
siali di diverse specie in una sola molecola composta ; biso- 
gnerà solo aver riguardo alla massa totale della molecola com- 
posta , secondo il numero e la massa rehitiva di queste mo- 
lecole di diversa specie che vi si supporranno e alla qualità elettro- 
positiva , od elettro-negativa che risulterà nel composto 4a 
quella de' suoi componenti. Ma V applicazione di questo prin- 
cipio ai casi particolari diviene anche qui difficile per la. man- 
canza od incertezza dei dati relativi a ciascuna combinazione 
sia riguardo al numero di molecole parziali che concorrMio a 
fonnare la molecola totale , sia riguardo alla qualità più • 
meno elettro-positiva , o elettro-negativa dei componenti. 

hsL supposizione che la disposizione diversa delle mtlecde 
semplici , o d'una sola o di più specie , nella formazioni della 
molecola totale, non abbia una grande influenza sulla dstanza 
dei centrì delle molecole totali , e quindi sulla deiialà che 
dee rìsultai-c ne' coipi dalia massa di queste molecole , e dalla 
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|uabtà loro elettro-chimica pare abbastanza giostifieata dalla 
circostaiiza che molte sostante isomert , cioè della stessa com* 
posizione chinùca , ma dotate di proprietìi diverse , e di cui 
le molecole totali j supponendole altronde formate d' un ugual 
numero di atomi o molecole parziali , debbono differire tra 
loro per la disposbione che queste vi prendono (n. 27), offrono 
densità poco diverse ; cosi per esempio la densità dello spato cal« 
care è circa 2,7 , e quella dell' arragonite 2,9; cosicché queste 
densità stanno tra loro come i4 n i5 circa, sebbene le pro^ 
prìetà e le forme di cristallizsazione di questi due minerali 
nano a&tto diverse , e per conseguenza diversa la posizione 
delle mcdecole parziali nella formazione della loro molecola 
tettale. 

i35. Frère de Hontizon {AnnaUs de chimie et de physiqucj 
9€/ftembre 1816 , et janvier 1818) ha creduto osservare nei 
gradi ài solforazione e d' ossidazione dei diversi metalli certi 
rq^porti in volume , che potrebbero indurre a pensare che la 
massa delle molecole dei corpi allo stato solido sia esattamente 
propoisionale alla loro densità; ma le sue considerazioni mi 
paiono solamente confermare quella general connessione tra la 
densità dei corpi , e la massa delle loro molecole integranti j 
•die abbiamo ammessa , senza escludere l' influenza deUe altre 
cause di cid abbiamo parlato , e particolarmente quella della 
qnalità elettro-positiva o elettro-negativa. Infatti i numeri 
trovati da Hontizon per esprimere questi rapporti non paiono 
avere alcuna relazione colle proporzioni definite, che reggono 
la formazione dei composti , e non presentano una certa senir 
plieità se non per mezzo di modificazioni considerevoli fatte ai 
risaltati delle osservazioni. 

I signcMi Royer e Dumas in una Memoria pubblicata nel 
Journal de pkysUfue di Blainville, giugno 1821 , sotto il titolo 
di JEsjos sur le vobmie des atomes des corpt hanno cercato 
di stabilire relativamente a questo volume degli atomi una regola 
die verrebbe anch'essa a far dipendere la densità dei corpi solidi 
Ubi BUissa dei loro atomi o molecole ad esclusione di ogni 
altsa qadUtà delle sostanze. Questa regola consiste nel dire 
:lie il: volume dell' atomo di tutti i corpi soUdi è o vgude , 
9 gmfftmeaMa da un moltiplo vairìabile del fiik j^coolo 
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tali volumi , o piuttosto d'una unità ideale cbe ti prende per 

tipo di tutti. I suddetti Fisici hanno cliìamato volume ddT 
atomo d' un corpo lo spazio che ciascun atomo o molecola 
integrante occupa in un volume di questo corpo avuto ri- 
guardo alla distanza che vi dee essere tra i centri dei diversi 
atomi. Questo volume dell' atomo non è altro che il quoziente 
che si ottiene dividendo il peso dell' atomo o molecola inte- 
grante per la densità del corpo ì poiché il peso o massa dell' 
atomo è evidentemente rappresentato dalla densità del corpo 
moltiplicata per la porzione di volume che ciascun atomo tì 
occupa . La regola indicata viene adunque ad anunettere k 
densità dei corpi solidi proporzionale alla massa della mole- 
cola o ad una parte aliquota di questa massa. Rojer e Dunuis 
paiono supporre per la maniera stessa con cui hanno espressa 
questa regola j che 1' atomo o molecola rimanga in tutti i corpi 
solidi tal quale essa risulta dalle considerazioni chimiche , e 
per cui essi hanno seguito in generale 1' estimazione di Ber^ 
zelius , d' onde seguii-ebbe , secondo la legge indicata y che 
la distanza dei centri delle molecole, quando essa non é ugnale, 
fosse rappresentata dalla radice cubica d' un moltiplo intiero 
d' un numero costante , poiché questa d'istanza é la radice 
cubica del volume dell' atomo. Ma supponendo che la regola 
fosse provata dall' osservazione sarebbe più semplice il conce- 
pire che la distanza delie molecole integranti, e per conse- 
guenza il volume di ciascuna di queste molecole , quale essa 
si trova nel corpo solido che si considera, fosse sempre costante, 
e che solo la massa di questa molecola fosse una paite aliquota 
dcir atomo o molecola dedotta dalle considerazioni chimiche , 
cioè che quest' ultima si dividesse in 2 , 3 , ecc. molecole par- 
ziali , secondo le diverse sostanze. Il numero di parti in cui 
la molecola chimica dovrebbe supporsi divisa , nelle applica- 
zioni che i suddetti autori hanno fatto della loro regola sarebbe 
indeterminato , e si estenderebbe da a sino a più di loo. 

Ma questa regola in qualunque maniera se ne concepisca 
il principio non pare realmente provata , come ho già osser- 
vato nella citata Memoria sulla densità de' corpi solidi ecc. , 
dalle osservazioni che Royer e Dumas hanno radunate sotto 
forma di quadri per istabilirla. Infatti la loro unità di volume 



3i5 
degli àt<»iii .estendo arbitraria , si concepisce che se ne può 
prendere una tale che i suoi moltipli sufficientemente grandi 
possano rappresentare prossimamente i volumi degli atomi dei 
diversi corpi, dati da]l' osservazione. Nel loro quadro generale 
essi hanno preso per unità la terza parte del volume dell'ato- 
mo del diamante , che essi hanno trovato il minimo di tutti , 
questo corpo avendo realmente una densità molto grande re- 
lativamente air atomo del carbonio, che ne forma la sostanza, 
e i diversi moltipli che essi ne hanno ammessi , vanno sino a 
128. È chiaro che se per le diverse sostanze essi non avessero 
trovato un' approssimazione sufficiente in uno dei moltipli com 
presi tra se 128, essi vi sarebbero giunti prendendo un'unità 
ancora più piccola. Mon pare adunque che si possa conside- 
rare la regola di cui si tratta come un risultato generale dell' 
osservazione. Altronde , sebbene come abbiamo già accennato , 
sìa probabile , che le molecole integranti dei corpi solidi si 
formino talvolta per la riunione o divisione delle molecole in- 
dicate dalle considerazioni chimiche , non sembra potersi am- 
mettere con qualche probabilità, che questa divisione si faccia 
in cosi gran numero di atomi parziali , quanto 1' applicazione 
di questa regola lo richiederebbe , ahneno secondo la sola ma- 
niera con cui se ne potrebbe rendere teoricamente ragione. Da 
amili ipotesi ci dispensa 1' ammessione dell' influenza di altre 
qualità , indipendente dalla massa delle molecole , sulla loro 
distanza , qual é particolarmente la qualità elettro-positiva o 
elettro-negativa delle diverse sostanze, alla quale abbiamo cre- 
duto dover attribuire la parte principale a questo riguardo , 
in vece che Royer e Dumas non V hanno fatta entrare per 
nulla in considerazione. 

m 

i36. Passiamo ora a considerare i corpi solidi composti. Molti 
autori ne hanno paragonato immediatamente il peso specifico con 
quello dei loro componenti, ed hanno cercato di stabilire qualche 
relaàone tra loro. Pare in primo luogo doversi distinguere a tale 
riguardo le semplici leghe che risultano dalla fusione dei diversi 
corpi in proporzioni indeterminate 1' uno coli' altro, cioè dalla 
soluzione di uno di essi nell'altro liquefatto , e che si rappiglia poi 
pel raffreddamento, dalle <:ouibinazioni propriamente dette in 
proporzioni determinate. Le leghe, quelle per esempio dei metalli 
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tra loro, si possono concepire come aggregati deDe noleeole nÉe- 
granti delPuno dei componenti frapposte a quelle delPaltrOy ndk 
quali però le forze di attrazione e rìpuhione die si esercitaiio 
tra le molecole vicine di diverso genere essendo divene di 
iqoelle che si esercitano tra le molecole di dascuno dm dne 
corpi separatamente , gli spazii vacui , od occupali dal calorica 
o dall'etere che tra loro rimangono, possono essere magpori o 
minori della somma degli spazii die ^ erano In le moleeok 
dei componenti separati , e quindi la densità della fega può 
essere minore o maggiore di quella che lisolterdbbe per vai 
semplice regola d' alligazione o meseolania tra i dne empi» 
Può anche accadere die ndP anone d'un metallo fiqnefatto 
suir altro si faccia tra loro una combinaùone in prapomone 
determinata , la quale poi si sdolga neUa quantità restnAe di 
uno dei medesimi j oppure che si formino due co m poeti deler» 
minati in proporzione diversa , i quali si sdolgano tra loto , 
fondendosi insieme in proporzione qualunque. 

Quindi non dee far meraviglia se A sono trovate molte ano- 
malie e variazioni ndla densità delle leghe paragonala con 
quelle dei componenti , secondo la diversa natura di questi , 
e le loro proporzioni , cosicché ora questa densità si trova a 
un dipresso uguale a quella che rìsulterdibe da una regoh 
d' alligazione , ora maggiore o minore della medesima. 11 caso 
però d' una densità maggiore pare essere il più frequente. 

La densità e che sarebbe data daUa semplice regola d' alligazio- 
ne, cioè quella che il composto dovrebbe presentare per la ^usta- 
posizione e mescolanza delle molecole dei componenti senza con- 
densazione né dilatazione , chiamando m , n i pesi delle due 
sostanze allegate , a, b le loro densità o pesi spedfid , é 

espressa dalla formola e sz — -. — : poiché il volume dd 

composto è m tal caso — -^ r- ossia t — , e il peso speci- 
fico del composto dee essere uguale al suo peso assoluto m-*-a 

j. . - , mb^na _- .. . 

diviso per questo suo volume JT'^' "^^ come abbuuno 

detto il peso specifico reale del composto può essere maggiore 
o minore di questa quantità. 
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Le leghe di piombo e stagoo sono di quelle che hanno in 

generale una densilk minore di quella data da questa formola, 
doè presentano una dilatazione ; abbiamo suUe densità di que- 
ste li^be in diversa proporzione dei metalli componenti , e su 
quella de^ amalgami di ciascuno di questi due metalli col 
mercurio y esperienze molto accurate di Kupffer , Annaks de 
Mauc et de pì^sique , mars 1829. Tra le leghe di piombo e 
di stagno queUa di* circa un volume di piombo e a volumi di 
stagno che corrisponde in peso a circa io di piombo e i3 di 
stagno offire una densità molto prossimamente uguale a quella 
data dalla formola, senza condensanone né dUatazione. Tutte 
le ahre leghe di questi due metalli o£frono una dilatazione , e 
qnindi una densità minore di quella calcolata colla suddetta 
Ceninola 9 sia che si accresca la quantità del piombo, o quella 
ddlo stagno , e la diminuzione di densità osservata relativa- 
mente alla calcolata y cresce a misura che le proporzioni si 
scostano da una parte o dall' altra della composizione indicata. 
Quanto agli amalgami di stagno e di piombo , di cui faremo 
qui cenno per la connessione del soggetto , sebbene essi siano 
piuttosto soluóoni che leghe, poiché uno dei metalli compo- 
nenti è liquido, essi non offirono mai dilatazione ; Kup£fer ha 
trovato, quanto all' amalgama di stagno, che quello formato di 
drca vn volume di stagno e due di mercurio non ofire né di- 
latazione ni contrazione ; ma la contrazione ha luogo per le 
altre proporzioni, ed essa si accresce a misura che si accresce 
la quantità sia dello stagno , sia del mercurio , partendo da 
quel punto. Tra gli amalgami di piombo quello di i volume 
di piombo e 3 eh mercurio non prova che una piccolisshna 
contrazione , per cui la densità osservata sta alla calcolata colla 
formola, come i,oo3 ad i , e partendo da questo minimo la 
contrazione aumenta pure per l'accrescimento della quantità o di 
mercurio o di piombo. È notabile, che secondo questi risultati 
lo zero , o il minimo di dilatazione o di contrazione corrisponda 
ad un rapporto semplice in volume. 

187. Quanto ai composti per combinazione chimica in pro- 
porzioni determinate , la maniera immediata di concepire la 
loro formazione é di supporre che un certo numero di mole- 
cole integranti o totali dell'uno dei componenti si unisca con 
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un altro numero di molecole integranti del fecondo componente, 
per formare una molecola composta, di massa uguale alla som- 
ma di tutte queste molecole di diverse specie. Nel caso più 
semplice una molecola integrante sola di uno dei componenti 
si unirà ad una o più molecole dell' altro , cosicché non ù 
avrà nel composto che un numero di molecole integranti uguale 
a quello delle molecole del primo componente. Se dunque m 
questo caso la distanza delle molecole integranti rimanesse la 
stessa che nel primo componente , il Tolume del con^KMio 
sarebbe pure uguale a quello di questo primo componente, e 
la sua densità starebbe alla densità di questo come la somma 
dei pesi o masse di tutte le molecole formanti la molecola 
totale sta al peso della molecola di questo primo componente , 
cioè come il peso assoluto del composto alla porzione per coi 
questo componente vi entra. Ritenendo le stesse lettere di sopra 
per le proporzioni in peso , e per le densità, si avrà cosi per 
calcolare in quest' ipotesi la densità e del composto , la pro- 
porzione 

iit:iis-l-n::a:c= ■ . 

m 

E in generale , sempre nella supposizione die la distanza tra 
le molecole composte sia la stessa che tra le molecole di 
uno dei componenti , la densità del composto dovrà stare a 
quella di questo componente come la somma delle masse di 
tutte le molecole di questo e dell' altro componente che con- 
corrono a formare la molecola composta , sta alla massa della 
molecola del primo componente ; cioè se si indica con q il 
numero delle molecole integranti di questo che si unisce ad 
un numero dato qualunque di molecole dell'altro componente 
nella molecola composta , si avrà la proporzione 

m aqini'^n) 

— :w-4-/i::^:c= — . 

q m 

Se dunque non si suppone nella formazione della molecola 
composta ne divisione in molecole parziali , ne ulteriore riu- 
nione di molecole , la densità osservata nel composto , mag- 
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pore o minore di qaella espressa da queste forinole, dovrà at- 
tribuirsi ad una diminuzione o ad un aumento della distanza 
delle molecole del composto relativamente a quella delle mo- 
lecole di quel componente. Ma se quest' aumento o diminu- 
zione di densità é molto notabile, diverrà probabile che due 
o più di quelle supposte molecole risultanti immediatamente 
nella maniera più semplice dalla combinazione si siano riunite 
in una sola molecola integrante del composto ; o che al con- 
trario la supposta molecola si sia divisa in due , quattro ecc. 
molecole , conservando lo stesso rapporto tra le molecole di 
diversa specie, per formare la molecola integrante del com- 
posto. 

Tal è la maniera la più naturale che la teorìa suggerisce 
per la comparazione della densità dei composti con quella dei 
loro componenti. Gli autori però che si sono occupati di que- 
sta comparazione , l' hanno Catta ordinariamente , come per le 
semplici leghe , calcolando il peso specifico colla regola di 
alligazione , di cui abbiamo più sopra data la foiTuola , come 
se le molecole dei componenti dovessero tra loro mescolarsi , 
e su questo miscuglio si facesse poi una condensazione o di- 
latazione per V azione delle diverse forze molecolari. 

Hassenfratz è uno dei primi che si siano applicati a questo 
oggetto ; egti ha determinato il peso specifico di diversi com- 
posti, e lo ha paragonato nella maniera indicata con quello 
dei componenti. Ma le composizioni in peso di questi composti 
allora generalmente ric^ute , non aveano quella precisione 
che loro si è data dopo l'introduzione della teoria atomica 
nella chimica. Emmet { Philos. Mag. giugno 1829) ha cercato 
di verificare alcuni di questi risultati relativamente ai solfuri 
ossia alle combinazioni dei metalli collo zolfo ; ma abbiamo 
un lavoro molto più esteso ed accurato a questo riguardo in 
una Dissertazione o Tese pubblicata da Polidoro BoaUay a Parigi 
suUe modificazioni che subisce il volume de' corpi nelle combi- 
nazioni chimiche , e di cui si trovano estratti negli AnnaUs 
de chimic et de physiquCj mars i83o , e nel BuUetin des 

Sciences phjrsU/ues et mathématiques di Ferussac, mai i83o. 
Egli ha dato al calcolo del peso specifico del composto, neU' 

Ipotesi suddetta d' una semplice mescolanza e giustaposiùone 
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delle malecole, da paragonarsi col peso specifièo ossermlo, una 
forma diverta da quella sovra indicata , ma che ci conduce 
alla stessa formola. Egli chiama, come Rojer e Dmnas, vobunc 
delP atomo d' un corpo il quoziente della massa dell* atcmio o 
molecola^ che gli si suppone , pd suo peso spedfico, e ammette 
nel calcolo che il volume dell' atomo del composto òa uguale 
alla somma dei volumi di tutti gli atomi dei componenti che 
entrano nel medesimo-, paragona poi questo volume cosi cal- 
colato dell' atomo composto con quello dato dall' osservaxìoney 
cioè con quello che si deduce dalla densità o peso specìfico 
osservato del composto. Se si chiama f^ il volume cosi calco- 
lato dell' atomo composto , e si indicano con u e v quelli 
degli atomi componenti in numero p e g rispettivamente , si 
avrà f^szpu'^gy. Chiamando poi Aj B \ peà delle molecole 
dei due componenti , cosicché pA^qB sia il peso o massa 
della molecola composta , JP' il peso specifico osservato del 
composto , e f^ il volume dell' atomo che se ne deduce , si 

avrà F*=, ^ — p, ■ , da paragonarsi con V. Per vedere la reia- 
sione che ha questa maniera di calcolare con quella immedia- 
tamente riferita alle densità (n. prec.) si osserverà che per la signi- 
ficazione data al volume y dell'atomo, il peso S|)ecifico calcolato 

del composto sarebbe Pzz ^ — -.." = ^ ■ ~ t ossia , ikm la 

* r pu-^qv * 

sigiùiicazione di u e i^ , 

a '^ b 

ora paragonando colla formola relativa alle densità , si ha 
pA^ZLnij qBz=,n\ dunque 

"^ m /i "" bm-^an ^ 
a'^ b 

peso specifico calcolato da paragonarsi cou quello osservato P\ 
come nella citata formola. Del resto Boullay si serve e dell'una 
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e dell* «hra di queste mMiiere di paragone per de^iminare la 
condensazione o dilatazione del composto relativamente ai com«- 
ponenti. Cosi applicandole a diversi solfuri ed iocluii, ossìa combi- 
nazioni di metalli collo zolfo ^ e coli' iodio , egli trova pei sol- 
furi sempre condensazione , e per la maggior parte degli ioduri^ 
dilatazione. 

i38. Ci servirà d' esempio pei primi il solfuro di mercurjlQ 
che BouUay suppone composto di un atomo o molecola di 
zolfo y e due di mercurio ^ prendendo 2^01 per 1' atomo dello 
zolfo, riferito a quello dell' ossigeno = 1 00 , come Berzelius , e 
per V atomo del mercurio 633 , metà di quello ammesso da 
Berzelius. Dividendo questi atoqii dello zolfo e del mercurio 
per le densità di questi corpi , ( pel primo de' quali BouUay 
prende la densità 2,086, e pel secondo si ha 1 3,6 circa ) si trova 
pel volume dell'atomo dello zolfo 96,4^ e per quello dell'atomo 
di mercurio 4^,55. Il volume calcolato dell' atomo del solfuro 
sarebbe dunque 96,4-^2. 469^5= 9^94"^ 9^,1 = 189,5. Ora il 
volume dell' atomo dedotto dalla densità di questo solfuro , 
che Boollaj ha trovata 8,1249 sarebbe 

1266^201 1^467 o er 

Vi è dunque diminuzione di volume di circa 7^-7 ossia — del 
^ 189,5 22 

volume calcolato. Se poi si vogliono paragonare inunediatamente 

i pesi speci6ci , si troverà qui per la densità calcolata colla 

formola V— — ^ — ( osservando che m=: 12646, n=:20i ) il nu* 

mero 7,75, mentre la densità osservata è 8,12*, vi è dunque 

aumento di densità di — circa della densità calcolata , risultato 

21 

die coincide col primo. 

Ma come abbiamo già detto questa maniera di paragonare 

la densità dei composti con quella dei componenti non é atta 

a condurci ad alcuna vista teorica relativamente ai composti in 

proporzione determinata, avuto riguardo alla maniera con cui pare 

doversi considerare la formazione delle loro molecole. Se si 

vuole (jur qui il paragone , pel solfuro di mercurio di cui si 

Voi. I 21 
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tratta , secondo la forinola sopra indicata per «juesti composti 

c= > I prendendo ancora m pel mercono ed a per 

lo zolfo y si avrà ^ =2, secondo V estimazione degli atomi di 
Boullay, e la densità calcolata, nella supposizione che le mo- 
lecole composte restino alla stessa distanza di quelle del mer- 
curio , sarà 

1266 ' 

Se poi si volesse calcolare la densità neU* ipotesi che la di- 
stanza delle molecole composte restasse uguale a quella delle 
molecole dello zolfo, prendendo m^ a per lo zolfo, e n, ò 
pel merciuio , e osservando che allora 9= i , si avrà 

201 

Nel primo caso se vogliamo approssimard alla densità osser- 
vata , dobbiamo supporre divisione della molecola composta 
in 4) il c^^ d^rà 7,88 per la densità calcolata*, nel secondo caso 
si dovrà supporre la divisione in 2 soltanto 9 e si otterrà cosi 
7,62 \ densità amendue inferiori a quella osservata , V una di 

circa — , l'altra di ciica —^ . Del resto queste disparità nel nu- 
mero di parti in cui siamo condotti a dividere la molecola 
inunediatamente risultante dalla combinazione , per ottenere 
una densità prossima a quella osservata, secondo che riferiamo 
la disianza delle molecole composte a quella delle molecole 
del mercurio , o a quella delle molecole dello zolfo, dipende 
da che nell' estimazione dell' atomo o molecola del mercurio 
relativamente a quella dello zolfo ammessa da Boullay , e a 
cui ci siamo finqui attenuti, si è supposta la molecola del 
mercurio la metà soltanto di quella che corrisponderebbe alla 
densità di questo metallo nell' ipotesi della proporzionalità 
approssimata tra le densità e gli atomi , su cui calcoliamo la 
densità del composto. Infatti abbiamo veduto nella tavola di 
comparazione delle densità e delle molecole , che la molecola 
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del meircurìo ia66 di Berzelius , dóppia di quella supposta da 
Bouliaj era quella che si accordava da vicino , e senza divi- 
sione colla densità del mercurio i3,6 comparativamente alla 
densità dello zolfo , e aUa molecola di questo 201. Ora attri- 
buendo al mercurio questa molecola di Berzelius, si avrà lo 
stesso peso 1266 da una sola molecola di mercurio in vece di 
due , e la fonaola darà cosi immediatamente , supponendo la 
distania delle molecole composte uguale a quella delle mole- 
cole del mercurio ora divenuta poco diversa da quella delle 
molecole dello zolfo , 
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densità cbe| con una sola divisione di questa molecola composta 
in due , ci darà come sopra 7,88 per la densità calcolata da 
paragonarsi a quella osservata 8,12. Secondo questa maniera di 
calcolare adunque^ sia che si riferisca la distanza delle molecole 
composte a quella delle molecole del mercurio, o a quella delle 
molecole dello zolfo, ammettendo una divisione della molecola im- 
mediatamente formata dalla combinazione , in due , cosicché 
dascuna molecola del composto sia l'unione di una mezza 
molecola dell' uno e dell' altro componente , vi sarà condensa- 
sione j cioè alquanto maggior prossimità delle molecole ^di 
quella che vi fosse tra le molecole deUo zolfo , o tra quelle 
del mercurio. 

Gli altri solfuri che Boullay ha esanunati darebbero risultati 
analoghi. 

139. Quanto agli ioduri considereremo pure per servir d'e- 
sempio quello di mercurio che BouUay riguarda come formato 
di un atomo di mercurio, e di un atomo d' iodio , prendendo 
sempre pel mercurio la metà dell' atomo di Berzelius, e per 
r iodio un atomo poco diverso da quello di Berzelius , cioè 
7833,33. Cosi il volume dell'atomo di mercurio rimane come 
•opra 4^,55, e quello dell'iodio, poiché il peso specifico di questo 

corpo allo slato solido è 4)94^1 diviene ^^r-^^ ss 1 58,3. 

Si hadanqueper l'atomo compostQ il volume calcolato 1 58,3-1-^6,5 
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sao^S. Per akra parte BouUay ha trovata la densità di 
quest' ioduro 6,33 j da cui si deduce pel volume ossenrao 

783,33-4-633 _ i4i6,33 _ 

20 1 

vi è dunque dilataùone di circa — ^ y ossia — del volarne 

dell' atomo calcolato. Se A vogliono paragonare immediata- 
mente i pesi specifici , si troverà che quello calcolalo secondo 
la suddetta ipotesi di semplice giustaposinone delle molecole 
sarebbe 6,912, il che dà una diminuzione della densità osservata 

6^3a, relativamente a quella calcolata, di ^-^ ossia di circa — , 

risultato identico col primo. 

Se ora si vuol calcolare secondo la maniera sopra proposta 
come la più conveniente per le combinarioni propriamente 
dette f si avrà per la densità dell'ioduro di mercurio, nell'ipo- 
tesi che la distanza delle molecole composte restì uguale a 

quella delle molecole del mercurio, — '^' — =:3oy4^; ammet- 
tendo una divisione della molecola in 4 9 questa denntà di- 
viene 7,60, maggiore dell'osservata 6,32, di quasi -^ ; vi sareb- 
be dunque, anche in questo modo, dilatazione relativamente ai 
risultato del calcolo , cioè distanza delle molecole composte 
dell' ioduro maggiore di quella tra le molecole del mercurio ; 
e ciò supponendo le molecole del mercurio e dell' iodio quali 
le ha ammesse Boullay. Ma abbiamo già veduto che l' ipotesi 
stessa della proporzionalità approssimata della densità aUa massa 
delle molecole, ossia d' una distanza poco diversa tra quelle 
dei diversi corpi, richiede che si prenda la molecola del mercurio 
doppia , e cosi uguale a quella ammessa da Berzelius. Per al- 
tra parte abbiamo creduto dover ridurre al contrarlo la mo- 
lecola dell' iodio alla metà di quella assegnatagli da Berzelius 
e a un dipresso anche da Boullay, per renderla prossimamente 
proporzionale alla densità dell* iodio 4)9^9 comparativamente 
alle molecole del mercurio , e dello zolfo, e avuto riguardo alla 
^ualift molto elettro-negativa dell' iodio , che dee tendere , 
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secondo 1* otsenraùoiie s<^ra (atta , ad «umentarne la densità. 
Prendendo cosi la molecola del mercurio doppia , e quella dell' 
iodio metà di quelle supposte da Boullay, l'ioduro di cui si 
tratta si trova composto di i molecola di mercurio e 4 d'iodio. 
U peso della molecola composta risultante inmiediatamente 
dalla combinasione sarà in questo caso 1266 -i- 4 • 391,66 
== 1266 «t- i566,6s: 2882,6 , e si avrà ancora la densità calco- 

lata ^ * g^ * ss3o,4^ ; essa richiede una diràione della 

I2DD 

■idecda in 4 P^' ridursi a 7,60, che ci dà sempre una dila- 
taiMme. Ila questa dilatazione, e cosi una densità dell'ioduro 
minore di quella che corrisponderebbe alla sua molecola conn 
posta , relatÌTamente al mercurio, non pare ammessìbile secondo 
il nostro princìpio, mentre al contrario la qualità elettro-nega- 
tira che l'ioduro dee avere relativamente al mercurio, per 
V unione dell' iodio aUa sostanza di questo , dovrebbe tendere 
a dargli una maggior densità. Ora per ottenere questa confor- 
mità coli' indicato principio y basta supporre che la molecola 
dell' ioduro soffra ancora una divisione in 2 dì più , cioè in 8 
in tutto. La densità calcolata dell' ioduro si riduce allora a 

3^ ; la densità osserrata 6,32 ne sarebbe di ^ circa mag** 

giore ; e questa superiorità si dovrebbe attribuire parte alla 
natura elettro-negativa del composto comparatifamente al mer* 
curio 9 parte ad una condensazione prodotta dalla combina- 
lione medesima , che avrebbe qui luogo come nei solfuri , e 
che potrebbe anche essere più considerevole in ragione della 
maggior affinità dell' iodìp , che dello zolfo , pel mercurio. 
' Del resto abbiamo paragonato in questo calcolo la densità 
dell' ioduro di mercurio , come sopra quella del solfuro , alla 
densità del mercurio allo stato liquido, onde renderne i risul- 
tati comparab'di con quelli di Boullay ; dovrebbero questi ri- 
sultati alquanto modificarsi , se^ si volessero riferire alla densità 
del mercurio , quale sarebbe allo stato solido , se esso potesse 
sussistere in questo stato alla temperatura ordinaria ; ma ciò 
non cangierebbe essenzialmente le conseguenze che ne abbiamo 
dedotte. 

La maggior parte degli altri ioduri esaminati da Boullay 
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pretenttrebbero comderatioiii inalo^ a qpdk rdtf&fe Jlf, 
ioduro di mcvciuio» 

i4o. Quanto aU' iodnro di potatilo , BooDiiy n 1» trofila , 
come pei solfuri una condcniaiione , - cioè una diwiìBnrioqe di 
Tohune lelatìfamente a' tuoi componenti, ouìa un aunirnlo di 
denrilà su quella data per la regola d' aHigMione. BouDa j 
suppone r atomo o molecola del potasno a un dipresso quale 
r ammette Bendins cioè drca 490 9 prendendo 100 per Tos- 
ngeno , e dietro al suo peso specifico o,865 , e^^ attrìbiascr 
a qnest* atomo il Tolume 564* Qmndi , rit en e n do per Tiodia 
V atomo 7.83y3S , e il suo volume i58y3 come sopra^ riodwo 
di em ri tratta sarebbe foimàto di nn atomo di potassio e 
due d'iodio , e il Tolume calcolalo del suo atomo diriene cori 
S64^!i. 158,3 = 564 -^316,6 = 880^ BouUaj ha trarato 
per e^eriensa a quesf ioduro la densità 3,io4 $ il die dfc pri 
Tolume del suo atomo dedotto dall' osserrarione 

4go-H a > 783,33 _ ap57 _gg^ 
3,io4 ""3,104 ' 



minore di circa -7 del Tolume calcolato. Similmente finendo il 

4 

calcolo immediatamente sulle denrità, si trova, per la densità cal- 
colata secondo la regola d'alligarione, 3,333, a cui la denrità os- 
servata 3,io4 è superiore di circa r- , il che àk il rapporto dt 

3 a 4 tra le densità come tra i volumi dell' atomo, secondo il 
calcolo , e secondo 1' osservarione* 

Se si vuole ora applicare a questo composto il nostro me- 
todo di comparaxione per le combinarioni propriamente dette , 
ritenendo dapprima gli stessi atomi o molecole pel potassio e 
per r iodio , ammesse da BouUaj , si avrà per la denrità cal- 
colata, nella supposirione che la distansa degli atomi composti 
resti uguale a quella degli atomi o molecole del potassio, 

o,865.aoS7 _ 1779 ..jg^ 
4go 490 ' 
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Lft dfinsitii calcolata sarebbe dunque maggiore cb quella osser- 

yata ; ma se à ammette una dii^sione della molecola composta 

io due 9 la densità calcolata diverrà i,8i5 , e cosi la densità 
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osserrata 3|ib4 ne sarà di circa -^ maggiore , il che offre una 

eondensazione simile a quella che abbiamo trovata per l'ioduro 
£ mercurio ammettendovi la divisione in 8| della. molecola 
ìnunediatamente formata dalla combinazione. 

Del resto la connessione supposta delle densità colle inasse 
delle molecole richiede , come abbiamo veduto nella tavola 
delle densità e degli atomi, che si attribuisca aU'utomo o mo- 
lecola del potassio la quarta parte soltanto della massa asse- 
gnatagli da Benelius , e cosi i23,5. Ma ciò non cangia per 
miUa il risultato precedente, purché si prenda anche per l'ato- 
mo dell' iodio come sopra, e per la stessa ragione, la metà di 
quello di Berzélius e dì Boullay. Infatti 1' ioduro di cm si 
tratta sarà allora composto di i atomo di ciascuno de' suoi 
due componenti. La densità calcolata , riferita sempre alla di- 
stanza delle molecole del potasno, sarà 

0^ 65 ( iaa,5 -t" 39 1,7 ) ___ o,865 . 5i4,a 

122,5 122,5 

frazione di cui il numeratore ed il denominatore sono amendue 
la quarta parte di quelli del calcolo precedente , e che ha per- 
ciò lo stesso valore 3,63, e ci dà per la divisione della mole- 
cola in 2 la stessa densità i,8i5, di cui la densità osservata 

è di — maggiore. 

Se nelle stesse ipotesi si volesse supporre, la distanza delle 
•molecole dell'ioduro di potassio uguale a quella, delle molecole 
dell' iodio , in vece del potaì^sio. , si avrebbe per la . densità 
calcolata senza divisione di molecola 

4,95.5i4,a a555 - 
39» 39» '*^* 

Ammettendo quindi la divisione della molecola cosi formata in 
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due , questa densità si riduce alla metà '3yi45* ffùMo talore 
sarebbe al(tuaMo maggiore della densità osservata 3,104» "^ 
bisógna osservare che qui la natura del composto che dee te- 
nere il mezxo per la qualità elettro-chimica tra i suoi due 
componenti tende a dilatare il composto ossia a dimimùme la 
densità relativamente a quella ddl' iodio , mentre nel piuno 
Calcolo essa tendeva ad aumentare la densità relatìvamenta al 
potassio , e questa dilatazione può trovarsi superioi-e aU' effetto 
itnmediato della combinazione supposto essere sempre una con- 
densazione. Il risultato più conforme allo stato delle cose dee es- 
sere una media a un dipresso tra i risultati ottenuti dalle due 

comparazioni, cioè una densità -^-2 2 — = a,52 ; allora la 

densità Osservata 3yio4 supera questa densità calcolata di circa 
j j e questo sarà prossimamente V effetto della condensa&one 

prodotta dalla combinazione medesima. 

Coi prìncipii adunque che abbiamo proposti per paragonare 
la densità dei composti con quelle dei componenti, nel caso dì 
combinazioni a proporzioni determinate, sì toglierebbero le ano- 
malie che Boullay ha trovate, e che dovea trovare per la sen^liee 
applicazione della regola d' alligazione, nei diversi composti, e vi 
sarebbe sempre, avuto riguardo alla divisione che può subire la 
molecola, una condensazione prodotta dalla combinazione stessa. 

i4i* Nella stessa maniera che dati i pesi specifici di due 
istanze che entrano in una lega in proporzione conosciuta in 
peso, si può calcolare il peso specifico che dovreU>e avere il 
composto , se le molecole di quelle sostanze si mescolassero 
semplicemente con giustaposizione , senza condensazione né di- 
latazione , si potrà purè , dato il peso specifico del composto , 
e quello di uno dei componenti , conchludeme il peso speci- 
fico che dovrebbe avere fuori della combinazione , nella stessa 
ipotesi , r altro componente \ basta perciò liberare a , o ò dalla 
forinola che abbiamo sopra indicata pel peso specifico delle 
leghe. Cosi pure calcolando alla maniera dì Boullay , si potrà 
dal volume dell' atomo del composto formato dal quoziente 
del peso di quest' atomo pel suo peso specifico , e dal volume 
dell'atomo di uno de' suoi componenti, dedurre quello delF 
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■tòmo dell' altro componente , e quindi se si vuole il peso 

speó&eo di quest'ultimo, quale sarebbe allo stato libero. 

Boullay avendo calcolato in questa maniera il ▼dnme dell' 
atomo , e il peso q>ecifico che dovrebbe aver V ossigeno , 
partendo da molti de' composti in cui entra quest* elemento , 
considerati cosi come se fossero semplici leghe , trovò risultati 
affatto diversi tra loro, e che si estendono quanto ai volumi 
dell' atomo tra 17 e 79 , e quanto al peso specifico tra iy!i5 
e 5,88 j il che lo conCermò nella conclusione die V ipotesi 
ddla semplice giustaposiùone delle molecole non è anunisò* 
tuie nei composti , e che nelle combinaxioni si fonno ora con- 
densazioni y ora dilatazioni di cui non si conosce finora alcuna 
legge. 

Ila I come abbiamo detto , questa maniera di calcolare non si 
conviene alle combinazioni propriamente dette , in proporzioni 
determinate , e non dubito y che se si applicasse alla ricerca 
della densità dell'ossigeno , quale sarebbe allo stato solido , la 
maniera di calcalo sopra indicata per questi composti, e colle 
convenienti supposizioni di divisioni delle molecole, si arriverebbe 
a risaltati non molto diversi tra loro , e di cui la media do- 
vrebbe solo modificarsi dalle considerazbni relative alla natura 
particolare dell' ossigeno , principalmente alla sua qualità emi- 
nentemente elettro-negatìva , e daDa condensazione che si po- 
treUbe inoltre supporre nelle combinazioni. Del resto si può 
anche determinare direttamente per approssimazione la densità 
che r ossigeno dovrebbe presentare allo stato solido , nella sup- 
posizione della densità a un dipresso proporzionale alla massa 
della molecola , comparativamente ai corpi conosciuti allo stato 
solido , e nel caso che questa molecola non subisse alcuna di- 
visione o raddc^piamento , che ne cangiasse il rapporto colla 
molecola di questi. Se si paragona per esempio collo zolfo di 
cui 1' atomo o molecola è a un dipresso doppia di quella 
dell' ossigeno , questo dovrebbe pure avere , secondo quella 
proporzione , una densità allo stato soUdo uguale alla metà 
ddla densità a circa , che appartiene allo zolfo , cioè uguale a 
^lella dell'acqua i. In ragione per& della qualità fortemente 
elettro-negativa ddii' ossigeno*^ questa densità potrebbe forse 
ascenderà ad i,5*^ anche più. Ma qualunque fosse per essere 
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questa densità <Viirni<i|pno étto Mto uUàmf A pd& «ade 
calcohire qnak dovidbbe «Mere qoda di datcoB <omp< m o di 
etM fermÉta con na allro corpo , per esempio qndla d^vo 
ossido metallico, di coi A conosca la composuione in peso, 
ndla si^MMsione die la distanm delle molecole integranlif 
rimai^ m qudr ossido la stessa dm nd metallo nsedesiaMU 
God per esempio per l'ossido di mercurio composto di t atomo 
di mercttrio , quale lo ammette . Bendiui , e di i atomo di 
ossigeno , la nostra fprmola pd cosnposti , ritenendo la mole- 
cola risaltante iiwM^f^hrtuTPfir** daDa combinadoiie, dà la densità 

i3,6(ia66-*-iM) i3j6.i366 , 

- * 

Bonllaj ha thiirato la densità fjU qnest* osddo 1 1^. Gò pare 

.3 
indicare che la nudecoU di qoes^ ossido é ^ di qiidhi imme*' 

diatamente formata daOa combinanone , doè che questa bmIc- 
oda d diiide in 4 pa^^ y ^ che 3 di «pieste parti n riumscono 
di nuofo per formare la molecola integrante dd composto. 
Infatti la densità calcdata d riduce dlora a 10,9 ; la denota 
oiserrata un po' maggiore può attribimd sia alla qualità det- 
tro-negatiTa dell' ossido rdatìvamente a quella dd metdio , 
sìa alla condensazione prodotta dalla combinazione. Pel protos* 
stdo di piombo , partendo dalla densità del piombo 1 1 y( , si 

tro^a con un cdcolo simile , e colla stessa riduzione ddla mo- 

3 
lecola ai -r la densità 9,22 un po' minore anch' essa di quella 

osservata da BouUay 9,5. Calcoli analoghi si potrebbero appli* 
care agli altri ossidi metdiici , e queste ricerche estese a 
direrd composti potrebbero somministrare importanti risultati. 
i4^« Karsten ha presentato nella sua seconda Memoria sulla 
combinazione chimica de* corpi inserta nelle Memorie dell' Ac- 
cademia di Berlino per l'anno i83i , un lavoro dello stesso 
genere di quello di BouUay , e ancora più esteso ; ma siccome 
esso é fondato sugli stessi principia di BouUay , che credo non 
poter condurre aUo scopo proposto, come questi autori l'han- 
no riconosciuto essi medesimi daUa grande discordanza dd 
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nsolutì ehe loro baimo dato le ditene eondiiiiisioiii. non mi ti 
Iratterrò. Osserverò soltanto che Boullay e Rarsten hanno de- 
terminato sperimentalmente , con grande accuratesza , all' occa- 
sione di questi lavori , la densità di molte sostarne , per cui 
essa non era ancor conosciuta , onde vi si potrà ricorrere in 
tutte le ulteriori specolazioni su quest' oggetto. 

143. Abbiamo veduto che anche le semplici leghe, possono 
presentarci ora condensaxione, ora dilatazione , ora uguaglianza 
di densità relativamente alla riunione de' loro componenti con- 
ttderata come un miscuglio delle loro molecole. Pare che in 
generale la soluzione , come la combinarione chimica propria- 
mente detta debba tendere a diminuire la distanza delle mo- 
lecole y e cosi ad aumentare la denrità ; ma le diverse circo- "* 
stanze di cui si tratta possono spiegarsi supponendo , come già 
abbiamo accennato^ che soventi le seduzioni siano accompa- 
gnate da comtrinazioni chinùche in pioporzioni determinate , i 
prodotti ddle quali si sciolgano pcM ricendevolmente j e si al- 
laghino tra loro. Allora nelle combinazioni potranno succedere; 
divisioni delle molecde in 2 , in 4 ^cc. , per cui i composti ri 
dilateranno , come si è veduto , relativamente ai componenti y 
sebbene vi abbia ancora condensazione relativamente alle nuo-^ 
ve molecole formate ; e queste dilatazioni potranno trovarsi o 
superiori j o uguali , o inferiori all' effetto deUe condensazioni 
che hanno luogo nella soluzione dei prodotti tra loro , il che 
cagionerà dilatatone , uguaglianza di densità , o oondensarione 
definitiva della lega relativamente alla densità calcolata. 
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DELLA DISPOSIZIONE PARTICOLARE DELLE MOLECOLE 
DE'cOVX solidi > OSSIA DELLA CRISTALLIZZAZIOinS 



CAPO PRIMO 



Nozioni generali sulla Cristallizzazione. 



i44* lH>po aver esposte le cogQiriom die abbiamo soHa na- 
tura delle forze che agiscono sulle molecole de' corfù soUdi , 
e che ne formano la particolar oostìtuàone , dobbiamo ora 
passare , secondo quello che nel principio di questo Libro ci 
siamo proposto, ad esaminare la maniera con cui queste mole- 
cole sono tra loro disposte onde la loro unione presenti certe 
forme regolari , alla cognizione delle quali d guida piindpal* 
mente l' osservi^zione delle forme esteme , e della struttura 
sotto cui i corpi a noi si presentano in quello stato in cui si 
dicono cristallizzati, A tal fine dobbiamo presentare il com- 
plesso delle leggi , secondo le quali queste forme dipendono le 
une dalle altre , e finalmente dalla forma sotto cui le molecole 
primitive ed elenientaii possono supporsi fra loro disposte , 
il che forma un ramo di scienza detto Cristallografia , di cui 
può considerarsi come creatore Haiij in Francia , ma che in 
questi ultimi tempi ha ricevuto grandissimi accrescimenti dai 
lavori di Weiss , e di altri fisici e mineralogisti Tedeschi. 

Ci atterremo però qui ai prìncipii generali di questa teoria, 
mentre la loro applicazione alle sostanze particolari appartiene 
essenùalmente alla Chimica , a cui tocca a far conoscere ad 
una ad una queste sostanze , e alla Mineralogia , che ritrova 
queste medesime sostanze tra i diversi materiali del nostro 
globo j di cui essa dee far V enumerazione ; ci contenteremo 
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•oltaato I per render V esposiii^iie dì questi principii meno 
astratta f di citarne alcuni esempi tra i corpi più generalmente 
conosciuti* 

145. Le molecole dalla riunione ddle quali risulta un corpo 
di massa sensibile , e che si applicano successivamente 1' una 
sull' altra quando esso passa dalla forma liquida alla forma 
solida, sono impercettibili ai nostri occhi, per la ior piccolezza, 
come già abbiamo fatto osservare al n. 5; ma non si può du- 
bitare che esse non abbiano forme determinate , e che esse 
non siano simili tra loro in ciascuna specie di corpo. Siamo 
anche condotti a quest'idea dalle osservazioni. Se si batte con 
precauzione sopra un pezzo di sai comune , si vedrà questo 
dividersi in firanunenti d' una forma cubica , e continuando la 
divisione si avranno cubi sempre più piccoli , e che finiranno 
per non essere più sensibili , se non coU'aiuto del microscopio* 
Per ahrm parte la dmnica. analizzando questo sale prova che 
esso é composto di due principii diversi , di cui T uno in istato 
lybero é naturalmente gazoso , e si chiama dai chimici cloro , 
V altro è un metallo detto sodio ; ciascun cubo che ri ritira 
da questo sale è dunque una riunione di molecole apparte- 
nenti a questi due prinripii , e se noi avessimo organi e stro- 
menti abbastanza delicati per ispingere la divisione sin dove 
essa può giungere, arriveremmo finalmente a cubi, che non 
potremmo ulteriormente soddividere senza analizzarli, cioè senza 
isolare idue principii, la riunione de' quali costituisce l'essenza 
di questo sale. La forma cubica può dunque considerarsi come 
appartenente in questo sale alle più piccole parti che possano 
ottenerri separatamente senza che la natura del medesimo sia 
^Kstrutta, cioè a quelle parti che abbiamo chiamate integranti 
(n. 9) ; e in generale gU ultimi risultati della division mecca- 
nica de' corpi ( che cosi chiamasi quella separarione di parti 
in cui un corpo facilmente si divide) ci rappresenteranno cosi 
la forma delle loro molecole integranti , per quanto l' osser- 
irarione può forcela conoscere. Queste forme risultano proba-? 
bilmente dalla maniera con cui le molecole costituenti o e/br 
mentori ( n« citato ) sono disposte tra loro ad una certa di- 
atania , minore di quella che ha luogo tra le molecole inte- 
granti I per fermare quest' ultime , ciascun angolo di queste 
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forme essendo, come si può conghietturare, e ccnne pio parli' 

colarmente spiegheremo In appresso, occupato da una deUe 
molecole costiiuenii che concorrono a formare ciascuna mole* 
cola ùiiegroMte ; e siccome simiU forme n tro?ano collo stesao 
mezzo anche neDe ultime molecole delle sostanze che la chi- 
mica ci presenta come sempiid, e che secondo ogni apparenta^ 
almeno in gran parte , sono realmente tali , è probabile che 
anche in queste si può distinguere un ordine secondario di 
molecole che possiamo chiamare initgranli , e che risultano 
dalla riunione di più molecole elementari dello stesso genere, 
più strettamente riunite tra loro in una nianiera analoga a quella, 
con cui le molecole di diverso genere si riunisoono tra loro 
per formare la molecola integrante d' un corpo composto. . 

Quanto alle molecole elementari medesime , la loro fonna 
ci resta cosi aChtto ignota , e sarebbe anche possiUle che esse 
fossero tutte sferiche per esempio, conechè dalla noLamera sola 
con cui sono tra loro disposte , secondo le forze attrattive e 
ripulsive che le animano , dipendesse la forma che 1* osserva- 
zione d mostra nelle molecole integranti o di secondo ordKne. 

i46« I corpi solidi sono dunque composti di molecole inte- 
granti similari ; la marnerà con cui essi si dividono meccanica- 
mente ci prova inoltre, che 1' attrazione che sollecita queste 
molecole a riunirsi quando il corpo solido si forma , tende a 
disporle in piani situati nella direzione delle loro diverse foccie. 
L' osservazione finalmente dimostra ancora, che tale è Tazione 
delle leggi di quest'attrazione o affinità sulle molecole integranti, 
che quando nulla le disturba , le riunioni di queste molecole 
sono esse medesime terminate da superficie piane , appartenenti a 
fonne regolari simili a quelle de' solidi geometrici. Si sodo com- 
presi tutti questi corpi regolari , di cui i minerali ci presentano 
molti esempi, e che si ottengono anche artificialmente quando 
si Canno passare i corpi dallo stato liquido allo stato sohdo, 
sotto il nome di cristalli , e si é data all' operazione per cui 
essi si formano il nome di criòtaUizzazione, Le forze attiiittive 
che sollecitano le molecole d' una sostanza sospesa in un li- 
quido per dissoluzione , o tenuta liquida dal calore , hanno 
una celta relazione colla figura di queste molecole , e da 
questa relazione dipende la tendenza che esse hanno a riu- 
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tàni Gonronneineiite alle leggi d' una aggregazione regolare 
quando il liquido che le tenea sospese si svapora , o il calore 
die le ritenea in istato liquido si dissipa ; ma perché esse 
penrengano a questo scopo couTÌeue che esse abbiano il campo 
di rìeercarst per cosi dire, di applicarsi le une contro le altre 
per le facete convenefoli , e di concorrere tutte nel medesimo 
tempo alla disposixione che dee nascere dal loro complesso ; 
bisogna per questo che il liquido sia iu istato di riposo , che 
nel caso d' una sduxione le molecole del liquido abbandonino 
lentamente quelle del corpo di cui si tratta, e in quello della 
liquelazioBe dal calore la congelazione si faccia pur lentamente, 
e finalmente che. vi sia suffidente spazio, e sufficiente quantità di 
liquido , perdiè le molecole cristalline che si fonnano ?i nuo- 
tino a bell'aspo , e in piena libertà. Se queste condizioni non 
«OBO riempiute , la forma geometrica ne sarà più o meno al- 
terata, e ne risulterà ciò che si chiama una cri$tallizzaLÌone 
confusa^ od anche una massa afQitto informe. 

i47« Limitandoci qui idla cristallizzazione propriamente detta, 
o regolare dobbiamo osservare , relativamente alla sua teoria , 
che soTOnte i cristalli appartenenti ad una medesima sostanza pren- 
dono forme affatto diverse , e al contrario si ti*ovano sostanze 
tra loro diverse , che presentano assolutamente la stessa fonna. 
Ma le diSerenti forme che ciascuna sostanza può presentare sono 
tra loro collegate in due maniere -, cioè i .<> da un complesso 
di caratteri geometiici, per cui possono tutte derivarsi per 
mexzo di variazioni nella posizione delle faccie , assoggettate a 
certe condizioni , da una forma fondamentale , che é in gene- 
Tale la più semplice tra quelle di cui ciascuna sostanza è su- 
scettibile ; a.^ da una forma primitiva, di cui tutte le altre 
possono considerarsi come modificazioni prodotte dalla sovrapo- 
ùaone di altre parti integrsuiti su questa forma che ne è come 
il oocduolo, e che ordinariamente si trova essere la forma fonda- 
mentale medesima suggerita dalle considerazioni geometrìclic. 

Quindi la teoria della cristallizzazione, per cui si fanno di- 
pendere le une dalle altre le forme appartenenti ad una stessa 
sostanza si divide in due parti , 1' una puramente geometrica , 
che stabilisce i caratteri geometrici di cui abbiamo parlato , 
che ne formano la connessione , 1' altra che si può chiamare 
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la teoria fiskaj e che fondandosi iuUa divisiMie meccanica clit 
i distaili di dascuna sostansa ci presentano naturalmente , as- 
segna la forma che se ne pnò considerare . come il nocduolo 
comune, e ricerca le leggi con cui, dalla soyraposizione di 
particelle ùmili al nocduolo medesimo , o in coi il nocdnok 
stesso può dividersi , vengono a formarsi i diTersi cristalli me- 
deùmi che a ciascuna sostania appartengono. In questa seconda 
parte possono anche considerarsi alcune delle proprietà fisiche 
de' corpi che si riferiscono alle diverse dlrestoni nette loro 
forme crìstalliziate* 

Sebbene queste due parti della teoria della cristalliszarione siano 
tra loro strettamente collegate, esse formano però due ordini di 
cognizioni relatiTe a questo ramo di sdensa fisica, di cui U primo, 
interessante per se stesso in ra^one delle reiasioni che esso d 
scopre tra le diverse forme geometriche su cui esso si aggira , 
dee servire come d' introdurione al secondo , che andando più 
oltre , trova in queste forme il comune vincolo per cui esse 
sono fisicamente tra loro connesse. È però da notarsi che per 
una singolarità che si è presentata talvolta anche in altri rami 
delle nostre cognizioni , questa seconda parte della teoria è 
stata studiata la prìma , essendo quella appunto , che foi come 
abbiamo detto creata per cosi dire da Hatty, il quale non si 
era specialmente occupato di quelle relaxioni geometriche im- 
mediale che formano V oggetto della prima parte della teoria 
dei cristalli. Questa fu posterìonnente coltivata principalmente 
dai fisici , e iniaeralogisti Tedeschi , e sopra tutto da Weiss , 
che ne gettò le basi in un' opera intitolata Disserlatio de in- 
dagando formarum crystaUinarum caractere geometrico princi- 
pilli , stampata a Lipsia nel 1809 , e quindi tradotta in fran- 
cese negli Annales des mines T. 29 , maggio e giugno 1 8 1 1 , 
e ne fece poi le speciali applicazioni in diverse Memorie pub- 
blicate negli atti dell'Accademia di Berlino. 

Ma un trattato compiuto della scienza dee rlstabUlre V ordine 
che la natura e la dipendenza delle cognizioni assegna natural- 
mente a ciascuna parte di essa , e che non è sempre quello 
che lo spirito umano , guidato da accidentali circostanie , 
ha seguito nei suoi progressi. Dovremo dunque trattare succes- 
sivamen^ della teoria della cristallizzazione sotto questi 
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due aspetti , nell' oìrdine iudicato , cioè prima relativamente 
alla connessione puramente geometrica che i cristalli ci offrono 
tra loro, quindi quanto alla maniera con cui le osservazioni 
ce ne hanno dimostrata la formazione gli uni dagli altri se- 
condo le leggi fisiche della sovrapposizione delle loro particelle. 

In ciascuna di queste due parti daremo pure quelle no- 
zioni di cristallografia pratica od applicata che vi si riferiscono 
rispettivamente , cioè indicheremo la maniera di fare le osser- 
raùoni che debbono foriìire i dati fondamentali del calcolo 
dei cristaUi di ciascuna sostanza , o con cw si debbono para- 
gonare i risultati del cakolo stesso , fondati sulle basi fornite 
da altre oiservazionL 

Ma a queste due parti della teoria della cristallizzazione se 
ne dee aggiungere una terza più recondita per cosi dire , e 
che si addentra nella natura stessa dei corpi che la presentano, 
quella cioè in cui si cèrea sia di render ragione della forma 
stessa delle molecole integranti , dalP unione delle quali risul- 
tano le diverse forme esterne dei cristalli, esaminando la dispo- 
sizione che prendono tra loro le molecole primitive o atomi in- 
divisibili de' corpi per formare queste molecole integranti , sia 
di assegnare le forze da cui le molecole sono animate in di- 
verse direzioni , e da cui debbono dipendere la loro posizione 
medesima , e le proprietà che i corpi cristallizzati presentano 
relativamente a quelle diverse direzioni. 

Queste tre distinte maniere di considerare la teoria della 
cristallizzazione formeranno l'oggetto dei tre Capi seguenti di 
questa Sezione. 



Voi. I. aa 
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CAPO SECONDO 

Teoria geometrica della cristallizzazione (i). 

s i.° 

Prìncipìi generali di questa teorìa. 

i48. La posizione d' un plano qualunque nello spazio , è 
determinata , come si sa , quando si indicano le lunghezze di 
tre coordinate che partono da un punto fisso, nelle quali questo 
piano, prolungato o?e d' uopo, taglia i tre assi, a cui queste coor- 
dinate si rìferiscono. Cosi tutte le faccie d' una forma poliedn 
qualunque presentata da un cristallo , saranno determinate 
quando se ne assegni la posizione relativamente a tre co- 
ordinate che abbiano per origine un punto preso nel crìstallo 
medesimo. Se per esemplo abcd { fig. 5% ) è una delle faccie 
d' un crìstallo , In cui si sia preso il punto A per origine delle 
coordinate, e queste nelle direzioni arbltrarìe Axj Ay ^ Azjìà 
posizione di questa faccia resterà determinata relativamente a 
un tal sistema di coordinate , Imaglnando che essa si estenda 
da ogni parte sino all' incontro del tre assi , come nei 
punti Bf Cj Z>, e si assegnino le lunghezze AB ^ ACj AD 
delle porzioni del medesimi assi comprese tra V orìgine 
e questi punti. I tre assi a cui si riferiscono cosi le ùccie 
d' un crìstallo possono essere IndifTcrentemente, considerando la 
cosa In astratto , rettangolari , o obliqui , e In ogni caso bastano 
sempre, per la determinazione di cui si tratta, tre assi, che possono 
riguardarsi come le Intersezioni di tre plani coordinati. Nei 
crìstalll però la posizione relativa delle faccie é soventi tale , 



(i) Nell'esposizione di questa teorìa ho prìncipalracntc seguito i prìa* 
eipii e l'ordine adoperati da Carlo Federigo Naumann professore a Frei- 
berg nella sua opera intitolata Lehrbuch der reinen und angewamdun 
KrjrstaUographief in due volumi, stampata a Leipsick nel i83o. 
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che per la maggior semplicità nel modo di assegnarla , e per 

la simmetrìa di queste determinazioni, si trava conveniente di 
adoperare assi e piani coordinati obliqui tra loro piuttosto che 
rcllangolah, e talvolta in numero maggiore di tre. Le lunghezze o 
distanze dall'origine , alle quali una data faccia d' un cristallo 
taglia gli assi delle coordinate a cui si riferisce per deter- 
minarne la posizione, come AB^ ACy AD nella figura citata , 
si chiamano i parametri di questa faccia. Quanto alla posizione 
del punto che si prende per origine degli assi o coordinate , 
essa sarebbe anche arbitraria per se stessa , ma gli stessi prìn- 
cipi! di semplicità e simmetiìa richieggono pure una scelta nella 
posbione di questo punto relativamente al complesso di tutte 
le (accie d' un cristallo. 

Ciò posto la connessione che abbiamo annunziata tra le forme 
cristalUne sotto cui una sostanza stessa può presentarsi, consiste in 
che le faccie che appartengono a queste diverse forme possono 
sempre rìferìrsiaduno stesso sistema di assi delle coordinate quan- 
to al numero , e alla posizione di questi assi tra loro, e che inoltre 
i parametrì di tutte queste faccie relativamente a un tal sistema 
d'assi hanno sempre un rapporto espresso in numerì razionali , ai 
parametrì corrispondenti delle faccie di una forma semplice , 
da cui esse possono cosi derivarsi coli' indicazione di questi 
rapporti , e che perciò si chiama la forma fondamentale di 
tutti i cristalli di quella sostanza. Si varia poi questa forma 
fondamentale da una sostanza all' altra , quando il sistema delle 
coordinate ne è lo stesso , pei rapporti diversi che pos- 
sono aver luogo tra i suoi parametri medesimi relativamente ai 
diversi assi , e che possono essere espressi da numeri qualun- 
que , razionali ed irrazionali. Si chiamano in generale in cri- 
stallografia assi d' un cristallo le linee di lunghezza determinata 
(prese sugli assi indeterminati, e dati solo per la loro posizio- 
ne , quali si considerano nella geometria dello spazio ) , che 
si terminano nei punti in cui si riuniscono per formare un 
angolo solido tre o più faccie del cristallo , che hanno suU' 
asse che si considera lo stesso parametro. Nella forma fon- 
damentale della serie di cristalli diversi presentati da una 
stessa sostanza , le faccie a cui appartengono i parametri, con 
cui quelli delle forme da essa derivate hanno rapporti razionali, 
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si riuniscono parimente in uno degli angoli solidi di questa forma 
fondamentale *, quindi questi parametri si chiamano gli assi 
(iella forma fondamentale , od anche gli assi della serie dei 
cristalli della sostanza a cui quella forma appartiene. 

i49- Da quello ohe precede si può dedurre che i cnstalli 
delle diverse sostanze , e le forme loro fondamentali possono 
distribuirsi in diversi gruppi , o sistemi , in ciascuno de' quali 
vi è qualche cosa di comune, e che difFerìscono altronde gli uni 
dagli altri per certi caratteri generali; questi gruppi o sistemi 
si chiamano i sistemi di cristallizzazione ; in ciascuno di essi 
possono poi variare in generale indefinitamente le forme fonda- 
mentali y e quindi le serie di cristalli che ne derivano , e 
che formano come le specie comprese in ciascun sistema. I 
caratteri che appartengono a questi sistemi , e per cui si di- 
stinguono gli uni dagli altri , sono fomiti sia dal numero j ^ 
dalla posizione degli assi delle coordinate a cui la loro forma 
fondamentale , e quindi tutta la loro serie si riferisce , sia dal 
genere di rapporto che gli assi di questa forma, presi nel senso 
sovra indicato , come hnee determinate , presentano tra loro. 

Infatti in primo luogo le forme dei cristalli possono dividersi 
in due classi relativamente al numero dei piani coordinati , e 
quindi degli assi geometrici , a cui si possono comodamente 
riferire, quelle cioè che ammettono tre assi soltanto, che sono 
le più ordinarie, e che chiameremo ybr/ne trimeiriche ^ e quelle 
in cui la semplicità e la simmetria delle derivazioni delle forme 
richiede un sistema di quattro assi geometrici , e che perciò 
chiameremo forme telrametriclie. Nella prima di queste due 
classi, la quale ha sempre per forma fondamentale un ottaedro,, 
chiuso dalle otto faccie che si trovano negli otto ottanti formati 
dai tre piani coordinati , questi tre piani possono essere , o 
tutti tre ad angolo retto tra loro , nel qual caso rettangolari 
saranno pure i tre assi che ne sono le intersezioni -, o trovarsi 
due di questi piani ad angolo obliquo tra loro , e il terzo 
perpendicolare a ciascuno di essi , cosicché quello degli assi 
che è formato dall'intersezione dei due primi piani sarà perpendi- 
colare a ciascuno degli altri due assi , mentre questi soli saranno 
obliqui tra loro ; o essere al contrario due dei piani coord'mati 
perpendicolari tia loro , e il terzo obUquo a ciascuno di essi , 
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nel qual caso i tre assi fonnati dalle intersezioni di questi 
piani saranno tutti, due a due, ad angolo obliquo tra loro ; o 
finalmente trovarsi tutti tre i piani ad angolo obliquo , il che 
in generale renderà pure oblique tra loro le intersezioni di 
essi , ossia gli assi del sistema. Distingueremo quindi le forme 
trimetriche in quattro sorta che indicheremo coi nomi di for- 
me trimetriche ortogonali , monocline , dicline , e iridine» 

Quanto alle forme tetrametriche e di cui la fonpa fondamen- 
tale è sempre necessarìamente un dodecaedro , dodici essendo 
gli spazii angolari formati dalle intersezioni dei loro assi , e 
a cui queste iaccie debbono applicarsi , un solo caso d'incli- 
nazione dei piani , e degli a^si coordinati si trova necessario 
ad ammettersi per riferirvi colla conveniente semplicità le for- 
me che vi appartengono , cioè quello in cui tre di essi piani 
si tagliano tra loro in una linea sotto angoli di 60 gradi, e 
il quarto è a loro tutti , e per conseguenza a questa linea per- 
pendicolare , onde la stessa linea forma uno degli assi , perpen- 
dicolare agli altri tre , disposti in un piano ad angoli di 6o<> 
tra loro. Non vi è dunque più luogo ad ulteriore divisione di 
questo sistema quanto alla posizione relativa dei piani e degli 
assi delle coordinate. 

Tra le forme trimetriche poi , le ortogonali possono ancora 
soddividersi in tre classi pel genere diverso di rapporto che 
può presentarsi tra i tre assi della loro forma fondamentale 
ottaedra , presi nel senso di lunghezza determinata di cui sopra 
abbiamo parlato ; cioè questi assi possono essere tutti uguali 
tra loro , nel qual caso V ottaedro fondamentale è regolare ; 
o due degU assi uguali tra loro, e il terzo disuguale da quelli, 
il che dà per foima fondamentale un ottaedro simmetrico da 
ogni parte relativamente a quest'asse disuguale, e a base qua- 
drata j o finalmente tutti tre disuguali tra loro , al che corri- 
sponde per forma fondamentale un ottaedro a base rombica , 
potendo poi altronde in questi due ultimi casi, la disugaglian- 
ia degli assi essere espressa da una infinità di rapporti diversi, 
secondo le diverse sostanze che appartengono a tali sistemi. 
Queste tre sorta di forme trimetriche ortogonali possono di- 
stinguersi coi nomi di regolari , simmetriche , e irregolari. 

Nelle forme trimetriche a assi obliqui, cioè monocline , dicline 
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e tiicline , per cui gli ottaedri fondamentali sono sempre irre- 
gola ri y gli assi sono ni generale disuguali tra loro ; e <pianto 
alle forme tetrametrìche vi sì trova tra gli assi questa rela- 
zione , che tutti gli assi che si tagliano ad angoU di 60® tra 
loro sono uguali , mentre l' asse che loro è perpendico- 
lare ne è in generale disuguale , sebbene possa anche acca- 
dere che loro sia uguale, senza che il carattere del sistema ne 
sia cangiato ; quindi la loro forma fondamentale è sempre uu 
dodecaedro simmetrico relativamente all' asse perpendicolare 
al piano degli altri , e a base esagona regolare. 

Da quanto sovra risulta che i sistemi di cristallizzazione pos- 
sono ridursi a sette , di cui la classificazione è presentata nel 
quadi*o seguente. 

A Forme trimetrìche , ossia a tre piani ed assi delle coordinate. 
a Ortogonali , ossia a piani rettangolari tra loro. 
A Regolari; assi dei cristalli tutti uguali. 

6 Simmetriche', due degli assi uguali, e il terzo disuguale. 

7 Irregolari *, tutti tre gli assi disuguaU. 

b Clinometrìche , ossia a piani ed assi obliqui. 

A Monocline ; due dei piani obhgui tra loro , e il terzo 

ad essi perpendicolare. 
B Dicline; due dei piani rettangolari tra loro , e il terzo 

obliquo ad amendue. 
y Tricllue ; tutti i piani obliqui tia loro. 
B Fonile tetrametriche , ossia a quattro piani coordinati. 

È facile vedere che in alcuni di questi sistemi , uno de^li 
assi si distingue dagli altri per qualche speciale proprietà , co- 
me r asse disuguale dagli altri due nelle fornic tiiuietriclie or- 
togonali ^mmetriche , V asse formato dalP intersezione dei due 
piani coordinati perpendicolari tra loro nelle forme trimctiiclie 
dicline , e V asse perpendicolare agli altri tre nelle forme te- 
trametriche ; quest* asse si distingue allora col nome di asòC 
principale del cristallo. Quando niuno degli assi si distinguo 
paiticolarmente dagli altri , o due di essi possono ugualmente 
considerarsi come principali , si sceglie uno di essi che si ri- 
guarda come tale nella descrizione del cristallo , e questo asse 
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principale A suppone , per fissare le idee , m situazione verti- 
cale j mentre uno dei plani coordinati che formano lo stesso asse 
colla loro intersezione si concepisce passare per la direzione 
della vista dell' osservatore. Gli altri assi del cristallo si chia- 
mano assi secondarii o.accessoriL 

Si chiama base d'un sistema cristaUino il piano delle coor- 
dinate che contiene gli assi secondarii; la figura di questa 
base nella forma fondamentale di ciascun sbtema è diversa ; 
cosi essa è quadrata , secondo quello che abbiamo detto , nei 
sistemi di forme trìmetriche ortogonali tanto regolari che sim- 
metriche y e rombica nelle trimetiiche ortogonali . irregolari ; 
romboidale in generale nelle forme trìmetriche a assi obliqui , 
e esagona nelle forme tetrametriche. 

I punti terminali di un asse principale in un cristallo qualun- 
que , di forma fondamentale o derivata , considerato come li- 
mitato dalia superficie esterna della medesima , si chiamano i 
poU del cristallo-, se essi coincidono con angoli solidi del cri- 
stallo, questi si dicono angoli polari, o iermùtali \ e gli 
spigoU che vi si riuniscono spigoli polari o terminali. Le faccie 
superiori ed inferiori d' una forma sono quelle che prolungate 
ove d' uopo y tagliano 1' asse principale, che è supposto verti-^ 
cale, nella sua metà superiore od inferiore. Gli spigoli mediali 
sono quelli che sono formati da una faccia superiore , e una 
inferiore *, gli angoli solidi mediali sono quelli formati dall' in^ 
contro di spigoli mediali. Si chiama sezione trasversale qualun- 
que sezione perpendicolare all' asse principale. Le sezioni ba^ 
siche sono quelle parallele alla base del sistema ; esse sono 
idenriche colle ti'asversali in que' sistemi ove V asse principale 
è perpendicolare agli assi secondarii. Si chiamano sezioni prin- 
cipali le sezioni che sono nei piani delle coordinate , e par- 
ricolarmente in quelli che contengono l' asse principale. Il centro 
ossia origine delle coordinate divide tutti gli assi in due 5e- 
mi'Ossi. 

La considerazione della figura della base nei sistemi di cri- 
stallizzazione ci fornisce nony semphci per indicare quelli 
dei sette sistemi sovra indicati , per cui difficilmente si trove- * 
rebbero altri nomi convenienti *, cosi tra i sistemi trìroetrici 
ortogonali, mentre quello ove tutti gli assi sono uguali è assai 
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bene distinto da lutti gli altri nitenu col none di rcfofafe, 

quello che ba due degK atti uguali tra loro , e il teraoF dito- 
goak , dalla 6guni ddUa tua bate può prendere il nome di 
siiiema ieiragotude , e quello die ba tutti i tre atti ditiignaB 
il nome di sistema rombico. I tre tittemi trimettìci.a atd ob- 
liqui rìmarfanno teinplicemente e eonTenientemente mdicatà eoi 
noni di nttémi monocUno , dieUnOj e iridino ; e il tiitema 
letrametrieo di cui la bate é tempre esagonn tara più tempK- 
etmente chiamato il tittema esagonale» 

Si poi otterrare cbe i tittemi trimetrici a atn ^oMiqni hm- 
no , in comune col tittema romlnco , i due atti della tenone 
banca ditugnaK tra loro , e il tittema monocfino in particolare 
ba anche comune con quello la forma rombica ddla base , 
quando ti prende per atte principale quello che è obliquo al 
piano deg^ altri due atn perpendicoli(ri tra loro , quetta base 
ditenendo poi romboidale nei rittemi £dino e tridino. E sic- 
come per altra parte le tottame che appartengono a questi 
tre tbtemi a atti obliqui tono in piccolo numero, essi potreb- 
bero riguardarti come templici alteraiioni del rittema rombico. 

i aTrebbe forse quindi una dKririone jmli naturale dei sistemi 

i crittalfisxasione , disponendoli come tegue : 

I. Sittemi trimetrid , che potrebbero anche chiamarri feCra- 
gonaii dalla forma della loro base quadrangolare y sebbene 
non sempre quadrata. 

I.® Sistema regolare ; tutti gli assi uguali, 
a.^ Sistema simmetrico ; uno degli assi disuguale. 
3.® Sistema irregolare v tutti gli assi disuguali. Questo sbte<- 
ma si diriderebbe in ortogonale, monodino, didino, e trìcUno. 

II. Kstema tetrametrìco y ossia esagonale. 

i5o. In dascuna forma derivata appartenente ad uno qua* 
hinque di questi astemi , e che si considera come una forma 
separaiaf le diverse faccie che la costituiscono sono sempre tra 
loro isoparameirichej cioè i loro parametri dello stesso nome, 
ossia presi sopra assi shnilmente posti ed uguali della forma fon^ 
damentale, sono uguali, e non differiscono che nella direrione. 
Nel sistema regolare tutti gli assi essendo dello stesso valore, cioè 
avendo la stessa relaiione , per la loro posizione , e per la 
loro uguale lunf^eisa, al tittema a cut app«rtengonO| le foccie 
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die haimo i loro tre parametri rbpettivamente uguali Puna aU* 
altra sono sempre isoparametriche , e possono concorrere a 
costituire una stessa forma separata , comunque siano tra loro 
scambiati gli assi su cui questi parametri si prendono. Cosi 
in ciascun ottante si potranno concepire sei {accie* in posi- 
none diversa tutte isc^arametrìche tra loro , le quali po- 
tranno appartenere ad una stessa forma ; infatti se indichiamo 
i tre parametri rispettivamente uguali delle facde con a, by e, 
si avranno le combinazioni possibili seguenti per la posizione 
di (juesti parametri sui tre assi : 

Suir asse Suir asse Sull' asse 

delle X delle jr delle z 

a b e 

a e b 

b a e 

bea 
e ab 

e b a 

Non cori negli altri sistemi, in cui gli assi hanno im diverso 
valore, ossia una relazione diversa al sistema. Sia per esempio 
data nel sistema tetragonale una faccia per mezzo del suo pa- 
rametro m sull' asse principale , e pei suoi parametri fi ed r 
sugli assi accessorii o secondarii \ una faccia a quella isopara- 
metrica dovrà avere il suo parametro m anch' essa suU' asse 
principale , sia nel semi-asse positivo , sia nel semi-asse nega- 
tivo j cioè al disopra e al dissotto del piano degli assi acces- 
sorii ; solo i due altri parametri fi, r possono essere presi in- 
differentemente sull' uno e suir altro dei due assi accessorìi 
che JODo di ugual valore tra loro. 

Cosi nella figura 53 , se Ox , Oy^ rappresentano i due assi 
di un tal sistema uguali tra loro, e Oz il terzo asse disuguale 
da qaelli ^ saranno bensì isoparametriche tra loro nelV ottante 
della figura le faccie che fanno parte dei piani ACE^ ABG che 
haDfto il parametro 3 sull'aese delle z , e i parametri i e a scam- 
biati Ir» loio sugli altri due assiv ina non sarà isoparametriMi co» 
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quelle , per esempio, le fiKcie DHG^ che he il penaeCn» 3 
sali* asse delle ^ , 3 pammetro a sa quello delle s , e il pe* 
nmetro i sa quello >delle x. 

Se poi gli stessi parametri fossero dati per unm fima ad 
sistema roailnco , lo scambio di sitoaiioiie dei paimoMtri n^ r 
sui due assi accessorii non sarebbe più penoesso per Ibrmaie 
due frecie isoparametriche , e quindi appartenenti ad una stSMa 
fonna separata, perchè questi due assi accessorii sono essi me- 
desimi di diverso Talora tra loro , e in consqpiensa i parametri 
M non possono essere preri che sopra uno di questi asd , e i 
parametri r suU* altro, nella stessa mainerà che i parametri m 
non possono esser presi che sull' asse principale. 

Nei sistemi ortogonali , le fiMxie isoparametridie da cui è ter- 
minata una forma separata , sono necessariamente dello stesso 
Talore , cioè uguali e simiU. Non cosi nei sistemi a asri obB* 
qui ; in questi le fiicde che soddisfanno a questa- €on£iioac 
possono distinguer» in diverri gruppi , che sono composti di 
laccie di ugual valore tra loro , ma di valor diverso da un 
gruppo all' ahro ; ciascuno di questi gruppi può allora consi- 
derarsi come appartenente a una forma paniate^ e la fenaa 
totale che esri concorrono a formare è composta di queste 
forme parriali. 

i5i. Una forma separata di cristallo può essere formata dalle 
fiiccìe isoparametriche dì dati parametri ; ma non lo ò sempre 
necessariamente di tutte. Quando essa è realmente la riunione 
di tutte le faccie che sono, possìbili attorno al suo sistema 
d' assi f determinate da un dato rapporto di parametri , questa 
forma sì chiama oioedrica. Le faccie di queste forme oloedri- 
che sono sempre parallele e opposte due a due; poiché , sic- 
come ciascun asse partendo dal centro ri stende in due oppo- 
ste dìrexioni , i parameti*ì ut, n, r di una qualunque delle 
faccie y presi sui loro assi rispettivi in direzioni opposte , de- 
terminano dall' altra parte del centro una fiiccìa che è paral- 
lela alla prima. Una forma che non contiene se non la metà, 
rimmetricamente disposta, del numero delle fisccie isoparame- 
triche possìbìU di dati parametri , diceri emiedrica , e tttarUH 
edrìca quella che non comprende che la quarta parte di que- 
sto numero , pure simmetricamente distribuita. La forma che 
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sarebbe compiuta dalla presenza dì tutte le faccie suddette si 
dice allora raosti-arsi einiedrica , o tetartoedrica, e questo rap- 
porto stesso di foriue alla forma compiilta si indica col nome 
di emiedria , o di tetarloeelria. 

Quando 1' euiiedria , o la tetartoedria ha luogo in una forma 
composta di fonue parziali , quali si presentano , come si è 
detto j nei sisti^ml clinometiici , essa fa soventi scomparire una 
o più di queste forme parziali , lasciaudo solo sussistere una o 
alcune delle altre , cosicché può accadere che la forma si ri- 
duca ad esser semplice come quelle dei sistemi ortogonali. Ma 
rcmiedria, e la tetartoedria possono anche esercitarsi sulle forme 
«empiici cU questi ultimi sistemi , e siccome nella natura di 
queste foiine non vi é alcuna disposizione originaria delle 
faccie a scomparire piuttosto le une che le altre, questi casi vi 
seguono allora certe leggi generali loro proprie , die qui dob- 
biamo indicare , considerandole principalmente nell' emiedria 
die è più frequente che la tetartoedria. L' emiedria può aver 
luogo tanto per faccie isolate die per paia di faccie , o per 
sistemi di tre , quattro o sei faccie, queste facde o questi si- 
stemi di facde scomparendo , mentre. gli alui sistemi di faccie 
che rimangono , s' aggrandiscono per incontrarsi tra loro , e 
chiudere cosi lo spazio tutt' ali* intorno; ma poiché si richie- 
de sempre come si é già detto che le faccie, o sistemi di fac- 
de rimanenti siano simmetiìcamente disposti , le faccie o siste- 
mi che scompaiono , e che restano sono alterni tra loro , di 
due (accie , o sistemi di faccie aggiacenti , V uno scomparendo 
e r altro restando -, e V emiedria non può realizzarsi se non in 
quelle forme , in cui per queste faccie o sistemi di facde alter- 
nativi può aver luogo una perfetta simmetria attorno al siste- 
ma degli assi , cosicché la metà del numero di faccie che 
scompare abbia esattamente dal suo canto la stessa disposizione 
che la metà che rimane. Può poi accadere che in questa di- 
sparizione alternativa di faccie , o di sistemi di faccie , le fac- 
cie opposte due a due e parallele, che si trovano sempre co- 
me abbiamo veduto nelle forme semplici compiute od oloedri- 
che , rimangano e scompaiano insieme , onde sussista ancora 
il parallelismo delle faccie limanenti , opposte due a due ; 
oppure che essa colpisca le faccie opposte due a due in ma- 
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niera da farne sparire una e lasciar sussritere T altra, cosicché 
non ri sia più nella forma risultante quell'opposizione e pa- 
rallelismo delle faccio due a due ; quindi la distinzione di etnif- 
ària a f accie paraUeìe , e emUdria a /accie inclinate. 

Poiché, come abbiamo detto, nell' emiedria la metà del nu- 
mero di facde o sistemi di faccie che scompare dee sempre 
avere la stessa disposizione relativamente agli assi , che quella 
che rimane , V una o 1' altra di queste metà può ugualmente 
scompaiire , o rimanere ; quindi ogni forma semplice può sem- 
pre fornire due forme emiedrìche ai&tto simili quanto ai loro 
elementi di linùtazione , e che non differiscono che per b 
situazione , o maniera di riunione di questi elementi ; esse 
possono chiamarsi forme emiedrìche opposte tra loro. 

iSa. La relazione che hanno con una stessa forma fonda- 
mentale le diverse forme che si rìferìscono alla medesima, 
cioè per cui i parametri delle loro faccie hanno rapporti espressi 
da numeri razionali, coi parametri della forma fondamentale, 
si chiama derivazione di queste forme dalla fondamentale. In 
ogni derivazione adunque non si tratta che di pervenire , dai 
numeri tf, fr, e con cui si esprimono i rapporti dei parametri 
della forma fondamentale, ai rapporti a': b': e' per la forma da 
derivarsi , i quali debbono essere tali che loro si possano sosti- 
tuire i rapporti ma: nb: e ^ oppure ma: b: re y o final mente 
a: nb: sCj i numeri m, n, r, s essendo razionali; si ritiene 
arbitrariamente uno dei parametri originarii iu queste espres- 
sioni , moltiplicando gli altri due per quei numeri , che deb- 
bono produrre i rapporti che si propongono, poiché non si tiatta 
qui di valori assoluti. I fattori m ed /i, od m ed r, od n ed 5, 
che determinano la nuova forma , si chiamano i coefficienti 
di derivazione. Una serie cristallina è la riunione di tutte le 
forme che possono essere derivate da una forma fondamentale 
determinata. 

Si sono proposte molte notazioni per indicare brevemente 
le diverse forme che possono essere derivate da una forma 
fondamentale data , secondo i diversi valori dei coefHcienti di 
derivazione ; una delle più semplici consiste a prendere , per 
rappresentare la fonna fondamentale una lettera maluscuhi , 
che sarà l'iniziale del suo nome , per esempio V, e a mettere 
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atanti e dopo questa lettera rìspettìvamente i due coefficienti 

m j ed n per cui si debbono moltiplicare i due primi a , b 
degli assi della forma fondamentale a, fr, Cy per cangiarli nei 
due primi ma , nb dei tre parametri corrispondenti delle faccie 
della forma derivata , ritenendo pel terzo parametro V asse 
stesso della forma fondamentale ; cosi il simbolo generale di 
una forma derivata dalla forma fondamentale P^ sarà mPrij e 
«juest' espressione diverrà quella di ciascuna forma particolare j 
mettendo in vece di m , e di n i diversi numeri razionali che 
vi corrispondono ; le forme emiedriche , e tetartoedriche si 
indicheranno poi collo stesso segno, mettendovi sotto rispettiva- 
mente una linea colle ciffre 2 o 4 & foggia di denominatore 
d' una frazione ; cosi il segno per esempio di una forma emie- 

drica o tetartoedrìca dì mPn, sarà rispettivamente •— — , o — — • 

Si osserverà che prendendo come si è detto a^ bj e per gli 
assi della forma fondamentale , e ma^ nb^ e pei parametri 
conispondenti della forma derivata , 1' equazione di una faccia 
qualunque deUa forma fondamentale riferita alle coordinate 
XjjTjZ prese nella direzione dei tre assi a, b , e rispettiva- 
mente, secondo i principii della geometria analitica nello spazio, 

sarebbe — -i-'^-*- — =1, e quella d' una faccia qualunque 

della forma derivata, — -♦- — r •+• — = i. D simbolo proposto 

' ma nb e '^ ^ 

per la notazione d' una forma derivata qualunque, non e dun- 
que che 1' espressione abbreviata dell' equazione di una faccia 
qualunque della forma derivata , supponendo data V equazione di 
una faccia della forma fondamentale ; cioè esso indica per quali 
numeri debbansi dividere i due primi termini dell' equazione 
della faccia della forma fondamentale , per cangiarla nell' equa- 
zione della faccia della forma derivata. 

Questa notaùone è quella adoperata da Naumann nel suo 
Drattato elementare di Cristallografia in Tedesco , e noi pure 
la seguiremo in questa sezione. Essa e una semplificazione di 
quella proposta per la prima volta da Weiss nel Tomo delle 
Memorie dell' Accademia di Berlino per gli anni 1816 e 1817, 
nella quale si lasciava sussistere esplicitamente l'indicazione dei 
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rapporti dei parametri delle forme derivate tra loro, e con qaelR 
della forma fondamentale , che si rinchìudcvaDO in uu piccolo 
rettangolo , oppure tra parentesi ; scrivendo cosi in generale 



ma: nbi e I o (ma; nbi e}, 



per esprimere una (accia della forma derivata appartenente 
alla forma fondamentale dì cui i parametri delle (accie siano 
Uj bj Cy in vece di mettere semplicemente i coefficienti m ed 
n allato alla lettera , come P , con cui si rappresenta nella 
nostra notazione la forma fondamentale. Le notazioni cbe si 
sono proposte da altri Cristallografi , e in particolare da MoUs 
sono anch' esse espressioni più o meno abbreviate della rela- 
zione tra V equazione della (accia della forma derivata y e quella 
della forma fondamentale. 

Non si debbono poi confondere queste notazioni relative alla 
teoria geometrica della derivazione delle forme dei cristalli , 
con quelle che si riferiscono alla teoria fisica della lor compo- 
sizione , qual è quella adoperata da Haily, e di cui parleremo 
a suo luogo. 

i53. Le forme derivate semplici o separate , di cui fiuqui 
abbiamo parlato , possono presentarsi simultaneamente nella 
forma d' un cristallo in numero più o meno grande , compre- 
savi anche la forma fondaincntale *, si indicano ìu generale cui 
nome di combinazioìti cristallograficite queste forme risultanti 
dall' unione di molte forme appartenenti ad una stessa serie 
di cristalli, attorno ad un centro comune , e che si fa in ma- 
niera j che le faccie o sistemi di facete di una delle foimr 
parziali si presentano simmetricamente tra le faccie , o si- 
stemi di faccie delle altre. Siccome le faccie d' una forma iso- 
lata presentano tra loro, o spìgoli, o angoli solidi, è chiaro che 
in una combinazione le faccie di una delle forme debbono 
mostrarsi al luogo dì certi angoli solidi o spigoli dell' altra , e 
formarne cosi come troncature , o smuzzature. Le faccie poi 
d* una delle forme verranno a intersecare le faccie cieli* altra 
per formare spigoli , e angoli solidi , che non appartengono ne 
air una nò all' altra delle forme separate , e che si distingue- 
ranno coi nomi di arinoli e spigoli di combinazione. Le forme 
che compongono una combinazione hanno , secondo la gran- 
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dexsa o estensione delle loro Eaccie una parte più o meno 
graade nella forma generale risultante dalla loro combinatone , 
quelle tra queste forme che determinano il contomo più gene- 
rale della combinazione si chiamano dominanti nella medesima j 
e le altre subordinate ; talvolta però è difficile di assegnare in 
una combinazione una forma dominante sulle altre. La nota- 
tone delle combinazioni consìste a scrivere semplicemente Tuno 
dopo l'altro, con punti di mezzo, i simboli delle forme che vi 
SODO riunite, in maniera che i segni delle forme dominanti 
precedano cpielli delle forme subordinate. 

i54« Tanto nelle forme derivate separate, quanto nelle loro 
combinazioni, si debbono detenmnare colle opportune conside- 
fazioni geometriche, e calcoli analitici, il numero, la posizione, 
e la figura delle diverse facrìe , come pure il numero , la po- 
sizione , e grandezza degli spigoli e degli angoU solidi che 
risultano dalla loro intersezione. Queste regole e calcoli non 
possono essere indicati che relativamente a ciascuno dei diversi 
sistemi di cristallizzazione , a cui una data serie di cristalli 
derivati appartiene , e per cui è diversa la specie di forma 
fondamentale, dalla quale deesi partire. Lo stesso si dica del 
calcolo inverso , in cui data la forma fondamentale dalla quale 
dee derivarsi una fonna separata, o una combinazione di for«* 
me , per cui si conoscano il numero, e la disposizione, figura, e 
grandezza delle feiccie, degli spigoli , e degli angoli , si cer- 
cassero i coefficienti di derivazione della forma , se é isolata , 
o di ciascuna delle forme di cui essa fosse la combinazione , 
o solo di quelle tra loro di cui i coefficienti fossero ignoti, essendo 
dati quelh delle altre. Possiamo però qui far menzione d' un 
caso speciale di quest' ultima natura , che si può trattare in 
una maniera generale , e indipendentemente dalla qualità del 
sistema a cui appartengono le forme che entrano nella combi- 
nazione. Questo caso é quello in cui si proponesse di trovare 
i coeflb:ienti di derivazione d' una faccia di una combinazione , 
appartenente ad una delle forme che ne fanno parte, e perla 
quale questi coefficienti fossero ignoti, quando questa faccia for- 
masse due spigoU paralleli tra loro per mezzo della sua interse - 
none con due altre faccie di forme note , contenute nella stessa 
combinazione, cioè per cui si conoscessero i coefficienti di deriva- 
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sione , e formasse due altri spigoli anch' essi paralleli tra loro con 
due altre Ceiocie di forme pur note parimenti contenute nella 
combinazione. Si osserverà qui che una Caccia non può fonnare 
cosi spigoli paralleli tra loro nelle sue interserioni con due 
altre faccie , senza che essa àa essa medesima parallela 
allo spigolo che cpieste due ultime formerebbero tra loro in- 
tersecandosi , e che cosi queste tre faccie non siano parallele 
ad una stessa linea -, ora quando più faccie d' un cristallo si 
trovano parallele ad una stessa Unea , e formano cosi spigoli 
paralIeU tra loro colle loro mutue intersezioni , esse si dicono 
formare una zona o fascia, di {acóe consecutive nel cristallo ; 
il proposto problema si può dunque esprimere in altri termini , 
dicendo che si tratta di determinare i coefficienti di derivazione 
di una faccia che fa parte d' una combinazione j e per cui 
questi coefficienti sono ignoti, quando questa faccia appartiene 
a due zone , da essa formate con due paia di faccie di fonne 
conosciute contenute nella stessa combinazione. Per risolvere 
questo problema si osserverà che la geometria analitica ò som- 
ministra un' equazione di condizione tra i coefficienti delle 
equazioni di tre piani, riferiti^ a tre coordinate x^ y ^ z , di cui 
r uno è parallelo all' intersezione degU altri due. Siano cioè le 
equazioni di due piani nello spazio 

X y % X Y ^ 

a b c ^ a b c 

e quella di un' altro piano , parallelo all' intersezione dei due 

X Y % 

piani -7-^ -4- "^ -4- -7; = I ', r equazione di condizione di cui si 
si tratta , si trova essere 

a%\db—ab')cd -^d'a'ic'a—ciJ) W -h6V(6'c— fcc')fla' = o. 

Per applicare quesl' equazione al nostro caso siano F, F' ( fig. 54) 
le due faccie appartenenti a forme note , e di cui i parametri, 
chiamando a^ b^ e quelli della forma fondamentale di tutta 
la combinazione, saranno noti, ed espressi da ma^ nbj e e per 
la prima , e m'a, n'b^ e e per la seconda \ e sia F" la faccia 
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di UBa forma ignota, che presenta con quelle due spigoli parai- 
Idi , faccia che per conseguenza è parallela all' intersezione 
delle due prime , ossia forma con loro una porzione di zona 
FF^'F'y e siano i suoi parametri m"aj n!'by e e, ove m", ri' 
sono quantità ancora ignote; sostituendo queste espressioni dei 
parametri nell' equazione di condizione ad a, b^ c\ a\ h\ d\ 
a^j b"j c"j essa diyiene 

Ji»'*ii"(w»'n— iiin')-i-9i"(w — m')nn!'^n"{n' — n)nim!=zo'j 

questa é V equazione detta equazione generale di con^inazione 
detta cristaUografia. Se ora , come abbiamo supposto , la faccia 
F" ha pure due spigoli paralleli formati dalle sue intersezioni 
con due altre faccie fy/*dì parametri pur noti , cioè fa 
parte con esse d* un' altra zona fF^J\ . . . , se ne dedurrà un' 
altra simile equazione, ove entreranno le stesse due quantità ni\ 
fP incognite , cogli altri coefficienti noti appartenenti a queste 
altre due faccie ; e dalla combinazione di queste due equazioni, 
n otterrà il valore di ciascuno dei due coefficienti m" ed v!\ 
e quindi dei parametri che si cercavano , della faccia F^\ 
tensa che £Èiccia bisogno di servirsi delle osservazioni per 
coi si fosse determinata direttamente la posizione di questa 
faccia. Del resto si comprende che secondo la diversa posizione 
delle faccie di parametri dati nei diversi ottanti dello spazio, i 
coefficienti dei loro parametri rispettivi debbono essere presi 
positivi o negativi, in vece che nell'equazione citata di cui ab- 
biamo indicato Fuso si sono presi tutti positivi , perché essa era 
calcolata nella supposizione che tutte le tre faccie F, F\ F*\ 
oppure y, /', F'' fossero situate nell' ottante de' semi-assi po- 
fttivL 

Passiamo ora all'appUcazione dei principii generali sovra espo- 
sti ai diversi sistemi di cristallizzazione. 
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Dd ttstema i^olaie. 



àxncoho niHD 



Dì quoto ttitema in genende, e della sua tormm fendamaitik. 

t55. n ttftema regolare, di cu fl carattere geometrico foodi- 
mentak è espresso dal numero tenario degli asti, e dalla loio 
pff p ^ iìdi fi> l y'^>^ y ed nguagUania, è cosi chiamato, perchè da qne- 
ste propnelà risalta necessariamente in tutte le sue ferme ma 
regolando , o somigliamBi di posiiioae ài tutte le fiMcie , die 
non ha luogo in alcun altro sistema. Alcuni cristallografi k 
hanno chiamato tesserak , o ttssidare dal nome tessera die 
significa un dado od un cubo, perchè una delle sue fiume 
deriTate più semplid è fl cubo ; altri l'hanno imficato coi no- 
mi di àstema equirosse , o e^mnaembre , o isometrico , tratto 
dall' uguagliana stessa degli assi della sua forma foudamca- 
tale. Finalmente fu anche chiamato sistema sfetxndico^ perchè 
le sue fi>roie hanno tutte le loro iacde disposte similmente 
attorno a un centro come i punti d' una sfera. 

In questo sistema la forma fondamentale ayendo i suoi tre 
assi uguali , i parametri di questa forma , che in generale ab- 
biamo rappresentati per a^ b^ e nella forma fondamentale di 
qualunque nstema trimetricoy saranno qui espressi da i, i, i. 
In tale forma non può esservi in ciascun ottante che una 
sola fiiccia , di cui ciascuna , a cagione dell' uguaglianaa delle 
sue intersetioni coi piani delle coordinate, dee presentare un 
triangolo equilatero ; essa è dunque una forma rinchiusa ds 
otto triangoli equilateri , cioè un ottaedro regolare* Quest' ot- 
taedro è per consegueoia la forma fondamentale del sistema di 
cui qui ci occupiamo. 

In questa forma tutti gli assi essendo uguali, e similmente 
posti , non ve n' é alcuno che possa distinguere specialmente 
col nome di asse principale ; o in altri termini si può preu- 
dore uno qualunque di essi per tale indifferentemente. 

Oltre qu^ti assi principali si ddibono notare nel sistema rego- 
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lare gli assi ùuermediiy cioè quattro assi iniermedii oUanziali^ come 
li chiameremo , i quali si trovano a ugual distanza dai tre 
assi principali in ciascun ottante dei piani coordinati , e sei 
assi intermedu quailrcuìziaU j che dividono in mezzo V angolo 
formato dai due assi principali in ciascun quadrante. I pri- 
mi uniscono tra loro i centri delle {accie dell' ottaedro fonda- 
mentale opposte due a due , gli altii uniscono i punti di mezzo 
degli spigoU opposti pur due a due dello stesso ottaedro. Nau- 
mann chiama quelli assi intermedu trigonali j e questi assi 
iniermedii rombicL 

Si osserverà ancora che in questo sistema la forma fonda- 
mentale è unica , e determinata y una sola essendo la forma 
dell' ottaedro regolare, come di. qualunque altra forma regolare 
geometrica -, in vece che negli altri sistemi il rapporto di 
longhezza degli assi può variare , e ciascuno di questi sistemi 
non essendo determinato che dal genere di questo rapporto , 
cioè di disuguaglianza di due , o di tutti tre gli assi , com- 
prende, come già abbiamo detto, realmente un' infinità di forme 
fondamentah diverse. Quindi unica è pure la serie cristallina 
di forme derivate in questo sistema regolare , in vece che in- 
finite sono le serie possibili di cristalli negli altri sistemi , in 
ragione della varietà di forma fondamentale da cui sono deri- 
Tate. Ma siccome questo rapporto stesso di uguaglianza degli 
assi che caratterizza il sistema regolare , si può riguardare co- 
me il limite di tutti i rapporti di disuguaglianza che possono 
presentarci gli altri sistemi tra i loro assi , non è da stupirsi , 
se questo sistema di cristallizzazione sebbene formante una sola 
serie di cristalli, è comune ad un gran numero di sostanze 
diverse , mentre al contrario le diverse serie comprese in cia- 
scuno degli altii sistemi appartengono in generale ciascuna 
ad una sostanza determinata. 

Le sostanze più note che presentano le forme del sistema regola- 
re nella loro cristallizzazione naturale o artifiziale, sono il diamante, 
la maggior parte dei metalli, come rame , oro, argento ecc., molti 
solfuri metallici, lo spato fluore ossia fluuro di calcio, il sai comune 
ossia cloruro di sodio , detto sai gemma quando si presenta 
cristallizzato in natura , V alume , il ferro ossidulato di Ha&y ) 
ossia ossido di C^rro detto magnetico ( magnet^eisenstein ) , il 
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granato , io spinello ecc. Tra queste diverse sostanze il dia- 
mante j lì solfuro di zinco , la pirite di ferro , ossia solfuro di 
di ferro ordinario, e alcune altre offrono in generale forine 
emiedriche , mentre le altre in più gran numero si trovano 
sotto forme oloedriche. Non vi ha esempio in questo sistema 
di forme tetartoedriche. 

• 

▲RTICOCO SECOITDO 

Delle forme derivate del sistema regolare. 

A. Derivazione eli queste forme per semplici 
costruzioni geometriche, 

i56. Partendo dall' ottaedro regolare che è la forma fon- 
damentale di questo sistema , e in cui tutti i tre assi sono 
uguali, avremo le forme da esso derivate per mezzo di allun- 
gamenti in <Uversi rapporti di uno, o di due de' suoi parame- 
tri , col che verranno a sostituirsi altri rapporti a quello di ugua- 
glianza che tra essi avea luogo nella forma fondamentale ; consi- 
dereremo prima le forme oloedriche, che si riferiscono imme- 
diatamente all' ottaedro come loro origine , e passeremo poi 
alle forme emiedriche , che si deducono da ciascuna delle 
■oloedriche. Si osserverà qui , che la natura delle forme oloe- 
driche compiute richiede in questo sistema , stante l'ugual 
valore di tutti tre gli assi ^ che ad essi tutti si stendano le 
faccie isoparametriche che le costituiscono , cosicché ciascun 
sistema di parametri si applichi successivamente ai tre assi 
tanto nella lor parte positiva , che nella negativa , combinati 
in tutte le maniere possibili. 

Si applichi in primo luogo , per parlare della forma derì- 
yata più semplice di questo sistema, sopra ciascun angolo sohdo 
come b dell' ottaedro fondamentale abdecf { fig. 55 ) un pia- 
no che sia parallelo come ABCD ai due assi dOa^ fOc che 
non appartengono a quest' angolo , e che sia per conseguenza 
ugualmente inclinato su tutte le faccie che formano il me- 
desimo ; ne risulterà una forma rinchiusa da tre paia di 
faccie opposte perpendicolari l'uno all'altro , faccie che saranno 
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quadrati uguali tra loro, cioè la foi-ma risultante sarà un esae- 
dro regolare, ossia un cubo ABCDEFGHj il cubo e l'ottae- 
dro regolare avendo tra loro questa relazione che 1' una di 
queste forme ha i suoi angoli corrispondenti alle faccie dell' 
altra , cosicché reciprocamente si formerebbe un ottaedro re- 
golare applicando un piano sopra ciascun angolo solido d' un 
cubo , per esempio un piano parallelo ^ abc sull' angolo A 
del cubo. Le faccie del cubo , per l'indicata costruzione, avendo 
per parametro nella direzione di uno degli assi , V asse stesso 
dell' ottaedro i , ed essendo parallele ciascuna agli altri due 
assi j cioè non tagliandoli che a distanza infinita , i tre para- 
metri di ciascuna faccia corrispondenti a quelli dell'ottaedro 
I y I , I saranno oo , i , oo . Se dunque indichiamo 1' ottaedro , 
forma fondamentale , colla sua lettera iniziale O, avremo, se- 
condo i principii sovra stabiliti della notazione dei cristalli, il 
segno ao O oo pel cubo , prima e più semplice forma derìyata 
dall' ottaedro (i). 

Applichiamo ora sopra ciascuno spigolo dell'ottaedro, per esem- 
pio co (fig. 56), un piano come AcBb che sia parallelo a quello 
degli assi che non appartiene a questo spigolo come Oa^ e 
che sia per conseguenza ugualmente inclinato sulle due faccie 
che formano questo spigolo ; dodici essendo gli spigoli dell' 
ottaedro , dodici saranno pure queste faccie, e formeranno quindi 
colla loro intersezione un dodecaedro ossia forma di dodici 
faccie cBACDdbaelEFGf, che si troveranno essere altret- 
tanti rombi. Questa forma si chiamerà perciò dodecaedro rom^ 
bica , o rombo- dodecaedro, £ssa ha qui la massima regolanti^ 
che possa avere *, i suoi spigoli sono al numero di 24 , tutti 
uguali, e similmente posti relativamente al centro , e le sue 
faccie rombi uguali, ed anch' essi similmente posti; i suoi an- 
goli solidi sono 14 9 di cui 6, come quello in &, sono formati 



(1) Nel nstema di notazione di Weiss di cui sopra abbiamo parlato , 
1* ottaedro si indica con ( a : a : a ) , rappresentando a la lunghezza comune 
dei tre itti prìtacipaU , e il cubo prende il tìmbolo (a:ooa:aoa). £ facile 
seguire l' analof^ di qoetta notazione per le altre forme qui appretto. 
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da quattro angofi piani , e hanno il vertice comune con qodB 
deli' ottaedro fondamentale , e 8, come quello in Jj umo formati 
da tre angoli piani al dissopra delle faccie dell' ottaedro; se 
questi ultimi si riunissero con linee si avrebbe iin cubo in- 
scritto nel dodecaedro, e agli spigoli di cui leiaccie di questo 
sarebbero applicate non altrimenti che a quelli dell' ottaedro 
fondamentale. Gli angoli diedri degli spigoli sono di lao^ nd 
dodecaedro. 

Dalla maniera con cui abbiamo costrutta questa fomu sali' 
ottaedro fondamentale , è chiaro che ciascuna delle sue Ciccie 
taglia due degli assi delle coordinate alla stessa distanza dal 
centro che quelle dell' ottaedro , cioè ha colle Saccie di questo 
comuni i parametiì i, i relativamente a questi due asm, e che 
per altra parte essendo parallela al terzo asse , essa ha relatif a- 
mente a questo il parametro infinito. Quindi il segno cristaHo- 
grafico di questa forma sarà o* O i , o semplicemente oo O, oppure 
Ooo , comprendendo nel simbolo O dell'ottaedro fondamentale i 
due parametri con esso comuni. Questa forma fii duamata da 
Weiss granatoedro , perchè si presenta particolarmente ndla 
gemma detta granato. 

Se si concepiscono applicati ad uno qualunque degli spigoli 
dell'ottaedro come cb (fìg. 57) due piani cAby cBb uno da 
ciascun lato , che vadano a tagliare Y asse che non appartiene a 
questo spigolo, come dOuy ad una distanza indeterminata, che 
chiameremo m , maggiore dell' asse i dell' ottaedro , e lo stesso 
si eseguisca su tutti gli spigoli, ne risulterà una forma terminata 
da 24 triangoli isosceli cBACDdbaelEFGfj le faccie che 
partono da ciascuno spigolo dell' ottaedro formando sopra cia- 
scuna delle faccie di questo una piramide triangolare , come 
abcA, Questa forma , se si avesse solo riguardo al numero 
delle sue faccie , si chiamerebbe un icositetraedro\ ma siccooie 
si possono immaginare molte altre forme dt 24 faccie, di altre 
figure che la triangolare , ed altiimenti disposte , e di cui al- 
cune come vedremo ci sono presentate da altre derivazioni in 
questo stesso sistema di cristallizzazione regolare , conviene di- 
stinguere la forma di cui qui si tratta con un nome che ne 
esprima la relazione particolare alla forma fondamentale , e 
quello di triacisoUaedro che significa forma di tre volle otto 



facdej sembra il più conveniente tra quelli proposti da diTcrsi 
cristallografi; da altri fu anche chiamato V ottaedro piramidato^ 
o Y icositetraedro otto-piramidale. I parametri delle faccie di 
questa forma sono , come é chiaro , i , i ed m ; il suo segno 
sarà dunque mOi y o semplicemente mO. Il parametro m re- 
stando qui indeterminato y questa forma rinchiude un' infinit2| 
di forme possibili y secondo i diversi valori che si assegneranno 
ad ut. I valori che se ne presentano il più soventi in natura , 
nelle sostanze che appartengono a questo sistema di crìstallix- 

3 
sasione regolare, sono -, a , e 3 , cosicché ne risultano tre spe- 

Jm 

3 
de di triacisottaedro che hanno per segno - O, aO, e 30. 

Se in vece di far partire tre piani dai tre spigoli che for- 
mano i lati di ciascuna faccia dell' ottaedro fondamentale , co- 
me nella derivazione della forma precedente, si facciano partire 
tre piani come aCAF y bBAFy cBAC dai tre angoli piani 
di^ ciascuna di queste feccie dell'ottaedro come bae { fig. 58), 
i qpiaU vadano a riunirsi al disopra della medesima ; e cosi 
dfi ciascun angolo solido dell' ottaedro quattro simili faccie , 
di cui ciascuna si estenda sopra una delle faccie di quest'angolo 
solido , e vada a tagliare i due altri assi appartenenti alla stessa 
&ccia , prolungati , ad una distanza indeterminata m maggiore 
ddl' unità cioè dell' asse dell' ottaedro *, risulterà dalle interse- 
zioni di queste faccie una forma anch' essa di 24 faccie , 
cDEBACaFbKdGHILMf{ ài Cìnger evitare la confusione 
non si sono segnati con lettere che gli angoli anteriori ) , ma 
che in vece di essere triangoli , saranno trapezoidi simmetrici 
osna deltoidi. Chiameremo questa forma per abbreviare semplice- 
menìle icositetraedro \ ma essa si può anche distinguere coi nt>- 
mi À icositetraedro trapezoidale , o deltoidale \ da Weiss fu 
inoltre chiamata questa forma leudtoedro , o Uucitoide , perchè 
si è particolarmente osservata in una sostanza minerale detta 
ieudU. Si noterà che la stessa forma si potrebbe anche ottenere 
partendo da un cubo , dagli angoli solidi del quale , situati 
in A y E y ecc. , si elevassero *tre faccie , sopra le tre faccie 
del cubo componenti ciascuno de' suoi angoli , e che verreb- 
bero a riunirsi quattro a quattro sulle faccie del cubo.. , per 
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«tempio in fr al dissopra ddla &cda di queste cubo dio 
i suoi angoli in AyE^H^L, cosiccbè le a4 iàtxiit fenneidbbao 6 
sistenù di 4 feccie ciascuno, in vece cbe nella manujv preeedoÉs 
di considerarla , relativamente all' ottaedro y esse fermano % 
sistemi di tre Caccie ciascuno. Dalla costruzione die ne abbia- 
mo indicata è chiaro che queste fiiccie tagliano i tre asti co- 
ordinati a distanze dal centro espresse da i , m, ed m ; il so- 
gno generale di questa forma sarà dunque m Om ; ma eoa 
comprende un infinita varietà di forme secondo il valore che 
si attribuisce ad m. Le varietà che si osservano più firequea- 
temente in natura sono 

^O^j%0%f 303, 404, 606, laOia; 

* 

le varietà %0^ e 3 03 sono più propriamente quelle che Hif 
reno estinte coi nomi di loiciioedro , e ksucUoide rispettila 
mente. 

Si facciano ancora partire da ciascun angolo solido dell' 4r 
taedro quattro &ccie che si estendano ciascuna aopra un 
delle faccie , o piuttosto sopra uno degli spigoh che formali 
quesf angolo , e cosi tre per ciascuna Caccia dell' ottaedro, 
o due sopra ciascuno spigolo, come cABj bAB sopra lo spi- 
golo cb ( fig. 59 ) \ ma in maniera che in vece di andare a 
tagliare i due assi che non appartengono a quest' angolo si- 
lido a due distanze uguali m ^ ne taglino uno alla distanza in- 
determinata m od n , e siano parallele all' altro , cosicdii 
non potrebbero tagliar quest' ultimo asse come dOa che a dì- 
stanza infinita ; ne risulterà ancora un icositetraedro o fb.vn 
di 24 &ccie cABDCdbaGFEf\ ma queste faccie in vece di 
essere trapezoidi saranno triangoli isosceli aventi i loro vertici jegii 
angoli solidi stessi dell' ottaedro ove si riuniscono quataro a 
quattro , e le loro basi trasversali al dissopra di ciascuno sjù- 
golo dell' ottaedro , come BA al dissopra di e 6 ecc. Esse 
formeranno angoli solidi di sei faccie al dissopra delle faccie 
dell'ottaedro, per esempio in A sopra cab. Questi ultimi 
angoli solidi si potranno concepire come i vertici degli angoli 
d'un cubo ABDCGFE y di cui gli spigoli saranno altera 
nativamente tre de' sei spigoli che si riuniscono ia questi 
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angoli, cioè saranno gli spigoli formati dolle basi dei triangoli 
isosceli, onde l' icositetraedro di cui si tratta si potrà con- 
siderare come formato dall' applicazione di sei piramidi qua- 
drangolari sopra le sei £accie di questo cubo. Cosi quest' icosi- 
tetraedro ha ad un tal cubo la stessa relazione , che il trìacisot- 
taedro ha all' ottaedro fondamentale medesimo , offrendo quat- 
tro faccie per ognuna delle sei di questo cubo , come il 
triaeisottaedro ne offre sei per ognuna delle otto faccie dell' 
ottaedro -, potremo dunque distinguerlo col nome di tetracise^ 
saedro che significa forma di quattro volte sei faccie. Weiss lo 
ha anche chiamato cubo piramidato , e potrebbe pure indi- 
carsi col nome di icositetraedro se-piramidale. 

Le faccie di questa forma , prolungate convenientemente , 
tagliando secondo queUo che si è detto i tre assi coordinati 
alle distanze mod^, i,eoo, il segno cristallografico ne sarà 
mOoo , oppure c^Otij e varierà questa forma pei diversi valori 
che si assegneranno ad m od n ; le varietà più frequentemente 
osservate sono 

obO-, o»02, o»03, «•04, o»0^- 

'. Ci resta a parlare della forma la più composta di tutta 
quelle di questo sistema regolare. Essa si ottiene facendo par- 
tire da ciascun angolo solido dell' ottaedro otto faccie, che si 
estendano due a due come cAB , cCA ( fig. 6o) sopra cia- 
scun^ delle quattro faccie che lo compongono, o due a due 
sopra ciascuno de' suoi quattro spigoli , come cAB ^ e DB so- 
pra lo spigolo cb ^ e di cui ciascuna prolungata vada a ta- 
gliare r altro semi-asse dell' ottaedro , appartenente allo spigolo 
sovra cui si estende, ad una distanza n dal centro , e il terzo 
semi-fUse che non appartiene a questo spigolo, alla distanza m. 
Hi ed 11 essendo due numeri indeterminati superiori all'unità, 
• di cui supporremo m maggiore di n. Dall'intersezione di que- 
ste Csiocie , che sono al numero di 48 , risulterà ima form^ 
cEDBAC aGbKdNMLHIftermìnaiSL da 48 triangoli sca- 
leni , sei per ogni ottante del sistema delle coordinate , ossia 
al dissopra di ciascuna faccia dell' ottaedro , ove esse si riuni- 
ranno per fonnare angoli solidi di sei faccie *, nella figura non 
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n sono legnate che le fSucde anteriori per evitare la oonfiinoiie. 
Si otienrerà che de'sei spigoli che formano ciascuno di qnesd 
angoli solidi, tre presi aliemativamente , cioè quelli che par- 
tono da^i angoli dell'ottaedro , come bA^ cAj aA j sono 
quelli stessi che apparterrebbero ad un rombo-dodecaedro, 
«pale sopra V abbiamo costrutto , al dissopra delle Caccie del 
quale, come per esempio cAbDj riunendosi gli altri spigoli, 
Ti formano piramidi quadrangolari come BcAbD che han- 
no quelle faccie per basi -, onde la forma di cui si tratta 
può concepirsi risultante da questa sovraposizione di pira- 
midi quadrangolari sulle fiiccie del rombo-dodecaedro. Questa 
forma avuto riguardo al numero soltanto delle sue laccie a 
potrebbe chiamare tetracaniaoUaedro , e cosi fu appunto chia- 
mata da alcuni cristallografi ; ma ri avrà un nome più espres- 
rivo , rdativamente alla sua derivazione dall' ottaedro , chia- 
mandolo esacisotutedro , ossia forma di sei volte otto /acdc 
Altri volendo esprimere la sua relazione al rombo-dodecaedro, 
da cui ri pu& derivare inmiediatamente, la chiamarono rombO" 
dodecaedro piramidato , e Weiss granatoedro piramidato. Il 
segno cristallografico di questa forma dee essere , secondo 
queUo che ri é detto della sua formazione, mOn\ esso può 
variare in infiniti modi secondo i valori che si danno tanto ad 
m che ad n; le varietà più ordinarie in natura sono 

sol-, lloll, 40., 50f , •jOl. 

Del resto Y esaclsottaedro preso nella maniera più gene- 
rale comprende anche tutte le altre forme particolari avanti 
descritte , poiché i segni di queste non di£feriscono dal segno 
generale di quello , se non perchè m, od n, od amendue vi 
prendono un valore o uguale all' unità , o infinito , o diven- 
gono uguali tra loro. 

Per rendere sensibile questa dipendenza di tutte le forme 
oloedrìcl^e del sistema- regolare dall' esacisottaedro , e mettere 
nello stesso tempo sotto all' occhio la derivatone di questa 
forma , e per conseguenza di tutte le altre dall' ottaedro fon- 
damentale , ho rappresentato neUa figura 61 uno degli otto 
ottanti formati dalle intersezioni dei tre piani coordinati , se- 
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gnandovi per meno di linee punteggiate le iacde quali sarebbero 
essendo prolungate sino agli assi del sistema come lo ridùede 
la loro derivazione , e indicandovi con linee continue le parti 
di esse faccie che rimangono realmente in quest' ottante j nella 
forma che ne risulta , in seguito alla loro mutua intersezione. 
I semi-assi o parametri dell' ottaedro fondamentale , sono 
segnati alla loro estremità colle ciffre i , i', ed i^', e le lettere 
m y n che segnano i punti in cui le diverse faccie dell' esacis- 
ottaedro partendo da una di queste estremità j ossia da uno 
degli angoli solidi dell' ottaedro , andrebbero a tagUare gli altri 
assi prolungati sono pure senz'accento, o con un solo accento, 
o con due accenti corrispondentemente agli assi dell' ottaedro 
a cui si riferiscono. Cosi per esempio la faccia reale i* pg ùl 
parte del triangolo intiero l'm^n , che partendo dal punto i', 
cioè dall' angolo dell' ottaedi'o che si trova sull' asse delle co- 
ordinate ^ , va a tagliare gli altri due assi x e z nei punti n 
ed m", e cosi si dica deUe altre faccie che sono comprese in 
qnest' ottante ; lo stesso si applicherà agli altri ottanti che 
non sono rappresentati nella figura. Ora si noterà che gli spi- 
goli che si veggono nella porzione dell' esacis-ottaedro conte- 
nuto in quest' ottante della figura ( il che avrà pur luogo negli 
altri ottanti ) sono di tre sorta, gli uni come gì' più lunghi de- 
gU altri tutti, altri comedi' di lunghezza mezzana , e i terzi 
come gp più coiti di quelli delle due prime spede. Gii posto 
è facile vedere come V esacis-ottaedro si cangierà successiva- 
mente nelle altre forme più semplici del sistema ; infatti i.<^ fa- 
cendo nizzi nella sua formola o simbolo generale mOriy le 
faccie che s' incontravano due a due in uno degli spìgoli più 
corti , coincideranno in un sol piano , formeranno un triangolo 
isoscele , e la forma diverrà un trìacis-ottaedro =:mO -y 21.^ se 
vi si fa mzz:oo svaniranno al contrario gli spigoli mezzani, le 
faccie due a due che vi si incontravano , e di cui 1' una ap- 
partiene ad un ottante , come quello della figura ^ e l' altra all' 
ottante ^cino, coincideranno in un sol piano, formeranno pure 
un triangolo isoscele , e la forma diverrà un tetraòs-esaedro 
=saoO/t; 3.^ Scendo mzzn svaniscono gli spigoli più lunghi ^ 
le facde due a due appartenenti ad uno stesso ottante che vi 
si tagliavano , coindderanno in un piano , formeranno un tra- 




^mOm od «0« ; j.* fé à li s^ae ed «=i svaniscono ^ 

B on COI piB cotti; le £iccie fi ■oiscono quattro 
di on iTtfaBtT , e doe dell' oltantr tìcìiio m 
«B folo piaao y foioMao on nMabo , e U ioriBa dÌTÌeiie 3 
nMabo-dodccaedro =ae O ; 5.* fioaÌTnle facrnilo m=«=« 
gB cpìigoii più Ittag^ sraùfcooo in un co' mmani , le facde 
cadono odo a «iCto, cjoé dne di cjaifono ifi qoattro ottaBtij m 
«n solo piano, e la fbnna dEviene il cobo acOae. 

Per conpiefc ciò die rignarda le fonoe olocdiicbe dd n- 

osferrcfemo ancora , die le Cxcie £ queste 
po90iio distribiunì in generale in direrse som 
arenlì per asie alcuno de^ asà principali , o intermedìi , a 
cai esse n troiano parallele ; cosi le hcàit del cobo possono 
nkmn ciafcnna a due zone Arene arenti per asse uno de^ 
affi principali -, ciascuna ddle fiicde del rombo-dodecaedro e 
dd tetrads-esaedro appartengono pure a una di queste ione, 
die possono chiamarsi zone dei cubo. Cosi pure le lacde delT 
ottaedro formano zone die hanno per assi gli assi quadraniìaE 
del sistema, e a cui appartengono pure le ÙLcde dì altre deDe 
tonae oloedrìche; esse si possono chiamare zone delToUaedro. Fi- 
nalmente il dodecaedro , ed altre forme ofiìrono zone di faccie 
die hanno per assi gli assi ottannalì , e che possoDO indicarsi 
col nome di zone del dodecaedro. 

157. Per passare ora alle forme emiedricbe , che possono 
derivarsi da queste diverse forme oloedrìche del sistema rego- 
lare, osserveremo in primo luogo che il cubo , e il rombo-dode- 
caedro non sono suscettìbìU dì emìedrìa, il primo perchè 3 pia- 
ni, che sarebbero la metà del numero delle sue facde non pos- 
sono rinchiudere uno spazio per ogni lato , e il secondo per- 
ché non si possono prendere sei delle sue faccie in maniera 
che rinchiudano intieramente uno spazio , e che soddisfacciano 
nello stesso tempo alle condizioni di simmetria che abbiamo 
assegnato alle forme emiedricbe. Si può anche dire che in 
queste due forme , il cubo , e il rombo-dodecaedro , le faccie 
alternative su cui dovrebbe esercitarsi V emiedria per farle 
scomparire , non sono , a cagione della quaHtà infìnita dei due 
coefficienti ut, /t nel primo oeOoo , e dì uno di essi nel secondo 
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00 O, che la continuazione delle faccie che dovrebbero rima- 
nere ; cosicché queste due forme si possono considerare indif- 
fierenteuiente come oloedriche , o come già emiedriche esse 
medesime.Tra le altre forme oloedriche suddette si trova che 
l'ottaedro, il tetraclsesaedro , e 1' esaclsottaedro sono capaci 
di emiedria per faccie semplici, deUe quali però quella che 
corrisponderebbe a quest' ultimo non pare aver luogo in na- 
tura , onde non dobbiamo occuparcene ; che 1' esacisottaedro 
fornisce per altra parte un* emiedria per paia di faccie ; che 
il triacisottaedro y e l' icositetraedro ammettono emiedrìe per 
sistemi di tre faccie ; e finalmente che V esacisottaedro è capace 
di emiedria anche per sistemi di sei faccie. 

La forma emiedrìca dell' ottaedro è il tetraedro y che perciò 
fa anche chiamato da alcuni emi-oUaedro \ è facile in fatti con- 
cepire che dalla soppressione delle faccie alternative aggiaccati 
dell' ottaedro regolare y e dall' ampliazione delle faccie restanti 
nno al loro mutuo incontro , dee risultare un tetraedro y ossia 
piramide triangolare , che avrà tutte le faccie ugualmente in- 
clinate, gli angoli solidi uguali, e gli spigoli di ugual lunghezza, 
insomma un tetraedro regolare. Questa trasformazione si vede 
rappresentata nella fig. 62; la faccia e ba dell' ottaedro e ab de f 
si stende, per V addizione dei tre triangoli bcG , caH , bai 
sui suoi tre lati , nel triangolo IHG , per divenire una delle 
faccie del tetraedro ; la faccia dell'ottaedro bcd a quella ag- 
giacente scompare , come pure cae -, ma la faccia ode prende ' 
un accrescimento simile a quello di cba y e diviene la faccia 
GHL del tetraedro , che forma colla prima faccia IHG del 
medesimo che abbiamo considerata, lo spigolo GH* Pari- 
menti la faccia deU' ottaedro dbf sì stende nel triangolo GLIy 
e la faccia e/a nel triangolo LHI^ onde risulta il tetraedro 
GHLI che copre colle sue &ccie, chiudendo lo spazio, le fac- 
cie alternative dell' ottaedro che sono scomparse. Conforme- 
mente poi a quello che sopra abbiamo detto delle forme emie- 
driche in generale , si osserverà che secondo le faccie che si 
sopprìmono , o che si lasciano sussbtere , debbono risultarne 
due tetraedri , che non differiranno tra loro che per la loro 
posizione relativamente a queUa che si sarà scelta per l'ottaedro. 
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e che ti potranno distinguere coi segni -f* — , e • 

L' emiedria del triadsottaedro per sistemi di tre faccie , die 
i la sola specie di emiedria possibile per questa forma , ha 
luogo per la soppressione alternativa dei sistemi di tre iacde 
triangolari , che applicate in forma di piramide a ciascuna delle 
otto faccie dell' ottaedro fondamentale costituiscono questa for- 
ma, e per l'estensione delle (accie che compongono i sistemi con- 
servati, al dissopra dei sistemi soppressi, sino alla loro riumone. 
Cosi neQa fig. 63 le (accie AbBc , AaCc , AbFa corrispoa- 
dono alle tre faccie che apparterrebbero al trìacisottaedro al 
dissopra della (accia ab e dell' ottaedro fondamentale , cioè ad 
AbCjAaCjAaby già segnate colle stesse lettere nella figura 57, 
ma sono prolungate l'una al dissopra della faccia cbdy l'altra 
della (accia cae, e la terza della faccia afr/ dell' ottaedro fon- 
damentale ; cosi su queiBte faccie dell' ottaedro non si formano i 
sistemi di tre faccie che costituirebbero il trìacisottaedro , ma 
su di esiCf da simili prolungamenti dei sistemi delle altre faiccìe 
alternative che si conservano, si formano in Bj Cj f angoli so- 
lidi di tre faccie in vece di quelli che vi formerebbero i siste- 
mi di (accie soppressi del trìacisottaedro. 

I sistemi conservati essendo cosi al numero di quattro, da- 
scuno di tre faccie , ne dee risultare una forma di i a faccie , 
ossia un dodecaedro , cABDCabdcGFEIf ^ e si trova che 
ciascuna faccia di questo dodecaedro , per la maniera con cui 
se ne opera la mutua intersezione , è un trapezòide simmetrico 
ossia deltoide. Quindi si dà a questa forma emiedrìca il nome 
di dodecaedro trapezoidale o di deltoido-^iodecaedro ; altri lo 
chiamano semplicemente emi-iriacisottaedro. Si può notare che 
se si riuniscono con linee rette i vertici delle piramidi restanti 
che appartenevano al trìacisottaedro , cioè A j D^ Ej Gy à 
avrà un tetraedro iscritto, sopra ciascuna delle faccie del quale 
potranno considerarsi riunite in altri angoli solidi , tre delle 
faccie trapezoidali del dodecaedro di cui si tratta, partendo dai 
tre angoli di questa faccia del tetraedro. 

I segni dei due deltoido-dodecaedri che si possono derivare 
dal trìacisottaedro, scambiando tra loro i sistemi di tre faccie che 
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SI soppnmonoy o si lasciano sussistere, saranno ^ — e •— — . 

L' icositetraedro non può né anche dare un* emiedria , se 
non per sistemi di tre faccie; le (accie formanti ciascun siste- 
ma altematÌTamente da sopprìmersi o da conservarsi sono q[uelle 
che , come si è veduto , possono concepirsi partire da ciascui^ 
angolo solido di ciascuna Caccia dell' ottaedro fondamentale, per 
andarsi a riunire in un angolo solido al dissopra di questa. Cosi 
nella fig.64 le tre £accie AECj AELy ALC corrispondono alle 
tre£aiccie delllcositetraedro della fig. 58, ABcCy ABbF^ ACaF 
che yi si formavano sulla faccia cba dell'ottaedro fondamentale , 
ma sono prolungate sino all'incontro delle altre {accie dei sistemi 
ahemativamente conservati al dissopra delle £Eiccie dell'ottaedro 
di cm i sistemi sono soppressi. Anche in questo caso i sìste- 
nu conservati , e che debbono congiungersi al dissopra di quelli 
aoppressi essendo quattro , ciascuno di tre fìsiccie , dodici sa- 
ranno le &ccie della figura emiedrica risultante , cioè questa 
forma sarà pure un dodecaedro AECLHFGD^ ma le fÌEiccie 
di questo dodecaedro si trovano qui essere triangoli isosceli. 
Quindi questa forma emiedrica prenderà il nome di dodecaedro 
trigonale , o di trigono^lodecaedro quando non si voglia chia- 
mare semplicemente emi^icosìtetraedro. Anche in questa forma 
potrebbe concepirsi iscritto un tetraedro , che avesse i suoi 
angoU solidi nei vertici dei quattro sistemi di faccie conservate 
òoè Aj Hj Gy D\ ma se ne può anche iscrìvere un altro in 
diversa posiiione , e che ha una relazione più intima colla 
natura della forma medesima , riuniendo con linee gli angoli 
solidi a sei fìsiccie , che le faccie conservate appartenenti a tre 
sistemi diversi vengono a formare al dbsopra dei sistemi sop- 
pressi della forma oloedrìca generatrice di questa emiedrìa , 
cioè gli angoU EjCjL^F. Si osserverà nella figura che queste linee 
passano ciascuna per uno degli angoli solidi dell' ottaedro fonda- 
mentale, cosicché le faccie del tetraedro che ne rìsulta, com- 
prendono nel loro piano quelle dell' ottaedro, cioè questo te- 
traedro non è altro che quello che già abbiamo considerato come 
forma emiedrìea dell' ottaedro ; i suoi spigoli si confondono con 
quelli formati nel dodecaedro di cui si tratta dall' intersezione 
deUe Riccie di uno dei sistemi conservati con quelle dell' altro, 
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cojjcdrf daiemi «stema £ tre £wcie 

uoM piramide triangolare fopra ima ddk iKoe di 

tniedro , per esempio la piramide AECL odDa ivcia ECL 

Qimidi si é andie chiamata questa CMma cmiednca Ètbrmtin 

piramidaiOj e n potrebbe pare chiamare dndrrmr d» 

piramidale^ o triadf^teiraedro , cioè fanma di tre 

tra f accie. I segni dei due trigono-dodecaedri che à 

derirare dall' icositetniedro m Om , m due di t cs a c 

^»»..^,»-.--?=,.-^. 

Coorideriamo ora la forma emiedrica die ci fcra ii c g F i 
cisottaedro quando V emìedria li ha Inogo per "■*^*— ■ £ 
fiiecie , cioè deDe sei faccie die si estendono 
fiiccia dell' ottaedro fondamentale. Stendendo le &ccie A qaÉt* 
tro di questi sistemi pren altematiTamente al Assopn de|||i 
altri quattro sistemi che rimangono soppresa , si ferma sopì 
ciascuno di questi un nuoYO sistema di sei faicciey due foiaìle 
da ciascuno di tre dei sistemi conservati , e che attonòaao il 
sistema soppresso. Cosi nella fig. 65 le sei Cicde dell' esadsol* 
taedro della fig. 60 che formavano in ^ un angolo soGdo si 
dissopra , per esempio , della faccia cba dell' ottaedro fondt- 
mentale, si prolungano al dissopra delle iacde ricine deD'ottae» 
dro j come db e ecc. , su cui i sistemi di tre iacde sono sop- 
pressi , onde dall' incontro di queste faccie con quelle fomite 
dai sistemi cooserrati sulle faccie alternative dell' ottaedro , 
vengono a formarsi, su quelle di cui i sbtemi sono soppressi, 
angoli solidi come B ecc. , anch'essi a sei facde. Ne risulta cosi 
una forma di 34 faccie, che si trovano essere triangoli scaleni, 
ossia un icositetraedro a faccie triangolari , ma che si possono 
concepire riunite in quattro sistemi di sei faccie ciascuno. Se si 
riuniscono con linee i vertici dei quattro sistemi consenratì dell' 
esacisottaedro generatore , come A , si formerà un tetraedro , 
da ciascuno degli angoli del quale si potrà concepire che 
partano le faccie triangolari che compongono i nuovi sistemi 
di sei faccie , due sopra ciascun angolo di ciascuna facda dd 
tetraedro, per andarsi a riunire in un ango4o solido su questa, 
non altrimenti che nel deltoido-dodecaedro i nuovi sistemi di 
tre faccie possono concepirsi , come abbiamo veduto, formati 
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ds bocie che partano ciascuna da uno degli angoli piani di 

ciascuna &cda d' un tetraedro posto similmente a questo 
relatiTamente alla forma olocdrìca generatrice , e ali* ottaedro 
fondamentale. Questa circostanza che le 24 faccie dell' icosi-tc- 
traedro dì cui si tratta, si possono cosi distribuire in quattro si- 
stemi di sei faccie che si elevano al dissopra di ciascuna (accia 
d' un tetraedro , ci permette di dargli un nome che lo distin- 
gue dagli altri icositetraedri o figure di ^4 faccie , chiaman- 
dolo esacis-tctraedro , o forma di sei volte quattro /accie. Fu 
anche chiamato icasitetraedro trigonale tetraedrico , icositetrac" 
dro scalenico ecc. , o semplicemente emi-esacis-ottaedro. È chiaro 
che esso ha al suo generatore, 1' esacisottaedro, la stessa rela- 
zione che il deltoido-dodecaedro ha ai suo generatore, il trìa- 
cisottaedro. Inoltre 1' esacistetraedro ha pure al tetraedro che 
vi abbiamo concepito iscrìtto , ma che non é però quello pro- 
dotto dall' emiedria dell' ottaedro fondamentale , la stessa re- 
lazione che V esacisottacdro ha all' ottaedro medesimo. 

Si possono poi anche nell' esacistetraedro riunire con linee 
i Terrei dei quattro sistemi che si formano al dissopra dei si- 
stemi soppressi dell' esacisottaedro *, il tetraedro però che 
Terrà cosi a formarsi sarà bensì in posizione simile a quello 
che riunisce i vertici dei nuovi sistemi nel trìgono-dodecaedro, 
e che è pur quello prodotto dall' emiedria dell' ottaedro 
fondamentale , ma sarà più piccolo , cosicché le sue faccie si 
troveranno al dissotto di quelle di questo tetraedro , poiché 
fjà spigoli più lunghi dell' esacisottaedro passano per gli spi- 
goli di quest' ultimo tetraedro nei punti in cui questi spigoli 
del tetraedro toccano i vertici degli angoli dell' ottaedro , in 
vece che questi stessi spigoli dell' esacisottaedro passano al 
dissopra degli spigoli del tetraedro che riunisce i TCrlìci dei 
nuovi sistemi dell' esacistetraedro. Lo stesso si dica d' un te- 
traedro analogo che si può concepire nel deltoido-dodecaedro. 

I segni dei due esacìstetraedrì che possono derivarsi per 
emiedrìa dall' esacisottaedro , in due posizioni diverse, sono 

mOn mOn 

Le emiedrìe precedenti del sistema di crìstallizzazione rego- 
lare sono tutte di quelle che non hanno più , come le forme 
Voi. I 24 



oloedriche , le loro facàe opposte e parallele due a dae -, e 
r esacistetraedro , che è 1' emiedrìa dedotta dalla fonaa oloe- 
drica più generale , V esacisottaedro , si può riguardare eoae 
il rappresentante generale di tutte quelle emiedrie , ooòcdiè 
esso si riduce a ciascuna delle (òrme emiedriche precedciÉi, 
dando ad m , e n nei loro segni que' valori uguali tra lorO| o 
infiniti , o uguali all' unità, che cangiano V esacisottaedro ncDe 
forme oloedriche corrispondenti. 

Le due altre forme emiedriche dì questo sistema , di coi 
ci resta a parlare , hanno al contrario (accie parallele ed op» 
poste due a due. 

La prima di esse è quella derivata dal tetracisesacdro per facde 
semplici I sola maniera, in cui questa forma è capace di emiedmi 
Sopprimendo alternativamente una a una dodici delle a4 iaccie 
che appartengono a questa forma , esse si ridurranno a dodid| 
che si estenderanno sopra quelle soppresse , onde la tonna 
emiedrica risultante sarà un dodecaedro. Cosi nella fig. 66 , 
ABEDC è ciò che diviene la faccia ABc della fig. Sg, 
quando questa si concepisca estendersi sopra le Cacde DcB ^ 
AcC j BAb della fig. 59 soppresse, e questa faccia fiira eoo 
una delle altre faccie alternativamente ritenute di quelli 
figura , con cui verrà a intersecarsi, lo spigolo DC che passeri 
pel punto e in cui si trova V angolo solido dell' ottaedro , e 
in cui si trovava pure un angolo solido della suddetta figuri , 
e cosi si dica delle altre faccie \ e accade che per la ma- 
niera con cui queste faccie si intersecano allora tra loro , esse 
prendono la figura di pentagoni -, la forma emiedrica di cui si 
tratta , cioè V emi^teiracis-esaedro , sarà dunque un dodecaedro 
pentagonale , ossia un pentagono -dodecaedro. Si osserverà che 
per la natura del tctracisesaedi-o di cui questa foima è l'emie- 
dria , le faccie alternative che si sopprimono e si estendono, 
appartengono ciascuna a due ottanti diversi e vicini del sbte- 
ma degli assi , poiché le faccie che si elevano dagli angoU so- 
lidi de ir ottaedro per formare il tetracisesacdro , si estendono 
sopra gli spigoli di quello , e vanuo a riunirsi colle faccie vi- 
cine al dissopra delle due faccie dcU' ottaedro che formano 
ciascuno spigolo. Abbiamo veduto che questa forma olocdrìca 
può anche concepirsi come formata da faccie che partono dagli 
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Spigoli di un cubo iscritto, in maniera da formare al dissopia 

di queste faccie del cubo piramidi quadrangolari *, due delle 
faccie di ciascuna di queste piramidi rimanendo nella forma 
emiedrica di ciù si tratta , si estenderanno cosi sopra le due 
della stessa piramide soppresse , e sopra quelle puf soppresse 
delle due piramidi vicine , in maniera da prender la forma di 
pentagom, che saranno quindi in numero uguale agli spigoli del 
cubo, e applicati sopra ciascuno di essi, cosicché questi non 
appariranno più come spìgoli nella forma emiedrica. Alcuni 
cristallografi per esprìmere la relazione delle (accie restanti 
due a due alle sei faccie del cubo , hanno dato a questo do- 
decaedro il nome di diaciscsaedro , ossia forma di diie volte 
mfaccìe. Altri l'hanno indicato c^inom^ dÀpirito-dodccaedrOy 
o semplicemente di piriioedro , specialmente nel caso in cui 
è generato dal tetracisesaedro ocOi j perche fu particolar- 
mente osservato tra le forme del minerale conosciuto sotto il 
nome di pirite» I segni dei due pentagono-dodecaedri che pos- 
sono dedursi in generale, in posizione diversa, per V emicdria 

del tetracisesaedro oo 0«, sono -♦• , . 

La seconda di queste cmiedrie a faccie parallele è quella 
derivata dair esacisottaedro, per paia di faccie prese sugli spi- 
goli di mezzana grandezza che abbiamo fatto osservare in que- 
sta forma , che sono quelli che si estendono sopra gli spigoli 
dell' ottaedro fondamentale , cioè una da una parte e V altra 
dall' altra di ciascuno spigolo , e per conseguenza una appar- 
tenente ad un ottante , e 1' altra all' ottante vicino , e ciò su 
questi spigoli presi alternativamente. 

La fig. 67 rappresenta il risultato di qucst' cmiedria. In essa 
per esempio le faccie AB.cK^ BCDc corrispondono alle faccie 
ABc y BDc dell' esacisottaedro della fig. 60 , poste sullo spì- 
golo Bc, le quali si sodo estese, mentre le faccie virine ABi), 
BDb della stessa fig. 60 poste sullo spigolo Bb sono scom- 
parse , e cosi quelle faccie restanti vanno ad incontrare le fac- 
cie pur restanti AGby DbK della fig. 60, anch'esse prolungato 
in maniera da formare gli spigoli AB ^ BC della fi^. 67 c(»u 
quelle , e lo spigolo Bb tra loi-o ; e cosi si dica delle altre 
faccie e spigoli. Le 24 faccie cosi rimanenti delle 4^ apparte- 
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nenti all' esacìsottaedro, stendendosi sopra quelle soppresse, di 

triangolari che erano, prendono la forma di trapesoidi isoiedii 
cioè di quadrilateri a lati in generale non paralleli , ma fi cri 
due sono uguali tra loro , e che talrolta possono anche dif^ 
nire trapeàl , cioè quadrilateri aventi due lati paralleli tra 1^ 
ro , e sempre isosceli. La Corma emiedrica risultante è dunque 
un icositetraedro, o forma di 24 &ccie di questa figura. Tak 
fiirma non di£rcrisce dal pentagono-dodecaedro fig. 66 , se 
non in quanto le &ccie di questo vengono ciascuna a Cannane 
due , come nelle due forme oloedriche corrispondenti , il la- 
traclsesaedro , e T esacisottaedro. Ciascuna faccia che ri tran 
al di sopra d' uno spigolo dell' ottaedlro nel primo , riene a 
formarne due, da una parte e dall'altra di questo 8|ngolo,Bd 
secondo. Quindi si può distinguere la forma emiedrica di cri 
si tratta dagli altri icositctraedri col nome' di diacis-dodecaedro^ 
o forma di due volte dodici faccie. Alcuni lo hanno anche àÒMr 
lasXo icositeiraedro trapezoidale j ed altri piriio-icosiietraedro^ 
ossia icositetraedro della pirite, perchè anch'esso fu particolarmen- 
te osservato in questa specie di minerale. Alcuni chiamando sem- 
plicemente come abbiamo veduto emi'-esacisottaedro V esadste- 
traedro che è pure un' cmicdria dell' esacisottaedro , ne distila 
guono quella di cui qui si tratta col nome di emi^ttacisesaedro* 
I segni di questa forma emiedrica, dedotti da quello dell' esa- 
cisottaedro, sarebbero, secondo la loro diversa posizione relati- 
vi 0« mOn „. j „, 
vamente a questo , -1- e — , come quelli dcU 

esacistctracdro suddetto dedotto dalP emiedria di questo stesso 
esacisottaedro per sistemi di sei faccie. Per distinguemcli si 
è proposto di indicare i due diacisdodecaedri cogli stessi segni 
posti tra due uncini, cioè 
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Sarebbe forse ancor meglio segnare sui simboli di tutte le 
forme eniiedriche , il numero di faccie che entrano nei sistemi 
per cui si fa Y emiedria, il che si potrebbe fare con ugual 
numero di punti posti sovra questi sbnboli. 
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Si osserverà che il dìacis^dodecaedro sì cangia in pentagono- 
dodecaedro , cangiando nel suo segno , astrazione fatta dal 
numero delle faccic per cui si fa V eniiedria, m in oo , cosicché 
il pentagono-dodecaedro non e che un caso particolare del 
diacis-dodecaedro , con cui ha questo di comune che i sistemi 
deOe fiiccìe, o le faccic semplici che si sopprimono alternativa- 
mente si estendono sopra due ottanti degli assi delle coordinate, e 
la loro soppressione produce forme cmiedriche a (accie paral- 
lèle due a due. 

È inutile V avvertire che ciascuna delle diverse varietà che 
offre ciascuna delle forme olocdriclie sopra descritte , di cui il 
nmbolo contiene uno dei coefficienti indeterminati m od n , o 
Emendile , ne può produrre una corrispondente nelle sue for- 
me emiedriche. 

B. Calcolo deUe forme del sistema regolare. 

i58. Questo calcolo consiste in primo luogo nel trovare, per le 
diverse forme del sistema regolare , qui sopra indicate , la 
lunghezza delle diverse linee che si possono considerare in 
tali forme tanto nel loro interno , che nella loro superficie , 
i valori degli angoli piani delle faccie che compongono gli an- 
goli solidi , e quelli degli angoli diedri degli spigoli , ossia le 
inclinazioni, di una faccia sulV altra , il tutto in funzione dei 
coefficienti m ed n, che si suppongono dati per ciascun cri- 
stallo appartenente alla serie di cristallizzazione formata dal si- 
stema regolare. 

Noi ci limiteremo alla ricerca della lunghezza delle due sorta 
d' assi intermedii , del valore degli angoli plani delle faccie , 
della lunghezza degli spigoli , e della grandezza degli angoli 
diedri di questi , tali essendo gli clementi che si misurano il 
più ordinariamente nei cristalli che la natura ci presenta , e 
con cui si dehhono paragonare i risultati del calcolo. 

Per tal oggetto basta dapprima occuparsi della ricerca delle 
formole che si riferiscono all' esacisottacdro tra le forme oloe- 
driche , all' esacistetraedro tra le forme emiedriche a farcic 
Qon parallele due a due , e al diacisdodecaedro tia le funuc 
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cinicdriclie a faccie parallele , essendo queste tre forme le fa 
compUcate di quelle di ciascuna di queste tre dassi , es- 
sicchi le forinole cUe per esse si saranno trovate non firsias 
che semplificarsi nell' applicarle alle altre forme , per mea» 
dei corrispondenti valori uguali tra loro , infiniti , o uguali sV 
unità, che vi prendono i coefficienti m, n. 

Per determinare in primo luogo la lunghezxa d'uno ad 
semi-assi intermedii ottanzìali nell' esacisottaedro , prolungsto 
sino alla superficie di questa forma , e cosi sino all' angola 
solido formato dall' interseuone delle sei faccie dell' esadiolta^ 
dro situate nell' ottante a cui questo semi-asse appartiene, 
come OA nella fig. 60 , consideriamo l' equazione di nn 
di queste faccie F come ABc y che partendo dall' estremilh 
del semi-asse i dell' ottaedro fondamentale preso neU' asse 
delle coordinate z , andrebbe a tagliare i due altri assi x,/ 
prolungati alle distanze m j n dal centro ; 1' equazione di questi 

faccia nello spario sarà — -4- ~ -4- z = i • Questa faccia viene 

m n 

a tagliare il semi-asse intermedio ottanziale del suo ottante , 

e si tratta di vedere in qual punto , il che determinerà la 

lunghezza cercata di questo semi-asse. Ora avendosi per tutti i 

punti di questa Unea, in ragione della sua posizione, x=^=s, 

se ne deduce daUa combiuazione coli* equazione suddetta della 

faccia , per le coordinate del suo punto d' intersezione eoa 

questa, xzi:vz3z= , e quindi per la distanza 

di questo punto dal centi'o, cioè per la lunghezza cercata del 
semi-asse di cui si tratta, che chiameremo T, 



Per trovar poi la lunghezza del semi-asse intermedio quadran- 
ziale , si osserva che quello contenuto per esempio nel piano 
delle z, y^ come OB , va a tagliare T intersezione deUa stessa 
faccia suddetta F con questo piano , che è lo spigolo Bc in 
esso contenuto, e di cui l'equazione, considerandola come una 

linea in questo piano , e — -h s =: i -, poiché dunque anche qui 
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per la potùdone del temi-asse , intermedia tra i due assi delle 
^fjr 9 A ha in tatto questo semi-asse y^z y se ne deduce per 
le coordinate del punto d' interseaone del medesimo colla 

hcda 9 jr s s ss »— - , e quindi per la distanita di questo 

punto al eentro , ossia per la lunghezza cercata , che chiame- 

remo A , £ questo semi-asse , A = • Queste espresào- 

joì dì Tj R hanno per unità la lunghezza del semi-asse prin- 
dpale dell' ottaedro fondamentale , in cui già sono espressi 
n^ n. Se si volessero esprimere i due semi-assi intermedii dell' 
csacisottaedro , prendendo per unità i due semi-assi intermedii 
conrispcnidentì dell'ottaedro stesso, si osserverà j che i valori di 
questi , che si ottengono facendo iit = it=i in quelli di Ty Ry 
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T zz: ì/^ 9 A = |/— • Se dunque si chiamano ty r y ì 

due senu-assi intermedii deU'esacisottaedro, prendendo per unità 
quelli dell' ottaedro y ossia i coefllcienti che cangiano questi nei 
primi y si avrà 

(/i»it-*-m-^n)|/_. 



(n + i) 



|/i " 



Per trovare la lunghezza degli spigoli di tre specie apparte- 
nenti all' esacis-ottaedro, si ossei*verà che i tre vertici degli angoli 
solidi , tra cui sono compresi questi spigoli , sono i .^ un polo 
dell'asse principale come e (fig. 6o), per le coordinate del quale 
si ha per esemplo x = o, ^^o, z= i -, 2.** un polo o estremità 
dell* asse intermedio quadranziale , come B , per cui sì hanno 

come abbiamo veduto le coordinate x=o, r = s:zz -, 

3.® un polo dell' asse intermedio ottanziale y come A y dì cui 

le coordinate sono x^y:=zz^ . Lo spigolo più lun- 
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go come Ac che chiameremo A yk compreso tra il pffiiaO| 1 
il terxo di questi poli, lo spigolo mexzano B^ come JBc» tial 
primo, e il secondo, e lo spigolo più corto C, come ^ il, Ira 
il secondo e il terzo. Mettendo questi valori deUe coor£niti 
dei pund estremi delle tre specie di spigoli nell' espressioDe 
generale della distanza di due punti nello spazio , che è , co- 
me si sa, ^(x — x')»-i-(jr— y)»-|.(a— a')* , quando le coordinale 
di due punti che si considerano sono x,^,s, e x',^, s', si tran 

•«= ^^ — -^, ^-^ ' ^ > ^ = ., , , » 



mn -^m -^it 



^ ^ nym»(;i-4- i)»-i-2/i» 
"" (/itn-i-/it-^;t](/t-i- 1)' 



Conoscendo le coordinate dei punti estremi di ciascuno dei 
tre spigoli A^ B^ (7, se ne possono formare le equazioni nello 
spazio ; ora la geometiùa analitica dà per due linee qualunque 
di cui si conoscano le equazioni , \ espressione del cosseno dell' 
angolo che esse formano tra loro. Si potranno dunque ottenere 
i valori dei cosseni degli angoli che i tre spigoli fanno tra loro, 
che é quanto dire degli angoli piani delle faccic dell' esacis- 
ottaedro; dai cosseni si deducono tosto i seni degli stessi angoli, 
e quindi le loro tangenti dividendo questi pei primi. Si tio- 
vcrà eosì che le tangenti di questi angoli, che ne sono le 
espressioni più comode nell'uso , indicando con a^h^c^ gli an- 
goli rispettivamente opposti in ciascuna faccia agli spigoU /^,^,C, 
come cBAy cABj AcB nella faccia ABc ^ sono 

(»->- 1 )V//»» ( «* -I- i ) •+• u* 
tang a-=, , 

"^ n{n — i) 

, ( m fi -H f» -+- n )V/'t*(«*-H I ) -H /«* 

tana zz. « ^ • 

n[/i(//i» — f/i-i- I )-i-m(/7i — I )] 



tang e „_ ; ;^ 



1 
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Per trovare ora gli angoli diedri degli spigoli , ostia le indi- 

naaoni delle &ccie deU' esacìs-ottaedro tra loro , segiùtando 
ad indicare i ire spigoU che formano i lati di una delle faccie 
F^ come Ac^ BCjABj con AjB^C^ e a prendere per l'equazione 

di questa £siccia — -i»*^-f-2^i, avremo per le equazioni di 

akre tre fiiccie F^y F", F**\ che formano colla faccia F i tre 
qMfoli AyBjCy come ACc^BcDjAbBj le seguenti, cioè 

per /^, — •- — -f-zsi, 
perF", — — h^-»-« = i, 



per F*^, — -«-j^ -♦• -= I , 



Ora la geometrìa analìtica ci dà per V espressione de) cosseno 
dell'angolo f^ che formano tra loro due piani, di cui le equa- 
zioni siano 






ì 



aa'bV^cdoiJ^bVcc' 

COS ^= 1. 4, . 

Mettendo successivamente in quest' espressione i parametri di 
F ed F', di F ed F", di F ed F'" che entrano nelle equa- 
zioni suddette di queste faccie , si otterrà 

C0S^=: r-^ ; , COS i9=— 7 r . 



COS C == — 



m*(n?-4-i)-Mi* * 
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Da queste espressioni dei eosteni si posnno dedcure qnde dei 
cosseni delle metà degli stessi angoli; bcendo per atbr c f ii i t 

yi«»l/i»-*-i)-#-«" . yà = 3f , si trova 



I . m — n I _ !»•« 1 ^ jii(ii—- 1) 

COS— yl= — iT~ > COS — i5 = — Tj-, cos— C=s — ^ ■ y 



i) che dà le proporziom 



cos — yi: cos — Bi cos — C=M — »: n^T: «(il-— i); 
a a a 1 /» 



si trova pare 



I . V(iif-#-ii)*-+-2/ii»ii* 1 _ mlr «* -+• I 
tang-idf = ?-i ^ , tang-J^ = --!^ , 



tang — C = , V • 

iSg. Queste fonnole relati?e all' esacis-otlaedro mO/i, si 
sìmplificano , come abbiamo annunziato , applicandole alle altre 
forme in cui m, oà n divengono 1 , od infiniti, o uguali tra loro. 

Cosi facendovi primieramente n:=zm , esse si cangiano in 
quelle che appartengono ali* icositetraedro m Om , cioè : 

Pei coefficienti dei semi-assi intcrmedii, come OA^ OB fig. 5S, 
ossia per questi semi-assi, prendendo per unità quelli corrispoo- 

denti dell' ottaedro , si ottiene t = > *• = 



m -H a m 

Per le lunghezze degli spigoli 



^_ yi. Vm«-4-a ^_ V//i*-t-i p_my 



m* -H am 



m -I- a m -»- 1 ( /» -i- a) (m -+• i ) 

La prima -^ di queste linee però non è più uno spigolo , come 
lo mostra il valore di cos A che troveremo qui appresso , 
secondo il quale le due faccie che formerebbero questo spigola 
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SI confonclono in uno stesso piano, ma la diagonale simmetrica 

come Ac del deltoide ABcC che risulta dalla riunione di que- 
ste due fSiicde in una sola , come si vede nella figura. 
Per gli ang<A piani delle faccio, si ha 






. Ili -f* 3 tffi m^ TL^m^ -^ Il 



tang e = w, , e quindi tang a e = m V'm^-fr-a • 

|r m* -♦• a ^ 

Gli angoli aò , e ac sono qui i *verì angoU , V uno ottuso , 
come BAC j Y altro acuto come BcC sulla diagonale simme- 
trica ^c, poiché le faccio dì mOn che formavano tra loro il 
più lungo spigolo, si riuniscono qui , come abbiamo detto, in 
un solo piano. 
Per gli angoli diedri degli spigoU si ottiene 
cos^ss— I, d'onde segue che ^=180% doè che la 
spigolo A svanisce come abbiamo già detto , 

„ m» B 1/ 

cos i9= — — — f e tang — =rm^-*- 1 , 



^ a m -+- 1 

cos Czn — 



m* •+• a 



i6o. Facendo quindi n=i nelle formolo generali calcolate per 
mOìij si ottiene nel triacis-ottaedro mO : 

3iit 
Pei coefficienti degli assi intermedii, t= - ■> r=i • 

^ ' aiii-4-i ' 

Per le lunghezze degli spigoli, 

aii»-4-i ^ ' (am-*-i)Ka 
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Quest' ultima linea però non é più ano spigolo y ma la Bnea 
dell' altexsa delle faccie del triads-ottaedro , come AP per la 
faccia Acb nella 6g. 57 , le due faccie che formavano questo 
spigolo rìuniendosi in una sola , come ciò risulta dal yalore dì 
cos C qui appresso. In questa riunione i due spigoli B ten- 
gono a formare una sola linea retta cb che è lo spigolo deD' 
ottaedro fondamentale , epperdò si é indicato il Talore di a ^ 
in vece di quello di B» 

Per gli angoli piani delle £Bu:cie, 

tang ^=00, e quindi asgo®. 



2m 



I 
■ I 



tang(>=rj===. e tang a6=— i -i-E — ^ — 

|r2m»-4- I ' ^ m(i»-»-a) 

tangc = i— — . 

Si é indicata la tangente di afr , perchè siccome Je fiwcie che 
formano , due a due , uno degli spigoli più corti C di mOn 
coincidono qui in un solo piano , l' angolo ottuso delle fiiccie 
al vertice in mO, cioè l'angolo e Ab della fig. 57, è fonnato 
dalla riunione di due angoli b. Per la stessa ragione 1' angolo 
a non è più quello d'una faccia, ma uno dei due angoli retti 
che fa la linea AP sopra cb. 

Per gli angoli diedri degli spigoli ; 

. mim -+"x) 

cos if = — «— ^ , 

a/7i*-i- I 

„ 2/11» — I B ,. 

cos ^= , e tans — = m/a « 

cos C= — I ; cosi quest'ultimo spigolo scompare come ab- 
biamo detto. 

161. Se facciamo ora nelle formolc per T csacis-ottacdro , 
m=oO| otterremo, pel calcolo del tetracis-esaedro oeOn, le 
espressioni seguenti : 

3/1 2/t 



Coefficienti degli assi intermedi! • t = 



''■=« 
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liuee degli spigoli , 

. Vai»* -4-1 « _ V«*-#-i ^ an 

i»-»-i ' n-i-i ' n-M 



la linea B non é ' più uno spigolo , ma la lìnea d' altezza 
delle facde del tetracis-esaedro , come e P nella fig. 59 , 
r angolo delle due faccie che la formavano , scomparendo co- 
me si Tede nella figura , e come il calcolo stesso ce lo indi- 
cherà qui appresso I e le due faccie riuniendon in una sola; si 
é per altra parte notato qui il valore di a C in vece dì queUo di Cy 
perchè siccome le faccie che formavano uno spigolo mezzano 
dell' esacis-ottaedro si riuniscono due a due in un solo piano , 
come abbiamo detto , due degli spìgoli , che erano in quella 
forma i piil corti, si uniscono ora per formare lo spigolo più 
lungo come AB del tetracis-esaedro. 

Angoli piani delle faccie: 

tang a =00, epperciò aa=:i8o% cioè l'angolo piano che 
risulterebbe dalla riunione di quelli delle due faccie di cui ab- 
biamo parlato , cessa di essere un angolo , e non è più che la 
somma dei due angoli retti cPa^ cPby il che si accorda con 
quello che abbiamo veduto, che i due spìgoli C si riuniscono 
in un solo spigolo di doppia lunghezza. 



tang 6= t___; 

n . 

tang c= ^ e tang ac=aii|r/i*-4-i. Egli è a ac che 

diviene uguale l'angolo ottuso delle faccie del tetracis-esaedro, 
come j4cBj per la riunione dei due angoU piani e. 
Angoli degli spìgoli: 

COS yf= — 



COS j9=— I, questo spìgolo scomparendo, come si è detto; 

^ an C n-i-i 

cos C=— -T , e tang — = . 

»*-*-! a n— a 
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iGa. Le espressioni pel rombo-dodecaedro o» O si deducono è 

quelle dell' esacis-ottaedro facendo^ in=oe , e R= i , o de 

viene allo stesso da quelle del tetracis-esaedro , iacendon scb- 

plicemente ii=:i. Si ottiene: 

3 
Pei coeffidenti degli asn intermedii, f = — y r=i. 

Per le linee degli spigoli, ^= --VTf nBziz/^ j 3C=i. 

Jia le due Unee By C non sono più spigoli ; esse fonnaiio te 
semi-diagonali come AP^cP^ fig. 56, delle facde del rombo- 
dodecaedro , e per conseguenza 2^, e aC le diagonali intiere. 

Per gli angoli delle (accie , 

tang ^=90, d'onde aszgo*, e 211=: 180®, come nel tetancis- 
esaedro , 

tang6=t/ry e tang a6= — /d". 



tangc = l/— , etang acs^g"; 



anche qui come nel tetracis-esaedro sì riuniscono i due angoli 
e in uno per la riunione delle due f accie che lì contenerano 
in un sol piano ; ma inoltre riuniendosi nello stesso piano eoo 
queste , come nel triacìs-ottaedro , due altre faccie simili 
dell' ottante vicino , che colle due prime formavano 1' angolo 
solido nella direzione dell' asse intermedio quadranzialc, sì con- 
giungono anche due angoli b in un solo ; qucst' angolo solido 
scomparendo intieramente per altra parte nel rombo-dodccar- 
dro , e i quattro angoli piani a che lo formavano riuniendosi 
in im piano solo. 

Per gli angoli diedri degli spigoU , 

cos y^= , d'onde ^=120®, e tang -=v/3", 

cos j?=cos C^^\ y cioè questi due ultimi spigoh svani- 
scono per la riunione indicata delle quattro faccie in un piano. 

163. Le espressioni relative al cubo ooOoo si deducono 
da quelle generali dell'esacis-ottaedro mOn raceudo\ i //i ^ /i = oo , 
o semplicemente da quelle dell' icosi-tetraedro m Oni , facendovi 
m=oo , od anche da quelle del tetracis-esaedro ooO/i, facendovi 
?i = 00 . Si trova , 

Pei coefficienti degli assi intcrmedii t = 3, r=2. 



383 
Ver le linee ée^jà sjMgoli ai4=a/a'=|/8'i che divengono le 
diagonali delle f accie cessando di essere qpigoli; e !iJ9=:aC=2, 
restando sCgli qpigoli del cubo jenB divenendo linee sulle faccìe 
del cobo uguali a'suoi spigoli, die si tagliano in croce nel mezzo 
di queste faccie , come è facile vedere dalla 6g. 55, 

Per f^ì angoli piani delle faccie, tang a=9o , tang 6=:tang c=:i ; 
cioè r angolo a diviene retto , come ciò dee essere, poiché 
esso diviene l'angolo di due linee perpendicolari tra loro, che 
sono lo spigolo aC, e la linea ai?; gli angoli b e e divengono 
amendue di 4^ « i>^a rìuniendosi quelli di ciascuna specie a due 
a due , formano angoli retti a&,eac,dicui ixb è V angolo 
retto deDe faccie del cubo , e ac é formato dalle linee iB 
che si tagliano in croce nel centro di queste. 

Per gli angoli diedri degli spigoli , cos Azz: cos j9=— i , 
d'onde ang,^= ang. B=, i8o^, cioè questi spigoli scompaiono, le 
faccie che li formavano nell' esacis- ottaedro rìuniendosi in un 
sol piano , come ciò dee essere , poiché V angolo solido che 
essi formavano , che corrispondeva all' angolo solido dell' ottae- 
dro y dee ora corrispondere al mezzo di una (accia del cubo ; 

C 

e cos C=o , tang — = i , cioè ang. Cszgo^^ questo spigolo di- 
venendo quello del cubo* 

i64- Finalmente le espressioni relative ali* ottaedro fonda- 
mentale stesso si deducono da quelle di mOm^ o di mOy 
Facendo x» = i , o direttamente da quelle di m On , facendo 
mzzinzzzì , e si trova : 

Pei coefficienti degli assi intermedìi, {zzi ,r=i , come ciò 
dee essere ; 

Per le Unee degli spigoli, A = l/ì, 2iB=v/T, C=l/i ; 

^B è il valor comune degli spigoli dell' ottaedro; ^4 -+- C diviene 
r altezza deDe faccie dell' ottaedro in cui si riiimscono sei a 
sei quelle dell' esacis-ottaedro ; 

Per gli angoli piani delle (accie, tang a = oo, cioè tf=go% 
tang 6=(/T; ma questi due angoli non si mostrano piik 
come tali , a cagione della riunione delle faccie di cui abbiamo 
parlato , cosicché gli angoli a si riunbcono due a due iu i Ho**, 
e gli angoli by sei intomo al centro della faccia dell' ottaedio, 




384 , ^ 

fHAiio delk fiMoe (UP otteedro ; 

Per gli mgdlii diedri de§h spigoli » eoe ^^ eoe C^— 
questi q^ngoìli tewiiff enda per k ■ ■dd ett ii miiMii dclit 

ficde in un piano ; m eoe As*^«- , o tmg — aei^^ # 

•i deduce per P engcdo £ qncito ipiBolò^ cke Avieoe 
deir ottaedro , logr atf t6'. 

t65. Abbiamo veduto dbe il Iriada-ottaed» mO pA 
derarn oome formato dalla soTrapotiaione di piremidi 
«opra daicuna deHe laccie dell'" ottaedro y e il letrach twmèm \ 
9mOn come fonnato dalla tOTrapotinone di pinunidi qua to a 
gòlari wof/ni un cubo ; considerando queste due Come sotti 
questo aspetto , si pa& cercare regressione dell' altem , e 
degli angoli degli spigoli alla base di queste pramidi. 

Pel triads-ottaedro si osserverà che Pahena della pimmidi 
aggiunta a dascuna facda delP ottaedro , per produrlo , e dbs 
chiameremo A, non è altro che la diSereosadei due semi-assi iirtv- 

medii ottamdali di mO ed O , onde A ha h^z , ^ m , 

prendendo per unità il senu-ASse principale dell'ottaedro e qvafi 
pel coefficiente e di quest' altexza, relativamente al seml-asie 
ottanziale dell' ottaedro^ ossia per quest' altezza , prendendo per 

unità quest' ultimo semi-asse , a= • 

^ ' am •♦• I 

Quanto alFangolo che chiameremo £ dello spigolo alla base deDs 

piramide, siccome la linea di altezza di ciascuna faccia dell'ottaedro 

è divisa dall' estremità dell' asse ottanziale in due parti ji t C, 

secondo quello che abbiamo veduto nd calcolo dell' ottaedro | 

di cui la più piccola C= l/rr , quest'angolo ha l'altezza ddb 

piramide per tangente in un circolo di cui il raggio sia questi 

m— I 



linea l/--f onde si ha tang e s= ^ r=r- — = ^ . 

Y 6 |/i am-M 

r 6 



I 
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Per riguardo poi al tetiacis-esaedro, l'altezza della piramide 
s ov ra p posta alla Caccia del cubo iscrìtto , é la differenza tra il 
•emi-asse principale del tetracis-esaedro , e la porzione di que- 
llo semi-asse che é contenuta nel cubo iscritto; ora il semi- 
Mse principale del tetracis-esaedro é = i , come quello delF 
ottaedro , e la porzione che ne è contenuta nel cubo , ossia 
dbe si termina ad una delle ÙLCcie di questo , è uguale alla 
metà dello spigolo di questo cubo, cioè è uguale alla lunghezza 
dii C metà dello spigolo aC nel tetracis-esaedro , e per conse- 

nema a ■ ' ■ : T altezza cercata é dunque h=z •— — — ; e quindi 

ii deduce anche y per l' angolo s dello spigolo alla base della 



piramidey tang £= =2 — . 



n 

lt-4- i 

mOn 



i66. Per passare ora al calcolo dell' esacis-tetraedro 



a 



come rappresentante generale delle forme emiedriche a faccie 
non parallele , osserveremo primieramente che gli assi princi- 
pali , e gli assi intennedii quadranziali non soifirono alcun can- 
giamento passando dalla forma oloedrica alla forma emiedrìca, 
onde questi assi sono gli stessi nell' esacis-tetraedro , che nell' 
esacis-ottaedro di cui «è V emiedria. Ma gli assi intermedii 
òttanziali si dividono in questo passaggio in due porzioni disuguali 
da una parte all' altra del centro j uno dei semi-assi come OA 
nella fig. 65 , ritenendo la stessa lunghezza primitiva che avea 
nella forma oloedrica generatrice, mentre V altro come OB ne 
prende una più considerevole , dipendente dall' aggrandimento 
dei sistemi di £iiccie alternativi, onde si dee distinguere il semi- 
ottanziale emiedrico dall' oloedrico. Per trovare la gran- 
dei semi-asse ottanziale emiedrico , non si ha che a 
combinare 1' equazione d' una faccia F dell' esacis-tetraedro colle 
equazioni del semi-asse ottanziale posto nell' ottante aggia- 
cente , in cui questa faccia prodotta dall' estensione di una 
di quelle appartenenti a un sistema conservato di faccie 
dell' esacis-ottaedro , va a tagliare questo semi-asse prolun- 
f;atQ. Ora l' equauone di F è y come nell' esacis-ottaedro 
Voi. I 25 
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5! ^Z.w^ 2=1 e le equazioni del semi-asse suddetto sono 
m n 

y^-^z'szo ^ x-^z=o, x^y^o\ dalla loro combiuànone ri- 
sultano le coordinate del punto d' intersezione di cui si tratti^ 

xsr^srs 9 e quindi la lunghezza cercata T del 

seini-asse emiedrico, T' = , in vece che quella T 

del senù-asse ottanziale olocdrico , per V *esacis-ottaedro , cn 

X = . Se si vuole esprimere T' come un mohi- 

mn-i-m-t-n 



plodij/j, 



che é il semi-asse ottanziale dell'ottaedro, il coef- 



ficiente T ne sarà t = ; e se si volessse cspri- 

mn'*-in — n * 

mere il semi-asse ottanziale emledrìco dell' esacis-tetraedro, preo- 

deudo per unità quello oloedrico dell' esac'is-ottaedro i à 

, , 7/1 fi -H ITI -H /i 

avrebbe . 

m/i-*-i?i— /i 

Se cerchiamo ora la grandezza delle lìnee degli spigoli dftf 
esacis-tetraedro , osserveremo che lo spigolo più lungo A del 
esacis-ottaedro ( fig. 68 ) forma, senz' alcuna alterazione di 
lunghezza, lo spigolo più corto dell' esacis-tetraedro , mentre lo 
spìgolo più corto C del primo si estende per costituire il più 
lungo spigolo del secondo , andando a formare il vertice g' 
deir esacis-tetraedro al dissopra del vertice del sistema di sei 
faccic deir ottante vicino , che scompare ; e che lo spigolo B 
si perde intieramente , la faccia mng die era term'mata da 
questo spigolo, dilatandosi nella faccia //i^'g*. In vece dì questo 
spigolo ne compare un altro B' formato dall' intersezione della 
nuova faccia fng'gy o gg's con un altra della stessa specie pro- 
veniente da un altro ottante, spigolo che è caratteristico di questa 
forma emìediica. Se indichiamo il più corto spigolo deiresacis* 
tetraedro, che è lo stesso che A dell' esacis-ottaedro, con A'j 
il mezzano che è il nuovo spigolo proprio all' esacis-tetraedro 
con B\ e il più lungo , che e quello C dell' esacis-ottaedro 
prolungato , con C\ e se consideriamo le coordinate dei punti 
estremi dei due ultimi , che sono conosciute da quello che pre^ 
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cede, ainemo, secondo la nota formola , per le distanze di 
«piestì punti estremi , osaa per le hinghexze di questi sjMgoli , 

y^mM» -+•(/» — n )• ^ amiiVin»(ii-#- 1 )»-#-2n» 
mn-^m — n ' (m/i-Mi»)»— »• ' 

, ., y a/»»/i» -+• (m -4-it )* 
restando sempre yi = ^ ^ = A» 

Quanto agli angoli piani delle {accie dell' esacis-tetraedro , 
siccome uno di questi angoli V, cioè quello opposto idlo spi- 
golo £>j e che è formato dagli spigoli A^ e C'j resta lo stesso 
che quello b della forma oloedrìca generatrice , dobbiamo sol- 
tanto calcolare i due angoli al e e* che sono formati dagli 
spigoli ffj Cy e A^B\ Questo si potrà fare deducendo i valori 
dei loro cosseni dalle equazioni degli spigoli , le quali si for- 
mano esse medesime dai valori delle coordinate dei loro punti 
estremi ; se ne avranno quindi i valori dei seni y e quelli delle 
tangenti degli stessi angoli , e si troverà cosi 



/ 



tanff a! = (^^"*"^— ^)V^*(^*-^')-^^^ 
^ ii[n(m*-»-m-i- i)-»-m(m — i)] ' 

tang.(r = — / _^ ^, T" • 

Passiamo agli angoli degli spigoli dell' esacis-tetraedro. Sio 
come gli angoli degli spigoli più corti e più lunghi A e C\ 
sono gli stessi che nell' esacis-ottaedro , poiché ì primi di que- 
sti spigoli sono gU stessi che gli spìgoli A senz' alterazione , e 
i secondi non sono che gli spigoli C dell' esacis- ottaedro pro- 
lungati , senz' alterazione del loro angolo diedro , non ci resta 
a calcolare che 1' angolo dello spigolo caratteristico R, 

Se prendiamo per Y equazione di una delle . faccie F che 
formano questo spigolo , e che é una faccia dell' esacis-ottae- 

dro ampUata, — -i-*^-«-z=i|r equazione d' un' aitila faccia 
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F cbe n tnni nello staso caio, %tA -•• •^— -«-s= i. Dm 



qaesle due eqoaaooi , per aieno dell' espreaioae geauj i t dd 
cosfcpo d' un angolo Ibnnato da doe facdc piane cfi date eqas- 
xioiiiy che fi fagliano y a trorerà 

_ mfi(a»-^a) 

COS Dmmm ; • 

Jfl^(jl^-»-l)-f-l^ 

167. Le e^Hressioni precedenti applicale aDe altre fònne emie- 
drìche del sistema regolare a f accie non parallrle , considente . 
come casi particolari dell' esacis-tetraedro , ó danno le espres- 
sioni corrispondenti relative a queste lorme; e in primo luogo 
facendori ift=m , per ottenere quelle del trigono-dodecaedro | 
emiedria dell' icosi-tetraedro , si troTa: 

Pel coefficiente dell' asse intermedio emiedrìco ottanzìale , r=3', 

Per le lince degli spigoli, i^= ^ '=,A ddl' icoa- 

^^ ^ ^ ' m-f-a 

tetraedro ; ma questa linea non è più uno spigolo , come già 
non l'era più nell' icosì-tetraedro ; essa é solo la lioea d'al- 
tezza del triangolo isoscele del trigono-dodecaedro, due deUe 
iaccie triangolari dell' esacis-tetraedro , come g'mg rìuniendosi 
in un sol piano per la linea mg «die e una delle linee A o A' 
per cui esse si toccano , e Tenendo a formare un solo trian- 
golo , mentre le due lìnee ff che loro appartenevano, si riuni- 
scono in una sola linea retta ; si ha inoltre i&zz.i^'^ per lo 
spigolo solo , formato dalla riunione di questi due spigoli H 

dell' esacis-tetraedro ; e €'=:— ; 

/TI -♦-2 



Vftì^ -4- 3 

Per gli angoli piani delle faccie si ottiene tang a* = ; 

m-+- 2 

tang b' = tang b dell' icosi-tetraedro ; ma due di questi angoli 
sì riuniscono, come per V icosi-tetraedro, in un solo :tb' per for- 
mare r angolo al vertice della faccia , e si ha per quest' angolo 

^ ,, (m-*-2)y'm»-H2 , 

tang 2£> = — ; tang e =00 , e per conse- 

gucnza e '=90^, come ciò dee essere, poiché i due spigoli B 
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rinniendosi in una sola linea , i due angoli e' che essi Cace- 

Tano con A debbono formare coUa loro somma i8o® ; 

Per (^ angoli diedri degli spigoli, 

cos^z=cos A dell' icosi-tetraedro =: — i ; qiundi ang. A^n i8o®| 
• come dovea trorarsi , poiché questo spigolo scompare ; 

m» — -x 

IH* •4- 1 

« 

cos C=— = cos e dell* icosi-tetraedro. 

i68. Le formole pel deltoido-dodecaedro , emiedria del 

trìacis-ottaedro , si ottengono facendo it=i in quelle dell' esa- 

ds-tetraedro ; si ayrà cosi : 

3iit 
Pel coefficiente del semi-asse emiedrico ottanaale, t=: ' . 

Per le linee degli spigoli, 



■=I^I=Ei=^ad«..i«««a«,> 



/*' = 

aiT» 



-^ y 3in»— am -#• i ^ smV/iin^-f'S . 
ai»— i /pn^-^i 

quest* ultima linea però non è più uno spigolo , ma la diago- 
nale àmmetrica del deltoide , le faccie due a due che forma- 
vano questo spigolo riuniendosi in un sol piano quando 1' esa- 
cis-tetraedro si trasforma nel trìacis-ottaedro , di cui il deltoido- 
dodecaedro é V emiedria; 
Per gli angoli piani delle faccie , 

. >_ ^^ — ' , iim — i)Vam»-*-i 



tangc' = — L ; 
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si SODO indicate le tangend degli angoli doppi W e ift^ pnAè 
riuniendosi qui due a due le faccie che formaTano lo spffioC 
in UQ sol piano come si é detto , W e afr' posti all' estrania 
di questo spigolo C che cessa di esserio, diTengono g& aipi 
piani posti sulla diagonale simmelrica. ' 

Per gli angoli diedri degli 



A'^'^ — ^= cot i< del triads-ottaedro ; 



cos 



come dò dee essetó per la disparìxione di questo spigolo. 

i6c^ Finalmente Cicendo m=n=i nefle brmole delPesKÌh 
tetraedro , o semplicemente m =: i in quelle del trìgono-dode- 
caedro, o in quelle del deitoido-dodecaedro , si troiano qneBi 
appartenenti al tetraedro , cioè : 

Pd coefficiente del semi-asse emiedrico ottamìaley rsS; 

Per le linee degli spìgoli y 

le Knee pero A' e C non sono più spigoli , ma la loro somiDS 
itf'-«- C'=v^ forma T altezza delle i^ccie del tetraedro, men- 
tre i>B* diviene la linea degli spigoli del tetraedro : cioè i so 
triangoli simili sl ggs che si riuoiscono in g nell' esads-tetne- 
dro Tengono a formare un sol piano , in cui lo spig<do gg' per 
esempio che è uno degli spigoli C\ si riunisce in una sola li- 
nea retta colla linea gr che è uno degli spigoli A' o Ajt 
ciascuno spigolo B'j come gm, Tiene a fonnarc con un altro 
spigolo B' una sola linea retta, che è lo spigolo del tetraedro. 

Per gli angoli piani delle faccie , 

tang a^i'rriT, e quindi aa'=6o®, che è V angolo piano deDe 
faccie del tetraedro , i due angoli a quali sono mg'g , e sffg 
riuniendosi in un solo per b disparizione dello spigolo g g ossia C\ 

tang ^'zr/a", e quindi i/=z 6o^ ma sei di questi angoh ò' che si 
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tinniscono ing^engono ad essere in un sol piano, componendo 36o®i 

tang e' =00, onde e' =90^, ma quest'angolo non è più un 
angolo delle faccie deir ottaedro , e ciò indica solamente che 
la lìnea dello spigolo A* che è scomparso , rimane perpendi-* 
colare al nuovo spigolo formato dalle due linee B\ 

Per gli angoli diedri degli spigoli , 

cos ^'=— I , cosjff'ss— , cosCs^i; 

cioè lì due spigoli A* e C* scompaiono come abbiamo detto , 
i loro angoli divenendo 180^, e 1' angolo dello spigolo B' sì 
trova essere 70» 3i' 44"* 

170. Ci resta a parlare del calcolo delle forme emiedriche 
a faccie parallele due a due, il che eseguiremo dapprima sul 
diacis-dodecaedro , che è il rappresentante generale di questa 
sorta ài forme. 

Gli assi intermediì conservano in questa forma emiedrìca ^ 
senz' alterazione ì valori che loro appartengono nell' esacìs- 
ottaedro , sua forma oloedrica generatrice *, ciò si vede nella 
fig. 69 ove gli spigoli del diacis-dodecaedro si sono segnati 
con linee più grosse per distinguerli da quelli dell' esacis-ot« 
taedro , di cui le faccie alternative sussistenti come Fy F% F"y 
F*"j F^y F^ ecc. , colle loro intersezioni due a due , le une 
immediatamente , le altre al dissopra delle faccie soppresse y 
formano questi spigoli ; in fatti il punto b dell' esacis-ottaedro 
che termina 1' asse ottanziale , resta lo stesso nel diacis-dode- 
caedro , e il punto a in cui sì terminava V asse quadranziale 
dell' esacis-ottaedro , resta pure sulla superficie del diacis-do- 
decaedro, sebbene in uno degli spigoli , e non più sul vertice 
di un angolo solido. Questi semi-assi non formano dunque un 
nuovo oggetto di calcolo. Ma un' altra linea nell' interno della 
forma richiede qui la nostra attenzione , sebbene a cagione 
della sua posizione variabile , secondo i valori di m e di n , 
non possa essa considerarsi come un asse. Questa linea è la 
distanza rp del vertice dell' angolo solido irregolare , che si 
forma in /? , o in ^ ecc. , dal centro delle coordinate. Questo 
punto è necessariamente situato nel piano d' una sezione piiu- 
cipalc , e si tratta dì determinarne le due coordinate in tale 
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piano. Supponendo che questo piano sia per esempio qMb^ 
delle Xy z, si osseirerà che il detto punto é formato dall' in- 
tersezione del più corto, e del più lungo spigolo, come Aj Bj 
di due paia dì taccie , G<mie F, F^ , t Fj F^ j spgoli & 

cui le equazioni sono — ^-z=ii, x^ — := i ; combinando qne* 

WS II 

ste due equazioni , si hanno per le coordinate cercate dd 
punto comune ai due spigoli , cioè di quello della loro in- 
tersezione , p \ 

m(ii—- 1) n{m — i) 

apsr ■ ■ • z^^ ' • 

mn^^i mn — i 

Passando a cercare la lunghezza delle linee degli spigoli dd 
diacis-dodecaedro , si noterà che essendo le fiaccie del disòi- 
dodecaedro trapezoidi isoscelici , o trapezii pur tali y non ab- 
biamo da calcolare che tre dei loro lati come ibrmanti gE 
spigoli di cui si tratta; li distingueremo coi nomi di SfìpI» 
più corto , più lungo , e mezzano , e li indicheren» rispettifs- 
mente colle lettere A'\ B'\ C% corrispondenti ad Ay B^ C 
della figura , e tra cui si vede che C è quello che si trova 
doppio in ciascuna faccia. Per trovarne i valori si osserverà che 
lo spigolo A" ha pei suoi punti estremi un vertice dell'angolo 
solido comune coir ottaedro , come g , di cui le coordinate 
sono , se si prende quest' angolo suU' asse delle z , x = o ^ 
jr^o j z=i, e un vertice dell'angolo irregolare, comep, 
di cui le coordinate sono , secondo quelle che abbiamo veduto , 

m{n—i) n(m--i) 

mn — 1 m/t— I 

quai|do si i>rende questo punto nel piano delle x, z. Lo spi- 
golo B^ è terminato dallo stesso vertice dell' angolo irregolare, 
e da un altro angolo , come e , comune all' ottaedro , preso 
per esempio ncll' asse delle x, e di cui le coordinate sono 
x=i,^=ro,2=ro; fìnalmentc lo spigolo C'^'è liiuitato dallo 
stesso angolo irregolare , e da un augolo solido come b , di 
cui il fenice è comune coli' esacis-oltaedro , e di cui le co* 
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ordUuite sono x=:y=2= . Conoscendo cosil le co- 

ordinate dei punti estremi di ciascuno di questi spigoli, se ne, 
coochiuderà , colla nota espressione, la distanza , due a due , 
Oftsia la lunghezza di ciascuno spigolo, e si troverà 

^^ V(/i»»n*-Hm*-Hn»)» — m*/i»(iii-H/i-f-i)» 
(m»-f-/i» -4-/1) (/Hit— i) 

Quanto agli angoli piani delle fiacde del diacis-dodecaedro , 
essi sono al numero di quattro; indicheremo con a" quello 
fennato dai lati B^ e 6", con b" quello formato dai due C'V 
con €f quello formato da C e A"j e con «{"quello for- 
mato da ^'^ e B". Questi angoli sono rispettìvamente quelli 
segnati f , bj Py g per la faccia qbp^ del dìacis-dodecae- 
dro nella figura. I valori dei cosseni di questi angoli si trove- 
ranno per mezzo della nota formola di analisi geometrica , dalle 
equazioni degli spigoli ^% B^'j C" che formano questi angoli 
eoUe loro intersezioni due a due; se ne dedurranno quindi 
anche i seni, e poi le tangenti ; i risultati di questo calcolo sono, 



tane a zz. « 

® /i»(m» — n)-HOT(m — /i») ' 

tang 6" = — i -^ i — ' 

^ mn\^m^n'Jh i) 

„ m(mn — i)V/7i«(n*-4- i)-i-/i* 

tane e ^ -— — ^^ — « 

^ m*{m — /i»)-fr-ii(m*--i») ' 



tang if"=Viii* (#»»-*. O-Hii» . 

Abbiamo veduto che sebbene in generale le facete del diacis- 
dodecaedro siano trapezoìdi isoscelici , esse possono però essere^ 
anche trapezii, nel qual caso i due lati come B"y O* divengono» 
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paralleli tra loro. Per vedere qaal relasione vi debba eisae 

tra i due coefficienti m ed n perchè questo abbia luogo , n 

osserverà che in tal caso si dee avere la somma dei due angoli 

piani c"-»-£2"=i8oo, e quindi tang£f= — tangc'^; sostitueiid» 

qui i valori generali di tang J' e tang c^ or ora trovati , avreiBO 

1, j. j. . mimn — i) . 

1 equazione di condizione — : ^-^^ ; = i , che a 



riduce, sviluppando, a (iift*-i-i)(iii — ii*)=o , o sei 

m— ii^=:o, ossia m=:,n\ Tra le varietà conosciute in naturi, 

questa condizione non si verìfica che in quella 1 1 . 

Quando questa conditone non ha luogo , le £siccie del diadi- 
dodecaedro sono semplicemente trapezoidi , e non trapezii ; 
i loro lati opposti come B'\ C* non sono più paralleli; età 
convergeranno, andando verso il più coito bito ^'', o diverge- 
ranno , secondo che si avrà m > o < di n^; questo caso però 
della divergenza non é fin qui stato ancora osservato in natura. 
Per quello poi che riguarda gli angoli degli spìgoli del diacis- 
dodecaedro , è chiaro in primo luogo die l' angcdo di B* i 
uguale all' angolo dello spigolo corrispondente B dell' esacis- 
ottaedro. Quanto ai due altri angoli degli spigoli , se Y equa- 
zione di una delle faccie F che contribuisce a (ormarli è 

— ^ — -1-2= I , quelle delle faccie F' e F^ che formano ri- 
m n ^ *" 

spettivamcnte con F gli spigoli C* ed A'*j saranno 






m n ' m n 



Quindi la forinola per V espressione del cosseno d' inclina- 
zione di due piani, di cui le equazioni sono conosciute , ci dà 

Facendo ora nelle diverse formole precedenti calcolate pel dia- 
cis-dodecaedro , /7i=oo , si ottengono le formole CQrrispondcnù 
relative al pentagono-dodecaedro , come segue: 
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Coordinate del vertice delPangolo irregolare, 0*= , z= i 

fm 

Lìnee degli spìgoli , 



3^»_ ^(^— ff*^J/EEiy c"=V^ 



n»-+.i 



Ma la linea ^^ non é più uno spìgolo ; essa è V altezza del 
pentagono simmetrico formato dalla riunione in un solo piano 
di due trapezii o trapezoidi del diacis-dodecaedro ; e da questa 
anione risulta pure che due degli spìgoli A** %\ riuniscono in 
HI solo spìgolo Sitf" del pentagono-dodecaedro. 
Angoli piani delle facde , 



,_n»y/i*-4- I _ 



»» .. Il4— II* — I 



^ ii»-4.i ^\n^^i n4-ni*-n* 

tangi^s — i i-t , e cos fr"= ; 

^ yi * ii»-fr-ii-fr-i • 

tang e" =— 11)^/1» -H I ; tang d"=9o , d'onde ii"=9o« -, 

Jb' angolo W é quello formato dalla riunione degli angoli a" 
delle due faccio del diacis-dodecaedro che vengono a formare 
una sola faccia pentagona-, V angolo piano d' svanisce per la sua 
unione nello stesso piano con un altro simile a cagion di quella 
dei due spigoli ^'^ in una sola linea , su cui la linea che for- 
mava lo spigolo B '* cade perpendicolarmente • 

/i*— I 
Angoli degli spigoli, cos A'^z^"^ -, cos i5"= — i , e per 

conseguenza ang. i9"=i8o<>, a cagione della coincidenza in un 
solo piano , delle due faccie che formavano questo spigolo *, 

cos C"= — . 

ii»-»-i 

Si può qui notare che perchè questa forma divenisse il pen- 
tagono-dodecaedro regolare della geometria , cioè avesse tutti 
i lati dei pentagoni uguali , i loi*o angoli piani pure uguali , e 
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finalmente agnali andie ||^ lingoli dBedn de^jli .pigoli f «,p> 

«thiederebbe. che ai avesse Oitf'sC; cos aaf'ascoiA'scos^; 

cos A^^cmC^» Se una di queste tre condBiiom isaie ri enny iu l i, 

lo sarebbero anche le altre due ; ma si trorm die ciascuna di 

esse conduce al coeffidonte di derivasioBeiis !— si^iSm-i 

yalore irrasionale, e che perciò nou può lealianrn iu 
U pentagonordodecaedro rqpdare non può dunque uvir 
nella crislalliBanone ; tra le varietà coPD Scin l e queBa the fa 

se ne approssinm e ? ossui • 

171. Tutte le fomude precedenti riguardauoil eakofe dbelli^ 
per cm A trovano ^ angoli ^ t fj& altri elementi d* vm 
derìrata del sistema rqpilare , supponendo oosioadnti i 
denti di deiivaaone ni, is di questa fimsa dall' ottasdio 
damentale. Ma nell' applicaiìonè pratica drilia teoria ddla in- 
stalUuaaone, accade sovente che si aUbia a fiou il caksb 
inverso, doé dati dall' osservaadone alcuni di questi 
un cristallo appartenente al sistema regolare , i 
mente gli angoli diedri degli spgoli, che sono |^ 
pl& atti a tale scopo y si debbano trovare i valori dei 
m ed rij per mezzo di cid questa forma osservata deriva daV 
ottaedro ; le fonnole per tale oggetto si possono dedurre per 
mezzo delle convenienti inversioni , e combinazioni , da queDe 
che abbiamo stabilite pel calcolo diretto; ma questa appfica- 
zione delle nostre fonnole essendo per dir cosi estranea aDa 
teoria medesima della cristallizzazione, e un oggetto di poro 
calcolo analitico , d dispensiamo qui dall' occuparcene. 

ARTICOLO TBBZO. 

Delle combinazioni delle forme derivate del sistema regolare. 

17!!. Molte forme derivate possono , come abbiamo detto, 
combinarsi tra loro, in uno stesso cristallo, cosicché questo 
presenterà faccie appartenenti a più forme derivate semplici , 
nella posizione in cui esse sì presenterebbero in r«af5'ff««^ 
forma separata , ma che si intersecheranno in difcrse maniere. 
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^ttdle d' una forma con qucHe dell' altra ; Io miuppamento 

della teoria di queste combinaziom consiste ad assegnare in 
.dascun caso la forma che ne risulterà per queste diverse 
faccie, coi loro diversi angoli piani, e lunghezze ed angoli 
degli spigoli ecc. j ia somma a determinare tutti i rapporti po»- 
nbili della combinazione delle forme di ciascun sistema , e in 
pardcolare dd sistema regolare di cui qui si tratta j tanto 
oloedrìchei che emiedriche* Tuttavia nella ricerca di questi 
rapporti si può da principio non aver riguardo che alle com- 
biiiaiioni binarie , poiché la teoria generale delle combinazioni 
ternarie y e ulteriori, si perderebbe in un' in6nità di problemi, 
senaa presentare vantaggi particolari nell'applicazione, ciascuna 
combinazione moltipla potendo scomporsi in combinazioni bi- 
narie, e svilupparsi quindi secondo le regole di queste. Tutta- 
vìa per avere almeno- riguardo alla modificazione la più inte- 
ressante , e la più frequente delle combinazioni ternarie , che 
è quella relati? a al caso , in cui gli spigoli di combinazione 
di dae forme sono troncati dalle faccie d' una terza forma , si 
potrà esaminare in seguito ai diversi problemi dei rapporti 
delle forme combinate due a due , quale divenga relativamente 
a queste due forme in particolare Y equazione di combinazione con 
una terza forma , di cui già abbiamo data 1' espressione gene- 
rale per tutti i sistemi di cristallizzazione , nel primo paragrafo 
di questo Capo, n. i54* Quanto alla maniera di considerare le com- 
binazioni binarie, è conveniente per la chiarezza e per aiuto dell' 
imaginazione di concepire sempre una delle forme come domi- 
nante , cosicché r altra non faccia che modificarla con tronca- 
ture e smuzzamenti di spigoli e d' angoli solidi ; in questa 
maniera, a dir vero, ciascuna combinazione binaria si presenta 
due volte, ma ciò può appena riguardarsi come una ripetizione, 
stante che una stessa combinazione prende un aspetto affatto di- 
verso, secondo che 1' una o l'altra delle due forme é dominante. 
173. Ciò posto per cominciare a considerare le combinazioni 
delle forme oloedriche del sistema regolare , poiché 1' esacis- 
ottaedro é il rappresentante generale di queste forme , per 
isvihippare le legg^ di queste combinazioni nella loro maggior 
generalità , ri dovranno in primo luogo esaminare i rapporti 
di combinazione di. due esacis-ottaedri mOn^ m*Pn^,. 
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Per la consideranone di questi rapporti, temlnrerebbea piÌM' 
vista che si dovesse rinmixiarei relativamente ai due esads-ottaeèi 
da combinarsi , alla maniera di concepire che abbiamo fin fi 
adoperata per le forme separate, che consiste nel supporre a 
tutte una lunghezza uguale ed invariabile degli assi prindpsK 
tanto nella forma fondamentale, che nelle derivate, ugoagUaut 
che abbiamo ottenuta, ritenendo sempre per una dei parametri 
di ciascuna foccia delle forme derivate la lunghesia stessa del 
seminasse principale della fonha fondamentale , e facendo sol- 
tanto variare gli altri due parametri per mezzo dei coeffictend 
US ed n , cosicché tutte le intersezioni di queste faccia restassoo 
comprese negli ottanti formati dagli assi della forma fondamen- 
tale medesima* Questa supposizione in fotti sembra contndit^ 
toria , almeno in parte , all' idea- della combinazione di dne 
fonne tra loro , poiché ammettendola , se per esempio i 
due coefficienti in, n d'una delle forme fossero amendoe 
maggiori , o minori dei due coefficienti corrispondenti Di', a' 
dell' altra , una delle forme resterebbe coperta dall' altra, sena 
che si avesse alcuna intersezione delle loro facde , e in gene- 
rale la diversità delle dimensioni delle due forme , dee can- 
giare la posizione assoluta delle intersezioni. Ma si noterà che per 
giudicare dei rapporti di combinazione non si richiede se non 
di conoscere la posizione relativa delle faccie delle due forme, 
e cosi quella pur anche delle linee in cui si intersechereb- 
bero quando fossero trasportate , ove d' uopo , parallelamente 
a loro stesse , gli angoli diedri che esse \i farebbero tra loro 
colla mutua inclinazione , e gli angoli die queste intersesioDi 
delle faccie o spigoli farebbero tra loro nel loro incontro ,^ e 
quindi gli angoli solidi che ne risulterebbero , circostanze che 
non variano dal cangiamento delle dimensioni relative delle due 
forme fondamentali, comunque esso faccia variare le dimensioni 
delle faccie, e degli spigoli; ora si ottiene per tale oggetto una mag- 
gior facilità, assegnando originariamente a queste faccie certi punti 
d' intersezione comuni , pei quali i poli degli assi principali si 
offrono il più naturalmente, come quelli che già si presentano, 
nella derivazione delle forme separate , come i punti cardipali 
comuni di tutte. Converrà solo ritenere , che in questa maniera, 
di concepii'e i risultati della cqmbtif^zione , quando si ^yerà 
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]peì rapporti delle due forme , coincidenza dello' spigolo di una 

dì esse con uno spigolo dell' altra , questo significherà che se 
ù Tarlassero proporzionalmente le dimensioni di una delle due 
forme , in maniera che la forma a cui apparterrebbe lo spigolo 
di angolo più acuto divenisse più grande , vi sarebbero nella 
forma combinata due intersezioni delle faccie delle due forme, 
parallele aUo spigolo della forma che lo ha più ottuso; le por- 
noni di faccie della forma di spigolo più acuto, che rimarreb- 
bero al dissopra di queste due intersezioni, dovrebbero conce- 
pirsi soppresse , per evitare gli spigoli rientranti , che senza ciò 
si formerebbero nella forma combinata ; quello spigolo acuto 
scomparirebbe , e non rimarrebbero più che due spigoli della 
forma combinata paralleli a quello più ottuso dell' altra forma. 

Questo si rende sensibile dalla fig. 70, ove supponendo che lo 
spigolo ab d' una delle forme si fosse trovato coincidere , par- 
tendo da una stessa forma fondamentale, collo spigolo a'b* jhù 
ottuso d' un' altra forma , se le dimensioni della prima forma 
venissero ad aumentarsi , o quelle della seconda a diminuirsi , 
sf avrebbero tra le faccie fonnanti questi spigoli le intersezioni 
cdy efj le quali, togliendo le porzioni delle faccie estranee al 
distailo che ne può risultare , diverrebbero due spigoli paralleli 
allo spigole a'b' che rimarrebbe. Questa formazione di tre spi- 
goli paralleli in vece d' un solo che avrebbero presentato le 
due forme separate dicesi bisellamerUo dello spigolo della forma 
a cui avrebbe appartenuto lo spigolo ab , considerando questa 
come dominante. Ogni qual volta adunque si troverà pei rapporti 
delle due forme considerate come derivate da una stessa forma 
fondamentale di date dimensioni , coincidenza tra i loro spìgoli , 
questo significherà bisellamenlo dello spigolo di una delle 
forme , con produzione di due spigoli di combinazione paralleli 
allo spigolo dell'altra , e ciò avrà luogo nel caso dell' indicata 
relazione di dimensioni diverse, senza la quale non vi sarebbe, 
per quanto spetta a questo spigolo , combinazione delle due 
forme ; 1' estensione poi più o men grande delle faccie di bi- 
sellamento , dipende dalla disuguaglianza più o men grande 
che le dimensioni ^A\e due forme possono presentare. 

L' analogo si dica del caso in cui, nella supposizione suddetta 
di identità di dimensioni delie due forme fondamentali ^ -si 
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trorasse coinddenza dei vertici tf e a' ( Gg« 71 ) di due anpi 
solidi ; ciò indicherebbe soltanto, che attorno al rertice d dcff 
àngolo solido di una delle due forme può aver luogo, quando 
una di esse abbia dimensioni proporzionalmente più gruA 
dell' altra , un contomo di spigoli di combinazione , che lasdì 
solo sussistere 1' angolo più depresso , il che si chiama aBO 
smtitzamcnio dell' angolo a dell' altra forma considerata come 
dominante , e questa sarà allora la modificazione che sola potrà 
essere prodotta dalla combinazione, quando essa si effiettnt. 
In questo caso lo spigolo bc prodotto dall' intersezimie che 
dovrà necessarìamente aver luogo, tra una qualunque delle 
faccie bac , e V altra ba'o delle due forme, a cui apparterrdkbeio 
ì due angoli solidi a e a'j potrà essere o parallelo, o comim- 
que inclinato agli spigoli che queste due faccie formerebbero 
colle faccie vicine delle stesse forme ; se loro fosse parallelo tì 
sarebbe bisellamento dello spigolo appartenente aUa forma di 
cui fa parte la faccia ba!c j quando questa si considensse 
come dominante , onde si potrebbe la modificazione di coi à 
tratta , riguardare o come uno smuzzamento dell' angolo a £ 
una delle forme , dall' angolo a! dell' altra , o come un bisel- 
lamento dello spigolo suddetto di quest' ultima forma dallo 
spigolo corrispondente della prima , secondo le dimensioni pia 
ò men grandi delle porzioni sussistenti delle faccie , che 6. 
porterebbero a considerare V una o V altra delle forme combi- 
nate come dominante. Se poi quel parallelismo degli spigoli 
non avesse luogo , si dovrebbe necessariamente riguardare la 
circostanza indicata come uno smuzzamento dell' angolo solido 
a di una delie forme , dall' angolo solido a! dell' altra , tra le 
quali dovrebbesi allora riguardare la prima come dominante , 
e la seconda come secondaria , o modificante la prìina ; e 
resterà in tal caso a determinare , dalle altre relazioni delle due 
forme, in qual direzione saranno inclinati gli spigoli di combi- 
nazione che circondano 1' angolo a! della forma modificante, 
relativamente agli altri spigoli ed angoli solidi delle due forme. 
Si può notare ancora che quando, considerando sempre le due 
forme combinate come dotate degli stessi assi principali, ossia 
dì dimensioni uguali di forma fondamentale, si trovasse la co- 
incidenza d' uno spigolo dell' una con una (accia dell' altra , 
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^piesto indidierebbe che una troncatura dì quello spigolo da 
questa ùteciAy avrebbe luogo per la diniinuzione delle dimensioni 
deUa seconda forma ; lo spigolo allora scomparirebbe , e non 
resterebbe che una faccetta piana tra due spigoli paralleli di 
combinaxione , la faccia piana facendo cosi riguardo allo spi- 
golo troncato la stessa funzione j che faceva , nel caso del 
bisellamento , V angolo dello spigolo più ottuso relativamente 
allo spigolo più acuto* E cosi pure se si trovasse, per dimensioni 
uguali, coincidenza d'un angolo solido di una delle forme, con 
una £iccia piana dell' altra, potrebbe succedere , per la varia- 
aooe di dimensioni di una di queste forme, la troncatura dell' 
angolo solido della prima dalla faccia della seconda , per cui 
a qneU' angolo verrebbe a sostituirsi una faccetta piana circondata 
da tanti spigoli di combinazione quante erano le faccie che 
concorrevano a formarlo. 

Le circostanze di cui abbiamo parlato di bisellamenti di 
spigoli , smuzzamenti d' angoli solidi , e troncature degli uni o 
degli altri , sono indicate , come si é detto , dalla coincidenza di 
spigoli tra loro , di vertici d' angoU solidi pur tra loro , e di 
spigoli ed angoli solidi con faccie, nelle due forme considerate 
come di uguali assi principali , pel caso in cui quella che 
ha f^ angoli degli spigoli , o gli angoU solidi più ottusi , o 
una faccia in contatto con uno spigolo , o con un angolo so- 
lido dell'altra, venisse poi ad avere minori dimensioni. Queste cir- 
costanze però potranno aver luogo , anche colle supposte dimen- 
sioni primitive determinate dall' uguagUanza della forma fonda- 
mentale, quando con queste stesse dimensioni uno spìgolo dell' 
una fosse parallelo a quello dell' altra, ma ad esso inferiore e più 
ottuso 9 o 1' angolo solido più ottuso dell' una fosse al dissotto 
dell' angolo sohdo più acuto dell' altra , o la faccia dell' una 
passasse al dissotto d'uno spigolo, o del vertice d' un angolo solido 
dell'altra ; e le stesse circostanze continuerebbero allora a ve- 
ri6carsi anche nei cangiamenti di dimensione che si applicas- 
sero ad una delle forme , purché non si facessero in un tal 
senso , e in grado si considerevole, che venissero a distruggersi 
le condizioni indicate. 

174* Adottando adunque l'uguaglianza primitiva dei due ottae- 
dri , forme fondamentali dei due csacis-ottaedri mO/i, m'On' 

VoL L a6 
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di cm dobbiamo qm esaminare le combinarioni ita loro, fjà 
assi principali delle due forme , (jualwique siano i coeffidenti 
de' loro parametri, saranno sempre uguali , cioè quelli stesn ddDl' 
ottaedro fondamentale , e per conseguenza i poli di questi assi 
principali saranno tra loro coincidenti. Siccome inoltre i punti 
estremi degli assi quadranzìale, ed ottanziale cadono per le due 
forme sulle stesse linee, la maniera di presentarsi della combina- 
sione dipenderà evidentemente dalla grandezza di questi due asù 
intermedii, o che viene allo stesso dalla grandezza dei dne coeffi- 
cienti ty Tj che esprimono i rapporti delle loro lunghezze a 
quelle dei 'due assi corrispondenti dell' ottaedro. E^ è dunque 
per mezzo di questi due coefficienti , che dee svilupparsi la 
teoria delie combinazioni dei due esacis-ottaedri. 

Cerchiamo in primo luogo quali siano relativamente a quesd 
coefficienti le condizioni della coincidenza , o del parallelismo 
degli spigoli delle due forme combinate , che rendono possibile 
il bisellamento degli spigoli di una di esse dall' altra , quando 
si cangino poi convenientemente le dimensioni delle medesime; 
condizioni, in virtù delle quali può aver luogo la specie di 
combinazioni , in cui queste bisellature si fanno senz'altro 
smuzza mento degli angoli solidi , che quello che ne è la con- 
seguenza , e che però chiameremo combinazioni regolari. 

i.^ Succederà la coincidenza degli spigoU più lunghi, cioè 
di quelli che vanno dai poli degli assi principali a quelli degli 
assi ottanziali , quando i'=zt j cioè quando i due semi- assi ot- 
tanziali saranno uguali , perche allora i due punti estremi di 
questi spigoli coincideranno tra loro ; il semplice paraUelismo, 
nella nostra supposizione, non può aver luogo tra questi spigoli, 
finché si ritengono le dimensioni primitive -, esso si verificherà 
solo quando si vengano a cangiare le dimensioni di una delle forme. 

1.^ Avrà luogo per la stessa ragione la coincidenza degli 
spigoh mezzani , che vanno dai poli degli assi principali ai poli 
degli assi quadranziali, quando r'^zr^ cioè quando i due semi- 
assi quadranziali saranno uguali. Questa coincidenza non potrà 
divenire , anch' essa , un semplice parallelismo , che pel can- 
giamento nelle dimensioni di una delle forme. 

3.^ Nel caso in cui si verificassero amcuduc le coincidenze 
delle due sorta di spigoli precedenti , coinciderebbero pur anche 
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Becnsarìamente gli spigoli più corti, poiché coinciderebbero 
le loro estreoDÙtà che sono i poli degli assi ottanziale , e qua- 
dranxiale , e allora le due forme diverrebbero una sola , e 
non tì sarebbe più combinazione; ma questi spigoli potranno pre- 
sentare inoltre un semplice parallelismo , ritenendo le dimensioni 

i t 
primitive supposte delle due forme , quando — = — , o che è 

lo stesso -^ = — , cioè quando gli assi ottanziale e quadranziale 

saranno disuguali tra le due forme , ma avranno lo stesso rap- 
porto , come è facile vedere. 

Nel primo e nel secondo caso succederà un bisellamento 
degli spigoli più lunghi e mezzani rispettivamente di una delle 
forme , per mezzo dell' altra , cangiando nel senso conveniente 
lé dimensioni di uno di essi , secondo quello che sopra si è 
detto ; nel terzo si avrà un simile bisellamento degli spigoli 
più corti della forma in cui le due sorta di assi ottanziale e 
quadranziale sono più grandi , epperciò gli spigoli più acuti , 
dando a questa minori dimensioni che all' altra , senza il che le 
fiiccie non potrebbero intersecarsi , partendo tutte dalle estre- 
mità degli assi principali. 

Se si mettono nell'espressione delle condizioni precedenti, in 
vece di t^ t!y r,r\ ì loro valori, che abbiamo stabiliti nel cal- 
colo delle forme derivate separate , in funzione dei coefficienti 
dei parametri , m , n , m', n', avremo le stesse condizioni espresse 
immediatamente per mezzo di questi coefficienti; cioè avremo 



m'n* mn 



tszf', quando •—, j= • r^zzr. quando nìzzni 

if t - m'inf'hi) m(w-4-i) 

-;=— .quando — ^ — ^= . 

r r ^ n n 

Passando poi alle condizioni della coincidenza dei vertici 
degli angoli solidi di due forme combinate aventi uguali le 
dimensioni della forma fondamentale , è chiaro , che questa 
ooincidenza ha sempre luogo per gli angoli di otto faccie si- 
tuati sugli angoli stessi dell' ottaedro fondamentale , e quanto 
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alle altre due specie di angoli solidi, cioè quello di sei lacde snir 
asse ottaoiiale , e quello di quattro faccie sull' asse quadraa- 
siale, le condiziom della coincidenaa consbtopo neU^agnagliama 
di questii assi tra le due forme, cioè sono C^zf', r^=r, le stesM 
che determinano la coinddenxa dd due spigoli più Innfjhi, e mo- 
xani rispettivamente. Ma quando tale coincidenza non ha luogo, 
per essere f > o <£', r^ o <r, f^ angoU solidi di spede ooiri- 
spoadente, delle due forme , sono però senqire posti sulla stessi 
linea , cioè quella dell' asse ottanàale , o quadranziale rispettÌTi- 
mente; onde non A richiede realmente alcuna particolar condi- 
lione, fuori di una certa relazione di magpore o minore ottusità 
degli angoli delle due forme tra loro , perchè possa sucoedoe 
la combinazione , quando si cangino le dimensioni di una 
delle forme nel senso conTcniente , ed anche talvolta ritenen- 
do le dimensioni stesse dipendenti da uua forma fondamen- 
tale comune. Quando questa combinauone avrà luogo , ti 
sarà intersezione delle faccie d' una forma concorrenti a formate 
V angolo che rimane smuzzato , con quelle dell* altra fonni , 
e si dovrà determinare per ciascun paio di fsiccie che cosi si bf 
tersecano, la posinone dello spigolo di combinaaone che ne risul- 
terà. Supponiamo per esempio che la foccia F' di m'Ori conside- 
rato come forma subordinata , venga cosi ad intersecare la focda 
jPdi mOity considerato come forma dominante. Lo spigolo di com- 
binazione che consiste in quest' intersezione, taglierà sempre due 
degli spigoli della faccia triangolare Fy e prenderà conseguen- 
temente una certa situazione relativamente al terzo spigolo, 
che non ne è tagliato immediatamente ; se gli è parallelo , si 
potrà considerare come formante qui un bisellaniento , e la 
combinazione a questo riguardo sarà ancora compresa tra le 
combinazioni regolari di cui già abbiamo parlato. In caso con- 
trario si avrà una di quelle combinazioni che chiameremo irrC' 
golari y . e si tratta aUora di sapere qual è la direzione secondo 
la quale lo spìgolo di combinazione converge con quello spigolo 
non intersecato di F. Ora siccome ciascuno spigolo è terminato 
da due vertici diversi di angoli solidi , la convergenza si farà 
verso r uno , o verso V altro di questi vertici d' angolo , e si 
dovrà determinare la posizione dello spigolo di cui si tratta , 
indicando verso quale di questi due punti essa abbia luogo. 
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Ciò posto dovremmo ora esaminare pii\ specialmente i diversi 
casi di semplice bisellatura degli spigoli , ossia di combina- 
tione regolare, e quelli di smuzzamento degli angoli solidi, da cui 
possono risultare le combinazioni irregolari , ed indicare le 
condizioni dipendenti dalla relazione di grandezza degli angoli 
degli spigoli , o degli angoli solidi , che vi debbono essere tra 
i due esacis-ottaedri , oltre quelle dell' esistenza o nò delle 
ccHncidenze o dei parallelismi suddetti , perchè questi casi si 
Terifichino realmente , o possano verìiScarsi pel cangiamento 
delle dimensioni di una delle forme , considerando , in queste 
combinazioni, la forma mOn come dominante, e la forma rn'On' 
come subordinata o modificante la prima. Ma qiieste partico- 
larità non essendo che conseguenze dei principii generali della 
teoria che qui esponiamo , e potendo facilmente dedursi dalla 
considerazione di ciascun caso proposto , a cui si vogliano essi 
applicare , ci dispenseremo dall' occuparcene specialmente. 

175. Siccome poi qualunque forma derivata oloedrica del 
sistema regolare può essere considerata come un caso par- 
ticolare dell' esacis-ottaedro , si concepisce facilmente che per 
le combinazioni binarie delle altre forme oloedriche di questo 
sistema , sia coli' esacis- ottaedro stesso , sia tra loro , i rap- 
porti di combinazione sono essenzialmente compresi anch' essi 
in quelli dei due esacis- ottaedri , presentando solo aspetti e 
circostanze particolari , secondo le diverse specie di forme che 
vi si considerano ; se non che alcuni dei casi relativi alla com- 
binazione degli esacis-ottaedri, possono essere esclusi, in diverse 
di queste combinazioni, dall' impossibilità di riunire insieme le 
condizioni che loro si liferiscono. 

Reciprocamente vi sono alcune circostante particolari nell' 
aspetto delle forme combinate , che possono presentarsi in 
alcune di queste combinazioni , e che non si presentavano in 
quella dei due esacis-ottaedri. 

Tali sono in primo luogo le troncature di spigoli , o d'angoli 
solidi j che debbono sostituirsi ai bisellamenti di spigoli , e agli 
smoKzamenti degli angoli , quando ad uno spigolo della fonna 
dominante venga a corrispondere , in vece d' uno spigolo più 
ottuso della forma subordinata , una faccia piana di questa , 
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o ad un angolo solido della prima, in Tece d' wa' aagcdo lo&da 

più ottuso y pur anche una faccia piana della seconda. 

Un altro accidente è quello di bisdlamento di un angolo 
solido, per cui a un angolo solido della forma dominante Tiene 
a sostitiùrsi uno spigolo della forma subordinata , che si toon 
corrispondervi* 

Può anche accadere che la smunatura d' un angolo di piò 
facde sia ridotta ad un numero di fsccie aguale alla inda 
soltanto del numero primitivo. 

176. Passando a parlare delle combinaxioni ddle Ibiae 
emiedriche, tratteremo separatamente di quelle che nonluaao 
le foccie opposte parallele . due a due , ^ di quelle a fiKde 
parallele. Nelle prime , le forme capaci di quella specie, di 
emiedria, si presentano realmente .emiedriche in combfauoioae; 
per conseguenia V ottaedro vi si mostra come tetraedro , 3 
triacis-ottaedro come deltcHdo-dodecaedro, Y icosaedro come tri- 
gono-dodecaedro, e Fesacis-ottaedro come esads-tetraedro. Pè^ 
sono però entrare inoltre in queste combinazioni , senm die 
esse cessino di essere emiedriche , il cubo, e il rombo-dodecae- 
dro , perchè queste due forme . possono ' rìguardarri , secoado 
che abbiamo veduto , come per loro stesse emiedriche , nello 
stesso tempo che sono oloedriche ; e lo stesso può dirsi per 
una ragioae analoga del tetracis-esaedro relativamente all' emie- 
dria a faccie non parallele , sebbene questa forma sia altronde 
suscettibile di emiedria a faccie parallele. . 

Per trovare i rapporti di queste combinazioni si dovrebbero 
esaminare anche qui le combinazioni binarie delle indicate 
forme due a due , considerando ciascuna di loro per ordine , 
come dominante , e indicando le modificazioni che esse pro- 
vano dalle faccie della forma subordinata. Ma si può comin- 
ciare a risolvere il problema in tutta la sua generalità , consi- 
derando la ooHìbinazione di due esacìs-tetraedri e , 

V esacis-tctraedro essendo come già abbiamo veduto il rappre- 
sentante generale di ogni forma cmiedrica a faccie non parallele. 
In ciò però dee aversi riguardo, come in generale nella ricerca 
delle combinarioni di tutte le forme emiedriche, alle due di- 
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ìrerse posizioni che le due forme emiedriche tra loro combinate 
possono avei^ 1' una relativamente air altra , e in conseguenza 

81 dee esaminare non solamente la combinazione di ■ 

n 

m'Or! , „ -, mOn m!On! 

e ■ , ma anche quella di e — . 

a ' ^ 2 a 

La n\aniera di presentarsi delle combinazioni dei due esacis- 
tetraedri , di cui 1' uno sia considerato come dominante , e 
I' altro come subordinato , dee evidentemente dipendere , 
nella supposizione degli assi principali uguali , dai rapporti dei 
coefficienti ter che esprimono le grandezze dei semi-assi 
ottanziali , oloedrico ed emiedrico , di una delle forme , di cui 
it primo rìiAane , e il secondo si produce nella forma emie» 
drica , prendendo per unità il semi-asse ottanziale della forma 
fondamentale *, e dei coefficienti / e t^ che esprimono le gran- 
dezze degli stessi semi-assi nella medesima unità per V altra 
fbmia ; in fatti egli é da questi semi-assi ottanziali che dipen- 
dono la posizione , e gli angoli degli spigoli delle due forme , 
poiché V asse quadranziale , che altronde è lo stesso nell' 
emiedria , che nell' oloedria, si termina nelle forme emiedriche 
alle faccie ampliate , e non ad alcuno dei loro angoli solidi. 

Ora considerando primieramente le combinazioni dei due 

. ^ ^ , ,mOn m'On! ,, . . ,, , 

esacis-tetraedri e , 1 uno come dommante , e 1 altro 

come subordinato, si osserverà che i due sistemi di sei faccie 
triangolari che si trovano, per le due forme, in ciascuno dei quattro 
ottanti degli assi coordinati per cui essi sussistono, sistemi di cui 
i vertici sono gli stessi che appartenevano ai due esacis- 
ottaedrì , di cui queste due forme sono le emiedrie, dipendono 
quanto ai rapporti d' inclinazione dei loro spigoli , e faccie , 
da f, r, t*, e t' precisamente nella stessa maniera che quelli 
dei due esacis-ottaedri , di cui abbiamo considerato qui sopra 
le combinazioni , dipendevano da t , r , t', r', essendo quc^tì 
sistemi nelle due forme emiedriche similmente situati relativa- 
mente a quegli ottanti che nelle forme oloedriche corrispondenti. 
In fatti sia cab ( fig. 72 ) una delle faccie dell' ottaedro 
fondamentale di una di queste forme , e Og il senù-asse ot- 
tanziale I dell' esacis-ottaedro di cui essa è T emiedria. Questo 
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semi-aase , e il vertice g del sistema di facete die conadenn» 
rimarraiio gli stessi nell' esacis-tetraedro. Lo spigolo piik A^ga 
dell' esacis-ottaedro , come ga^ gb^ o gCj sussisterà pure sena 
alterazione di lunghezza , divenendo però il più corto ipigolo 
deli' esacis-tetraedro. I tre altri spigoli intermedii che erano i 
più corti dell' esacis-ottaedro si allungheranno in Gy G t (? 
per andare a formare i nuovi sistemi proprii all'esaos-tctraedro 
al dissopra dei sistemi soppressi dell' esads-ottaedro , t diver^ 
vanno f^\ spigoli più lunghi dell' esads-tetraedro v la litiiazioDe 
ne sarà determinata òsi due semi-assi Og^szi oloedrìco, t OGsiXf 
che è il nuovo semi-asse emiedrico , come ^ella degU ^ig(£ 
più eorti dell' esacis-ottaedro era determinata dai dae semi-asà 
oltanzìale e quadranziale ter. Finalmente la àtaazione de^ 
spigoli mezzani dell' esacis-tetraedro, come bG ecc. ^ sarà pure 
determinata dai due semir-assi principale come 06= ly e emie- 
drico OG^T y non altrimenti che quella degG spigoli mezzani 
deU^esacis-ottaedro era determinata dallo stesso semi-asse princi- 
pale I j e dal semi-asse quadranziale r. Il sistema della forma emie- 
drica , il quale non é altro che il sistema corrispondente deOa 
foriaa oloedrica , di cui soltanto la lunghezza di due delle sorta 
di spigoli è alterata , ha dunque la stessa dipendenza da < e r , 
che questa avea da £ ed r. Per ottenere un triangolo , a cui 
i nuovi spigoli abbiano la stessa relazione , quanto alle loro 
lunghezze rispettive , e alla posizione , che quelli dell' esacis- 
ottaedro avevano alla faccia dell' ottaedro fondamentale , basta 
riunire con linee i vertici Gy &, G", che si formano al dissopra 
dei sistenù soppressi nel passaggio all' emiedria v questo triangolo 
è una delle faccie del tetraedro , che abbiamo veduto a suo 
luogo potersi concepire nella nuova forma emiedrica y avente 
le sue. faccie parallele a quelle dell' ottaedro , e a quelle per 
conseguenza del tetraedro che sarebbe 1' emiedria di questo 
ottaedro , ma al dissotto di esse ; la posizione di questa faccia 
è diversa da quella della faccia dell' ottaedro corrispondente ^ 
avendo , non altrimenti che quella del tetraedro emiedrico di 
questo j i suoi angoli corrispondenti ai lati della medesima y 
e reciprocamente. Quello poi che si è detto di una delle 
forme che si vogliono combinare relativamente a I e r ^ 
si applica ugualmente all' altra relativamente a t' e t', onde 



4^9 
eguè j come abbiamo detto , che i rapf>orti di questa omibi- 

Azione hamia la stessa dipendenza da f , r, (' e r% che 

[uelli della combinazione dei due esacis-ottaedri sopra conside- 

ata ayeano da £, r, (' e r'. 

Da ciò risulta che la combinazione di due esacls-tetraedii 

>resi nella stessa posizione relativamente alla loro forma oloe- 

, . . , ,. m On m On - \ •% ^» ^ • 

anca , aoe di e , dee presentare relativamente ai 

loro spigoli più corti , mezzani , e più lunghi , e agli angoli 
che ne sono formati , • e sotto condizioni dipendenti dai rapporti 
di uguaglianza e disuguaglianza di ty r, /, r', casi affatto 
analoghi nell' aspetto, e nella disposizione degli spigoli , ed an- 
goli della forma della combinazione , ai casi rispettivamente 
presentati dalla combinazione di due esacis- ottaedri relativa- 
mente ai loro spigoli più lunghi, mezzani , e più corti , e alle 
condizioni di rapporti tra ty r , f', e r*. 

177. Ma dobbiamo qui inoltre esaminare le combinazioni 
che possono aver luogo tra due esacis-tetraedri in posizione 
inversa 1' uno all' altro , cioè in cui i quattro nstemi di sei 
faccie che rimangono , e si estendono in uno degli esacis-ottae- 
dri generatori nel suo passaggio all' emiedria , sono quelli che 
corrispondono alle faccie dell' ottaedro fondamentale alterne 
con quelle a cui corrispondono i sistemi che rimangono nella 
brmazione dell* altro esacis-tetraedro ; cioè , secondo la nota- 
zione che abbiamo adottata, tra e — . In questa 

sorta di combinazioni il semi-asse emiedrìco di una delle forme , 
coincidendo col semi-asse olocdrico dell' altra , e viceversa , a 
cagione che 1' antico vertice dei sistemi nell' uoo si trova nell' 
Eisse del vertice dei nuovi sistemi dell' altro , bisogna parago- 
nare tra loro , nelle relazioni precedenti r' e I, e l' e r in 
rece dÌT'er,edi<'et; allora i casi che sarebbero ana- 
bghi ai precedenti non possono più tutti succedere , perchè 
Bon possono più verificarsi tutte le condizioni ad esù relative, 
stante che si ha sempre r>^, e r'>l', il nuovo vertice in 
ciascun esacis-tetraedro essendo sempre più elevato dell' antico , 
>ssia di quello rimasto dall' esacis-ottaedro generatore. 
Noteremo ora che le condizioni di rapporti di t, r, i'y r'. 
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da cui dipendono , secondo le analogie indicate colle combini- 
sioni degli esacis-ottaedri sopra considerate , i casi di qudk 
degli esacis-^tetraedri tanto similmente che inversamente formati, 
si potranno tradurre in rapporti tra i coefficienti n», n, m', ti, 
come già si è accennato per quelli delle combinazioni degli esacis- 
ottaedri, osservando che si ha qui, in conseguenza dei yalori 
delle quantità I, r, t'j e j'j quanto agli esacis-tetraedrì nells 
stessa posizione , 

. . m/i fìtti 
f=zt , quando —; ?= , 



niìi mn 



T'=r, quando -7 j = 



jìt — ti' ut— w 



-,= -, quando— ;;^=—^;p-; 



e quanto agli esacis-tetraedrì in posizione inversa j 



r=r, quando —T »= • 



1^=1^ quando 



tn'n' mn 



m' — n* m-^n 



Nella stessa maniera poi che le circostanze delle conibi^ 
nazioni dell' esacis-ottaedro con ciascuna delle altre forme 
oloedriche , e di queste, due a due, tra loro , considerandone 
una come dominante , e V altra come subordinata , si dedu- 
cono da quelle relative alle combinazioni dei due esacVs-ottae« 
dri , cosi pure le circostanze relative alle combinazioni a faccie 
non parallele dell' esacis-teti*aedro colle altre forme emiedriche, 
o considerate come tali , e di queste, due a due, tra loro, si de- 
ducono da quelle dei due esacis-tetraedri , di cui queste altre 
fonne possono considerarsi come casi particolari ; se non che 
anche qui non tutti i casi che sono possibili nelle combinazioni 
dei due esacis-tetraedri rimangono possibili nelle combinazioni 



deUe altre fonne , e 1' aspetto ne é diverso , secondo la diversa 
maniera con cui le faccie si intersecano tra loro. 

178. Le combinazioni emiedriche a faccie parallele due a 
due, nel sistema regolare, delle quali , dobbiamo ora passare a 
trattare , sono in generale rappresentate , secondo quello che 
sopra abbiamo veduto, da quelle di due diacis-dodecaedri 



rmOnn rm'On!~l 

1— j • 1 — j . 



i quali però debbono considerarsi anche qui separatamente o 
in posizione simile, o in posizione inversa tra loro. Nelle com- 
binazioni di queste forme , a cagione della loro particolare 
qualità, si debbono annoverare tra le combinazioni distinte per 
qualche regolarità , non solamente quelle in cui gli spigoli di 
combinazione sono paralleli ad uno dei lati delle faccie della 

forma dominante 1 ( lati che sono qui al numero di 

quattro , poiché le faccie del diacts-dodecaedro sono quadri- 
latere, cioè trapezii, o trapezoidi ) , il che sarebbe analogo alle 
combinazioni delle forme precedenti in cui gli spigoli di com- 
binazione erano paralleli ad uno dei lati delle loro faccie 
triangolari , e formavano cosi bisellamenti o troncature di spi- 
goli ; ma ancora quelle in cui i due spigoli di combinazione 
sono pai'alleli alle due diagonali diverse di queste faccie. Cosi 
riferendoci alla 6g. 73 , la quale rappresenta le tre faccie che ri- 
mangono in un ottante , ossia al dissopra di una delle faccie 
dell' ottaedro fondamentale, nel passaggio alla forma eniicdrica di 
cui si tratta , considereremo come dotate di questa regolarità 
le forme combinate in cui gli spìgoli di combinazione sono paral- 
leli : i.<*agli spigoli più lunghi B"\i,^ai^Vi spigoli più corti A'\ 
3.® allo spigolo irregolare C" aggiacente a B"\ 4*° ^^^^ spigolo 
irregolare C/', aggiacente ad A"; 5.® alla diagonale isoscelica a , 
cioè quella che riunisce V angolo che fanno i due lati C\ C/'y 
uguali tra loro, coli' angolo che fanno gh altri due lati ; 6.^ alla 
diagonale anisoscelica by che riunisce gli angoli formati da 
dascuna delle due linee uguali C" e C/', coi due altri lati A*'y B\ 
Si possono trovare le condizioni relative a questi parallelismi 
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o immediatamente per mezxo £ sempBd consdennom gemm^ ^ 
trìche y o facendo uso dell' equanone che ci dà la ralaùone M 
tre piani qualunque di cui V uno sia paraDeto all' interteòoK 
dei due altri, e formi per conseguenia con questi inleneiÌMi 
ad essa parallele, equazione di cui fpk abbiamo in&ca t o Y an 
per istabilire Veiptazione di combmazione per le combinnìai 
ternarie delle forme in generale. Hi limiterò qui a rifeiìrci 
risultati di queste considerazioni , e caladi , cioè le condinoii 
definitive stesse, per cui si hanno nella combinazione dei te 
diads-dodecaedri di cui si tratta, i suddetti direrà p a raWflia ii 
degli spigoli di combinazione , cioè : 

A. Per una posizione simile delle due forme A aTranno g|l 
spigoli di combinazione paralleli , 

I.** Agli spigoli più lunghi ìB*, quando, it'zrn; 

2.<* Agli spigoli più corti jt*j quando , m'zzzm ; 

3.<> Agli spigoli irregolari C, attigui a j8^, quando 

m\m^ — n)n — «'(/ini— i)iif n — m'n\m — ii*)mzzo ; 
4.** Agli spigoli inegolari C/, attigui ad jt\ quando 

m\mn — i) mn «4- »' (m — n*)m^^m'fi[ (m*— n) fi:=o ; 

5.® Alle diagonali isosceliche , quando 

ii»V(m— -/i) — i»'(m— 1)1» -♦•II' (n — i)m=i:o , 

mV/i'— 1) m(n— 

ossia -y—i 1 = -r ; 

/i(/» — i) n{m — i) 

6.^ Alle diagonali aaisosceliche quando 



mW mn 



m'-^^n' m-*-n 



B. Per una posizione inversa delle due forme , le condi- 
zioni per gli stessi parallelismi degli spigoli di combina- 
zione , si ottengono dalle precedenti , scambiando semplice- 
mente tra loro le lettere m* e n', se non che il 5.* caso dei 
parallelismi suddetti non può realizzarsi per le forme in questa 
posizione. 

Anche qui occorrerebbe ora di esaminare i diversi casi di queste 
combinazioni , coi loro diversi aspetti ed accidenti , sia sugli 
spigoli , sia sugli angoli solidi , secondo le diverse relazioni tra 
m, ìij m\ n\ e che comprendono le combinazioni sia regolari , 
ossia soddisfacenti alle indicate condizioni di parallelismo degli 
spigoli j sia irregolari , per cui questo parallelismo non ha 
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i; ma ci dispensereiBO dall'entrare in queste particolarità, 

la stessa ragione che abbiamo allegata relativamente alle 

linaùoni oloedriche. 

Quindi ci asterremo pure dall' esaminare partitamente le cir- 

tnze relative alla combinazione, sia del diacis-dodecae- 

GoUe altre forme emiedricbe a £accie parallele due a due, 

o che possono considerarsi come tali , cioè /:ol pentagono-do- 

^fecaedro , sola altra forma emiedrica di questa sorta , e colle 

Cqnne oloedrìche , che possono fame funzione , che sono 

1' icod-tetraedro , il triacis-ottaedro , il rombo-dodecaedro , 

V ottaedro , e il cubo , sia del pentagono-dodecaedro con 

^aeste ultime forme , in ciascuna delle quali combinazioni si 

dovrebbe considerare per dominante o per subordinata, o l'una 

o l'altra delle due forme. 

Noterò solo a questo riguardo ciò che ci offrono di particolare 
le combinazioni del diacis-dodecaedro col cubo , e del penta- 
^no-dodecaedro coli' ottaedro. In quella del diacis-dodecaedro 
col cobo , le sei faccie del cubo vengono in generale a formare 
troncature sui sei angoli formati da quattro faccie del diacis- 
dodecaedro al luogo dei sei angoli solidi dell' ottaedro fonda- 
mentale ; nella fig. 73 sopra Citata uno di questi angoli è per 
esempio 1' angolo d , in cui concorrono i due spigoli jf*j Jf 
della faccia F» Queste sei troncature , che formano rombi , 
unite alle 24 faccie del diacis-dodecaedro , producono in tutto 
3o faccie , di cui quelle primitive del diacis-dodecaedro sono 
in generale ridotte alla forma di pentagoni. Ma se le faccie 
del cubo che formano le troncature , penetrano abbastanza in 
dentro , perchè gli spigoli più corti del diacis-dodecaedro , 
come jf siano intieramente occupati dalle medesime, le Osiccie 
primitive del diacis-dodecaedro si ridurranno alla forma di 
quadrilateri , formati dai tre altri lati primitivi , di cui ^'^ sarà 
solamente raccorciato , e dallo spigolo di combinazione colle 
fiicde del cubo. Questi quadrilateri saranno in generale trape- 
zoidi isosceUci, ma se il diacis-dodecaedro fosse di quelli a 
spigoli paralleli , cioè di cui le faccie fossero trapezii , ove i 
due lati come ff'^j C"y sono paralleli , il che richiede , come 
ablMamo veduto , che si abbia per esso m=Ft*, gli spigoli di 
combinazione farebbero pure paralleli a C"^ e le faccie primi- 
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tive del Aadfr^kidecMdro diTenreUbeio aneli' eme romln', 
queUe delle troncature ; la fidmia risultante tareUie cori 
terminata da 3o bccie , arenti tutte la figura di rombi ^ m 
tra ciu le 2i4 appartenenti al diacis-dodecaedro sareUiero di 
specie diversa dalle sei delle troncature. Perché questi 3t 
rombi dÌTCìùssero tutti uguali e amili , e cosi questo iriaeoih 
taedro della crisiaUùuaione diremsse il iriaconiaedro regohn 
della geometria , bisognerebbe supporre , cMue si troTa co^ 
opportuni calcoli, che il diacis-dodecaedro con cui il cobo 
YÌene a combinarsi , a?esse per Talori àà. coefficienti m e a, 

m^ ss 1 ■ I I II =— — — , 

a \ a / ' a ' 

cioè valori irranoDali , che non possono ammettersi in nstaa 
nella derivazione delle forme dalla forma fondamentale , onle 
questo triacontaedro regolare è imposfibile a realixzani Intll. 
forme cristalline. 

Quanto alla combinazione del pentagono-dodecaedro €01* 
ottaedro y ne risultano in generale troncature degli angoli s tit 
faccia del pentagono-dodecaedro , in cui g^ spigoli di combi- 
nazione sono paralleli alle diagonali isosceliche. Quando k 
faccia dell' ottaedro si avanzano in dentro al punto di ng- 
giugnara gli angoli solidi irregolari del pentagono-dodecaedro, 
e di ridurre cosi le porzioni restanti della faccie di questo t 
triangoli , ne risulta una forma chiusa da ao triangoli , di cui 
le faccie però hanno un valor differente *, la i a faccie che 
rimangono dal pentagono-dodecaedro sono triangoli isosceli , ^ 
le 8 altre , originariamente appartenenti ali* ottaedro , soa^ 
trìangoh equilateri. Non é dunque questo V icosaedro regolai^ 
dèlia geometria , il quale non può presentarsi in natura i 
come abbiamo già veduto ( n. 170 ) non potervisi realizzar^ 
il pentagono-dodecaedro regolare medesimo. In fatti se si cerC'^ 

quale sarebbe il pentagono- dodecaedro cristallografico ^ 

per cui ila triangoli isosceli , nella sua combinazione coir ot: 
taedro , diverrebbero anch' essi equilateri , e per consegucni-— ^ 
tutti questi triangoli uguaH, si trova che ciò richiederebbe di-^ 
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nelle (accie di questo pentagono-dodecaedro , la metà della linea 
diella base dei pentagoni ayesse alla linea d' altezza il rapporto 
m I :^3~* Ora questa metà della linea della base dei pentagoni, 

aia V 

è in generale, per qualunque pentagono-dodecaedro, A"^ ■ , 

e la linea d' altezza ff' = ■ , secondo quello che sopra 

abbiamo reduto. Si ha dunque , per la condizione cercata 

(«— I) yj =y/?n , d'onde segue n = ÌI^ = (■^-^^)\ 

Talore irrazionale che non può aver luogo in cristallografia. 

i-f-VS 
È notabile la parte che ha questa quantità — nelle for- 
me e combinazioni ideali del sistema regolare di cristallizzazione , 
che offrirebbero una più compiuta regolarità -, in fatti , se- 
condo quello che sopra abbiamo veduto , se indichiamo con k 

00 Ok 
questa quantità, sarebbe il pentagono-dodecaedro regolare; 

k*Ok 
3 diacis-dodecaedro darebbe , combinandosi col cubo , il 

Iriacontaedro regolare ; e il pentagono-dodecaedro da- 
rebbe coli' ottaedro l' icosaedro regolare. 

179. Quanto a ciò che riguarda in generale il calcolo della lun- 
l^eiza degli spigoli, dei loro angoli diedri, e degli angoli piani 
di ciascuna faccia, in una forma risultante dalla combinazione di 
in^ forme derivate qualunque del sistema regolare di cui qui si 
tratta, ci linùteremo a dir qualche cosa del calcolo degli angoli 
diedri degli spigoli, che sono gli elementi più essenziali a deter- 
^BBmm nei cristaUi prodotti da queste combinazioni. In fatti la 
eopizione di questi angoli come (unzioni dei coefficienti di 
denyazione delle due forme combinate, è indispensabile anche 
per la determinazione delle forme contenute in una combina- 
sene , o per mezzo della comparazione delle forme che si 

• 

<>ano supposte , colle misure prese sul cristallo osservato , o 
per un calcolo inverso , partendo da queste misure , quando 
8^ angoli degli spigoU di combinazione siano soli suscettibili 
di misura , il che accade frequentemente. 
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Per trattttt k fiomok £ questo calcolo non A ha the m fa 
«so dell* espressione generale cly la geometria «i^^lffifi ó A 
elei cosseno d* incUnanone di due facde o piani qoylnn^i 
di cui siano date le equaàom nello spazio , sostituendo i va- 
lori dei parametri che sono dati per le fiiccie deUe fonne dis 
si combinano p e che debbono intersecarsi tra loro , in jA 
delle lettere a, fr, e, off b\ d^ che entrano nelle equaaioni gene- 
rali supposte delle due facde* 

Ciò posto si trova per V angolo II de|^ spigoU di combina- 
none tra le finccie di due esads-ottaedri rappresentauitl di 
cpialuncjue combinasione oloedrica ^ mOn, e mtOm% regressione 

cos n=:— - . 1 — _' 

fm^in^ -♦- I ) -4- «» . |<ift'»(n'M-i)-*»a'^ 

Sostituendo a ut, fi, m% n' in <juest' espressione generak i 
valori 00 , od i , che appartengono ad uno o più di quesd 
coefficiend , o uguagliandone tra loro alcuni , secondo la na- 
tura delle diverse forme oloedriche derivate dal sistema rego- 
lare , si avranno le espressioni dei cosseai degli angoli degli 
spigoli nelle combinarioni di queste everse forme prese due 
a due. 

Nelle formolo che se ne otterranno, si possono rappresentare 
con iXf , 3r rispettivamente le quantità 

che rimangono senz' alterazione in alcune di queste formole. 

Pei cosseni degli angoli degli spigoli delle forme emiedricbe 

a faccie non parallele due a due, hanno luogo gli stessi valori 

che per le forme oloedriche generatrici rispettive. Ma per gli 

angoli degli spigoli II' di combinazione di due esacis-tetraedri, 

rappresentanti di tutte le forme emiedriche di questo genere , 

... fn Oli m On! . ^ . . » 

in posuione mversa, e , si trova, avuto riguardo 

ai segni dei coefficienti delle equazioni delle faccie che debbono 

intersecarsi, 

mm\nn!'^ i) — un' 



cos n'=— 



ym»(n*-i- i) -f-n« . yii»'»(w'»-i- i) -♦• n! 



__ mm'lnn''^ i)— nii' 
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Mj AT ritenendo gli stessi yalori di sopra \ e ià questa formola 
generale si possono dedurre quelle corrispondenti per tutte le 
forme emiedriche di questo genere , combinate due a due , in 
posizione inversa V una all' altra. 

Finalmente per ciò che riguarda gli spigoli di combinazione 
delle forme emiedriche di questo sistema a faccie parallele 
due a due , si dee osservare che nella combinazione di queste 
forme , per una conseguenza della loro qualità particolare , 
sono in generale da considerarti tre specie di spigoli di com- 
binazione y come si vede esaminando le combinazioni di due 
diacis-dodecaedrì D e U^ che ne sono i rappresentanti gene- 
rali ( fig. 74 )• In fatti supponendo primieramente queste for- 
me in posizione simile , ciascuna faccia F* della forma subor- 
diuiita ìy viene in primo luogo a intersezione colla faccia F 
siiiiiliìiente posta della forma dominante Z> , e forma così uno 
spigolo di combinazione 11''^ che è evidentemente identico collo 
spigolo di combinazione di due esacis-ottaedri , delle faccie 
alterne de' quali le faccie dei due diacis-dodccaedri sono esten- 
sioni, dipendenti dalla soppressione delle altre. Ma essa può inoltre 
intersecarsi , e s' intersecherà realmente nella maggior parte 
delle combinazioni, colla faccia F^ , o colla faccia F^^ , e fonuerà 
nel primo caso uno spigolo particolare di combinazione W^^ e 
nel secondo un' altra sorte di spigolo IT^/'. Gli stessi rapporti 
hanno luogo per la posizione inversa delle due forme. Ora 
considerando la posizione delle faccie cLe vengono cosi a for- 
mare tra loro queste diverse sorta d' intersezioni , o spigoU di 
combinazione , se ne trovano le espressioni dei cosscni degli 
angoli , come segue : 

Per una posizione simile , 
cosn =— r — . — :ì — ---jx > come per le couibin. oloedncne. * 

'"*"'= —m — ' '•'^ "" = mp — •■ 

Voi. 1. a 7 



4i8 
Per una posisione inversa , 

Queste espressioai , cbe si riferiscono alla coDobinazione in 
generale di due diacis-dodecaedri , 

[_— J e L_J, ovvero -L-^J, 

danno quelle relative alle combinazioni delle altre forme enùe- 
driche a faccie parallele due a due, per mezzo della convenienle 
sostituzione dei valori dei coefficienti m, n, m', ni. 

i8o. Quello che precede riguarda le combinazioni binarie, 
cioè di due sole forme, del sistema regolare. Quanto alle conìlniia- 
zioni ternarie y ossia di tre forme diverse , ci limiteremo come 
abbiamo annunziato da principio , a dire qualche cosa sull'ap- 
plicazione dell' equazione generale di combinazione alle forme 
di questo sistema , onde venir a trovare i coefficienti dei 
parametri d' una forma ancora ignota , quando una faccia ad 
essa appartenente produca troncature degli spigoli di combina- 
zione di due paia di altre forme di cui sono noti i coefficienti 
di derivazione, cioè presenti con due faccie combinate di ciascun 
paio di queste forme , intersezioni, o spigoli di combinazione 
paralleli all' intersezione che queste faccie formerebbero tra 
loro , o finalmente in altri termini appartenga ad un tempo a 
due zone diverse con tali due paia di forme combinate. 

L' equazione generale di combinazione relativa alla combi- 
nazione dell' esacis-ottaedro mOn con un altro esacis- ottaedro 
m'On'j cioè Tequazione di condizione tra i parametri noti iti, n, 
m\n' delle faccie di questi due esacis-ottaedri , e quelli ignoti 
ni*'y n" della faccia d' una terza forma cbe produca una troncatura 
d' uno degli spigoli di combinazione dei medesimi , ossia tagli 
quelle faccie con due spigoli paralleli tra loro , e cbe perciò 
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paralleli al loro spigolo di combinazione , é la stessa 

le quella che abbiamo indicata per qualonqae sistema di cri» 
done in generale, cioè 



Una simìl circostanza presentata daUa stessa faccia con due 
tre forme di esacis-ottaedro , contenute nella stessa combina» 
one, e di cui i parametri fossero pur noti, come nii , iti , m\ , it'i , 
irebbe una simil equazione, che combinata colla precedente ci 
rebbe conoscere i valori dei due parametri ancora ignoti m% i»". 

Quest' equazione di combinazione si simplifica pei diversa 
Ili, in cui in vece di due esacis-ottaedri si avessero o un 
tacis-ottaedro , ed una delle «Itre forme oloedrìche di questo 
stema , o due di queste , mettendo per m, i», m\ n! V infi- 
ito , o r unità , o uguagliando /n e it , od m!y e n' tra loro 
icondo la natura di queste forme* 

L' equazione di combinazione indicata appartiene ancora alle 
•rme emiedriche a (accie non parallele, cioè si appUca in generale 
la combinazione di due esacis-tetraedri, e in particolare , colle 
t%se simplificazioni , a quella delle altre forme emiedriche di 
lesta sorta , quando le due forme proposte siano nella 
posizione tra loro ; ma quando fossero in posizione in- 
, conviene farvi m! negativo , cosicché V equazione di 
d si tratta diverrà allora nella sua forma generale, cioè per 
\On m'Ori 

''^ni'n"{nin '^-mn') -•- rn!\m'^m')nn! — ìi\n! — /i)/itiit'= o , 

cangiando tutti i segni dell' equazione , 

w!*n\m'n -f- nw!) '^m\m -•- ni) wi'-i- «"(/i'— a) rnni's o . 

Questo però suppone che la terza forma , di cui la faccia 
ina le intersezioni parallele , colle faccie delle due forme 
liedriche , e che dee essere anch' essa emiedrica , abbia la 
ssa posisione che la forma dominante a cui si riferiscono 
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le lettere senz' accenti ; se essa fosse in poàsione iateni, 
bisognerebbe fare ancora m" negativo , nella prima o adi 
seconda delle formole indicate rispettivamente y secondo die k 
due prime forme saranno supposte in posizione simile o iovenii 
Neil' applicazione poi delle equazioni di combinazione dk 
combinazioni di forme emiedrìche a faccie parallele dueadv^ 
bisogna aver riguardo alla diversa natura delle faccie che voh 
gono ad intersecarsi , secondo la distinzione che sopra ne ab- 
biamo fatta relativamente a due diacls-dodecaedri D e D rap- 
presentanti generali di queste forme. Abbiamo chiamato 11" lo 
spìgolo d' intersezione della ficcia F^ della forma subordinati 
eolia bccia analoga F della forma dominante , 11/ quello 
d' intersezione della stessa facda F* colla facda F, della fonna 
dominante » e 11^/ quello della stessa faccia F* colla faccia F^ 
della forma dominante. Ora si trova , considerando la relazioDe 
di queste diverse faccie tra loro , e con quelle della tena 
forma che venga ad intersecarle, e supponendo dapprima i tre 
diacis-dodecaedri in posizione simile , che V equaàone di com- 
binazione reladvamente allo spigolo II" è 



m"n"(/n'n ^^mn') -•- ìn!*{m — m') wi'-i- «"(/i' — n) nun'zs. o , 

iì qualunque natura sia la faccia ^troncante F" della tena 
forma, vale a dire è la stessa che quella generale per le forme oloe- 
diicfae , e per le forme emiedrìche similmente poste , sovra 
indicata ; e che le equazioni di combinazione , relativamente agli 
spigoli n/ e llj\ sono rispettivamente 

m"n!\ni! — nn')m — m'\mrd — n)ri'^n!\mn! — i )m'w=zo , 
e m'^n'\m'ni — nf)n — m!'{rnn — i )/iin'-f-rt"(Fi'/i — in)m'=o , 
quando la faccia F" della terza forma é della natura di F\ 

nt\m' — nn!)m'^m!'n!\mm' — n)/i'-f- m''(mii' — i)ii»'/t=o , 
e nP^m^m^^ n!) n — m"n!\m'n^ i )mn'H- m"{n!n — m) m'=z o , 
quando la faccia F" della terza forma è della natura di F, ; 

m'*(m'-^nn!)m — n^{mm' — n)n!'^m"n^{mn!^^ i)ni'nzzo , 
e m\m'm — n')n — n"{m!n — i)mn''hm'*n"{n*n — m)m'zso , 
quando la faccia F" della tena forma è della natura di /)^. 
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Per una posizione inversa dei due dlacis-dodecaedrì D e D' 
tanno luogo le stesse formole , con iscambio delle lettere 
fif e 1/ tra loro, E se anche il terzo diacis-dodecaedro D" si 
royasse in posizione inversa relativamente a D j sì dovrebbero 
t ciascuna di queste formole cosi ottenute scambiare inoltre tra 
>ro le lettere m^j n'\ Le stesse formole poi si applicheranno alle 
Mnbinazioni dei pentagono-dodecaedri, e delle altre forme che 
tossono appartenere a questo genere di combinazioni , dando 
d n» , n , m\ n' ì valori che convengono alle forme proposte. 

S 3.» 

Del sistema tetragonale. 

ARTICOLO PRONO 

h questo sistema in generale, e della sua forma fondamentale* 

i8f. Il sistema tetragonale é come si è, detto di sopra, 
>imato dal complesso di tutte le forine cristalline che possono 
[ferirsi, per mezzo di coefficienti di derivazione razionali, a tre 
ssi rettangolari , di cui due sono uguali tra loro , e il terzo 

da quelli disuguale. Il nome con cui V indichiamo è tratto 
alla figura della sezione trasversale di tutte le sue forme , 
he è sempre o un quadrato ( tetragonos ) , o almeno una fi- 
ura a cui si può iscrivere , o circoscrivere un quadrato. Da 
feiss fu detto sistema quaternario y o ^juadrimembre^ a cagione 
ella sinunetrìa in cui vi si presentano le quattro estremità 
ei due assi uguali tra loro. Altri lo chiamarono monodime^ 
ico, , e Weiss istesso birunirossc , nomi relativi alla natura 
e' suoi assi o dimensioni fondamentali ; Mohs lo addimandi 
\ sistema piramidale , perchè molte delle sue forme sono 
oppie piramidi. Quello dei tre assi , che è disuguale dai due 
[tri, si dice in questo sistema asse principale ^ e gli altri due 
guali tra loro assi secondarii , od accessorii. Sono inoltre da 
onsiderarsi in questo sistema due assi intermedii simili tra loro. 
Ile si trovano nel piano della base tra i due assi accessorii, e indi- 
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nati ugualmente tu ciascaoo di etsi di 4^* Ghiaiiiereaio 
ni principali quelle che si Geicciano pattare per Tasse principak, 
e per uno de^ assi aceessorii^ o d^li assi intermedu, nonut 
le prime , diagonali le seconde. Si dee prendere in questo à- 
stema per forma fondamentale quella di cui i parametri haano 
tra loro i rapporti i : i : a , le due unità rappresentauido i 
semi-assi accessorii , e a il se^u-asse principale che difiienice 
in lunghezza degli altri due, e può arere con loro rapporti 
diversi , espressi generalmente da a , nelle apede dÌTeiK fi 
sostanze che appartengono per la loro cristalliaraiione a quedo 
sistema. Questa forma presenta necessariamente la rìumoBS fi 
8 fiiccie , che sono triangoli isosceli , e fomumo una doppia 
piramide di base quadrata , ossia un ottaedro fiHmiptii o 
raccorciato relativamente ad un ottaedro regolare, in vece Att 
quest" ottaedro regolare era la forma fondamentale dd sistcBii 
precedente; la linea che unisce ì due estremi di quesfottaedia^ 
nella direzione più lunga o più corta ^ è V asse |wincipale , fi 
cui abbiamo indicata la metà colla lettera a^ìe linee che 
uniscono gli altri angoli solidi dell'ottaedro due a due, e che 
sono ugnali tra loro , sono gli assi secondarìi , di evi aUnamo 
indicato la metà con i . Il simbolo di questa forma fondamen- 
tale sarà P, iniziale di piramide. 

Lo stagno ossidato ( zinnstein ) lo zircon , la pirite di rame 
che è un solfuro dì rame e di ferro ecc. , ci offrono esempi 
di sostanze appartenenti a questo sistema di crìstallizzazioDe. 
Tra queste la pirile di rame non presenta in generale che 
forme emiedrìche. 

U rapporto della lunghezza dell' asse principale a quella 
dei due assi accessorii , varia come abbiamo detto da una so- 
stanza air altra ; si suole rappresentare la prima con una quan- 
tità radicale del secondo grado , prendendo la seconda per unità. 
Cosi r asse principale dello zircon è prossimamente , in quest' 



unità , uguale a 1/— > quello della pirite di rame , a 1/— 
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ABTICOLO SECONDO 



Delle forme derivate del sistema tetragonale. 

A. Derivazione di queste forme per semplici 
considerazioni geometriche. 



182. Le forme che si derìdano in una maniera più semplice 
ed immediata dalla forma fondamentale di questo sistema sono 
gli ottaedri , ossia le doppie piramidi tetragonali , cioè a base 
quadrata , o come alcuni dicono i quadrato^ttaedri , che 
chiameremo ddla prima specie per distinguerli da altri, di cui par- 
leremo in appresso; essi hanno la stessa base , e la stessa posizione 
di iaccie relativamente ai due assi secondarii , che la bipiramide , 
ossia doppia piramide fondamentale , ma con assi principali o più 
lunghi j o più corti dell' asse di questa. Per formarle basta 
moltiplicare V asse principale a della forma fondamentale per 
un coeffidente razionale m, che può essere o > i o < i , e ap- 
plicare quindi su ciascuno spigolo della base della bipiramide 
londamentale due piani che vadano a toccare V uno la punta 
superiore , V altro la punta inferiore dell' asse principale cosi 
allungato o raccorciato *, ne risulterà per ciascun valore di m 
una doppia piramide o più acuta o più ottusa della fonda- 
mentale P ; ciascuna di queste bipiramidi avrà pel rapporto dei 
suoi parametri i : i : ma in vece di i : i : a che apparteneva 
9L P j e prenderemo conseguentemente mP per suo simbolo. 
In questa forma di doppia piramide di prima specie le faccie 
sono perpendicolari alle sezioni principali diagonali , e per 
conseguenza ugualmente inclinate sulle sezioni principali nor- 
mali del sistema degli assi , onde potremo distinguere questa 
prima specie di doppie piramidi tetragonali dalle altre , che lo 
stesso sistema ci presenterà, col nome di normali. Poiché, come 
abbiamo detto , in queste forme m può essere > i o < i , cosic- 
ché i due limiti del suo valore sono o ed 00 , esse formano' 
una serie , che si può rappresentare come segue : 
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oP mP P mP 9cP (i). 

CliiameremD questa serie U serie primcipait del ststou 
ittragonak -, il carattere comune di tatti i suoi membci è 4 
aTcre la stessa iMse e di^posànoue di laccie che la forma foa- 
dainentak. l limiti di questa serie sodo oP e oeP. D pcoM 
limite rappresenta una bipiramide tetragonale d'asse infisìts- 
mente piccolo, e della stessa base di Pj cioè questa bmse susta. 
L' ultioM) limite è una bipiranùde d'asse infinitamente lungone 
della stessa senone trasrersale , cioè mi prinna letragoaak , 
ossia quadratico di lunghetta indefinita; non possono mostnni, 
né r una né V altra , queste due forme-limiti isolate , poiché 
non chiudono lo spaào , ma soUmente in ccMnlnnazione l' osa 
coli' altra y o coDe altre forme. Del resto si dee estendere la 
significazione del simbolo oP in maniera da rappresentare noa 
solamente la base stessa , ma in generale ogni fiuxia parallela 
alla base. Quindi il segno di combinazione ooP . oP significa 
un prisma tetragonale con laccie perpendicolari aUe senoni 
principali diagonali del sistema , indeterminato per se stesso in 
lunghezza , ma terminato alle due estrenùtà da laccie basiche. 

La fig. 75 presenta questa forma , con entro inchìusa la 
bipiramide tetragonale primitiva da cm deriva j e da cni si 
passa a quella forma prismatica, allungando successivamente il 
semi-asse principale Oa , mentre si lasciano invariabili i semi- 
assi accessorii Oi , onde risultano bipiramidi sempre più al- 
lungate. 

Da ciascun membro mP della serie principale , si può deri- 
vare una serie di bipiramidi di-tetragonali , ossia ottogonali , 
come alcuni le cliiamano di-oUaedriy e una bipiramide tetrago- 
nale di cui le faccie sono perpendicolari alle sezioni principali 



(1) Nel sistema di notazione di Weiss, il simbolo della bipiramide 
quadriilica fonda mculalc sarebbe { a : a : e) j e quello di una bipiramide 
di questa prima specie ( a : a\ me). £ facile seguire l' analogia di tale 
nutazione per le altre forme di questo sistema di cristallizzazione, delle 
quali si parla qui appresso. 
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normali , e ugualmente inclinate alle sezioni principali diago- 
nali , il che forma una seconda specie di bipiramidi tetrago- 
nali , ossia ottaedri , die questo sistema ci presenta. Non si 
ha per questo che ad allungare V uno degli assi accessorìi di 
mP secondo un coefficiente razionale qualunque n maggiore 
dell'unità , e applicar piani ai parametri nui^ n, ed i , e ciò 
ugualmente per aniendue gli assi accessori! scambiati tra loro , 
poidiè questi assi hanno nel sistema lo stesso valore. U segno della 
btpiramide di-tetragonale così prodotta è mPn* Siccome n può 
prendere tutti i valori razionali da i a oo , si ottiene corì da 
ciascun membro mP della serie principale un numero infinito 
dì bipiramidi di-teti*agonali , che formeranno la serie 

mP mPn mPoo • 

Per 11=: I la base di-tetragonale si riduce di nuovo alla base 
quadrata della forma fondamentale , e la bipiramide diviene 
semplicemente la bipiramide quadratica normale mP\ peryi=ae 
li contrario questa base della bipiramide diviene il quadrato 
regolarmente circoscritto a quella. In conseguenza i limiti di 
^pesta serie sono da una parte la bipiramide normale mP , 
dall' altra di nuovo una bipiramide tetragonale mPoo dello 
itesso asse che mPj ma di specie diversa , per la posinone 
delle sue facete , come abbiamo annunziato , e che possiamo 
indicare col nome di bipiramide tetragonale diaconale , perchè 
ba le sue faccie ugualmente inclinate sulle sezioni principali 
diagonali del sistema, come la prima specie le ha ugualmente 
inclinate sulle sezioni principali normali. La fig. 76 rappresenta 
le figure che prende successivamente la base di queste bipira- 
midi , dalla forma quadrata i i i i che è quella corrispon- 
lente a mP , ossia alla bipiramide tetragonale normale , pas- 
lando alla forma ottogona laiaiaia^ per l'applicazione 
lei piani di cui lan, lan ecc. rappresentano le sezioni colla 
^ase 9 il che corrisponde alla bipiramide ditetragonale ; e quindi 
illa forma di nuovo quadrata coi lati perpendicolari agli assi 
l'i' l'i', per 1' applicazione delle faccie di cui 00 1 00 , ooiao 
*C€« rappresentano le sezioni colla base , onde risulta la bipi- 
amìde tetragonale dicigonale. Si osserverà che i triangoli che 
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formano le facde delle bipirainidi ditetragonali <M>mprese tn i 
due limiti indicati non possono essere isosceli , sebbene lo siano 
quelli che appartengono alle due forme-limiti tetragonali, onde 
queste bipiramidi non possono divenire bìpiramidi ottangolari re- 
golari. 

Siccome poi , come abbiamo detto , da ciascun membro 
della serie principale si può derivare la serie or ora indicata, 
cosi anche da oo P , ossia dal prisma tetragonale che è il li- 
mite delle piramidi tetragonali mPj si dedurrà una serie ana- 
loga che sarà di questa forma 

ooP ooPn ooPoo . 

Tutti i membri di questa sene , all' eccezione dei due estre- 
mi , sono prismi ditetragoni , ossia ottangolari di diverse senooi 
trasversali, secondo i diversi valori di n, mentre da una parte 
il prisma stesso tetragonale ooP, che distingueremo pure col 
nome di normale , e dall' altra ancora un prisma tetragonale , 
ma con faccie perpendicolari agli assi , e ugualmente inclinate 
sulle sezioni principaU diagonali , e a base quadrata circoscritta 
a quella di oeP, formano i limiti della serie ; indicheremo anche 
quest^ ultimo prisma col nome di prisma tetragonale diagonale. 
Del resto niuno di questi prismi può formare isolatanìente una 
forma chiusa , senza la combinazione di altre faccie inclinate o 
perpendicolari all' asse principale. La fig. 77 rappresenta uno 
di questi prismi di-tetragonali terminato da basi piane, con entro 
una delle bipiramidi ottogonali di base con esso comune , e 
da cui si può concepire che esso si formi per 1' allungamento de' 
suoi assi principali all' infinito. Si osserverà .poi che il prisma 
ottangolare regolare, come forma semplice , è impossibile, non 
meno che la bipiramide ottangolare regolare. A dir vero la combi- 
nazione 00 P . poPoo , cioè dei due prismi tetragonali, normale j e 
diagonale , presenta un prisma ottangolare a angoli uguali , e 
che può anche accidentalmente , cioè quando le due forme 
combinate si suppongano d' ugual estensione , aver i lati 
uguali ; ma le faccie di questo prisma hanno ima situazione 
ben diversa relativamente agli assi , che le faccie del prisma 
ottangolare a angoli uguali, che potrebbe derivarsi da oe p per 
mezzo di un cocfiiciente n irrazionale. 
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Le forme di cui abbiamo parlato esauriscono tutto il siste- 
ma tetragonale oloedrico ; se ne può rappresentare il complesso 
colla figura o schema seguente , combinando le serie delle bi* 
piramidi ditetragonali colla serie principale. 

oP..... mP. ....P mP. .... ooP 



. . . 



oPru • . . mPn. . . • Pn. . . . mPn. . . . ooP/i 









oPoe • . • mPtc • • • Pao . • • ntPoe . • • ooPoo 

• 

La prima serie orizzontale di questa figura é la serie princi- 
pale; si può distinguere 1' ultima serie col nome di serie ac^ 
cessoria^ e le serie comprese tra quelle, e di cui ve ne possono 
essere tante quanti valori razionali si vogliono dare ad /i, con quel- 
lo di serie intermedie. Ciascuna serie verticale comprende forme 
di ugual lunghezza d' asse , e della stessa sezione normale. 

Le faccie di tutte queste forme possono appartenere a 
diverse zone parallele a diverse linee della forma fondamentale \ 
coti le fsiccie laterali dei prismi quadrangolari , od ottangolari 
/ormano zone, che hanno per asse Tasse principale del sistema , 
e che si distinguono col nome di zone orizzontali \ le forme 
in cui it=:oo appartengono a zone, che hanno per assi gli assi 
accessorii , e che sono esse medesime disposte verticalmente , 
epperciò diconsi zone verticali* 

i83. Passiamo alle forme emiedriche di questo sistema. La 
bipiramide ditetragonale di cui il simbolo é mPn essendo il 
rappresentante il più generale di tutte le forme oloedriche del 
medesimo , a quella debbono riferirsi dapprima tutte le modi- 
ficazioni emiedriche , per particolarlzzarle quindi relativamente 
alle diverse forme. Per determinare le diverse specie di modifi- 
cazioni emiedriche di questa bipiramide di-tetragonale , indiche- 
remo col nome di membro di questa forma , ciascun quater- 
nario di faccie compreso nello stesso quadrante della base , 
ossia in due ottanti , superiore , e inferiore , del sistema degli 
assi coordinati. L' emiedria non si presenta nei cristalli dì 
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di fiMÓe uwpicic in ano stesso 
tre ■mbìcjc mf l i : a. per M^presùone 
altenislifm delle paùa £ fame —pqkiii e i ufaiuii dei Arerà 
Membri , cooie ndla fi^ 78 b. i , ove le pùi £ £Kde Kf- 
freme u umo lafciate m bìasco; 6. per fai lop pic iM ODe dter- 
BatiTa delle paia a desini o a Mnstra dei direni membri, ooiae 
cella fleisa figoim b. a ; e. per la foppreiiione in ciatmiì mem- 
bro di ana ddle fiiccie si^eriori a desHa, ed mm delle ivcie 
inferiori a tiiuslra o rec^vocamenie , e cod alterBatrrameiile 
da un membro alF altro, come nella rfewi figam n. 3. 

Secondo i direrri risnltaCi o forme cmiedricbe die queste 
tre torta di emiedria producono, e che pacamo ad esaminare, 
chiameremo la prima emiedria seaiemoedrìca , o sfemoidica , 
la secooda piramidale , la lena iraprtaidica. 

a. Emiedria scalenoedrica o sfenoiAca. riioltato di questa 
emiedria applicata al caso generale , i una forma emiedrim a 
faecie non parallele due a due , che chiameremo scalenocdro 
ieiragonale. Questa forma é terminata da 8 triangoli scaleai, 
di cui gli spigoli di mexzo osna trasrersali , non sono posti u 
nno stesso piano , ma ascendono e discendono in zig-zag , 
eome si vede nella fig. 79 che rappresenta una di queste for- 
me , in abcd\ gli assi accessorii Oi riuniscono in questa for- 
ma i punti di mezzo di tali spigoli tra gli angoli a,fr,c,</, opposti 
due a due. In fatti nel n. i della fi*;ura precedente che rappresen- 
ta questa prima specie di emiedria, si yede che per la soppres- 
sione delle paia di faccle lasciute in bianco , e 1' ampliazione 
delle altre sino alla loro mutua intersezione , gli spigoli di 
mezzo orizzontali scompaiono , e la faccia A per esempio viene 
' a tagliare la faccia B , prolungandosi V una e V altra , in uno 
spigolo che non sarà più orizzontale ; ed é fsicile vedere che 
gli spigoli aitemi cosi (ormati saranno posti in piani tra loro 
diversi , cosicché la forma che ne risulterà , avuto anche 
riguardo alle altre intersezioni , sarà quale V abbiamo indicata. 

mPtt 
Il simbolo di questo scalenoedro è in generale — • ; tuttavia 

ciascuna bipiramìde ditctragonale dà due corpi opposti uguali e 
simili in posizione inversa, scambiando tra loro le paia di faccìe 
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che si sopprìmono , o che si lasciano sussistere , corpi che 

saranno distinti tra loro nel simbolo dai segni -ho-—. 

Nel caso particolare in cui n = i , cioè in cui la forma oloe- 
drìca a cui si applica V emiedria , è la piramide teti*agonale in 
Tece della ditetragonale , ciascun paio di faccie di questa , 
che abbiamo considerato in questa prima specie d' emiedrìa , 
sarà ridotto ad una sola Caccia che scomparirà, e si prolun- 
gherà alternativamente , ed è facile vedere che ne risulterà 
una forma terminata da quattro triangoli isosceli , e cosi un 
tetraedro che si potrebbe chiamare isosccUco ^ ma che per 
esprimere la sua forma di conio con una sola parola , e per 
indicare nello stesso tempo la sua dipendenza dal sistema cri- 
stallino di cui qui parliamo, si è detto sfenoidc tetragonale. Due 
degli spigoli di questo tetraedro , o sfenoide si trovano attra- 
versare perpendicolarmente l'asse principale alle due estremità, 
ciascuno parallelamente ad uno degli assi intermedìi ; l'asse princi- 
pale riunisce i due punti di mezzo di quegli spigoli. Gli altri quat- 
tro spigoli del tetraedro riuniscono le estremità dei due primi, 
ascendendo , e discendendo attorno all'asse principale , e avendo i 
loro punti di mezzo riuniti due a due dagli assi secondarii; V. fìg. 
80 y ove ab^ ed sono i due spigoli terminali riuniti tra loro 
nei loro punti di mezzo dall' asse principale mOm , e paralleli 
agli assi intermedi! ef^ ghj e gli altri quattro spigoli ac, ad^ 
bd j bc riuniscono le estremità dei due pruni , e sono riuniti 
essi medesimi due a due pei loro punti di mezzo dagli assi 
secondari! lOi , lOi. 

Questo sfenoide tetragonale non è propriamente se non la 
forma-linùte dello scalenoedro , corrispondente a n=i. Se si 
prende al contrario n =: 00 , la bipiramide di-tetragonale , alla 
quale avevamo dapprima applicata 1' emiedria di cui si tratta , 
si cangia in una bipiramide tetragonale dcUa serie accessoria 
mPoo j cioè in una bipiramide tetragonale diagonale ; e se si 
applica a questa la stessa legge di emiedria , non si cangia 
nulla alla sua forma , che resta sempre mPoo , e ciò perché le 
paia di faccie che dovrebbero sopprimersi non esistono nella 
bipiramide tetragonale deUa serie accessoria, se non come 
prolungamenti delle faccie che debbono restare , e che si do- 
vrebbero ugualmente prolungare, per produrre V emiedria, al 
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diMo pr a di cpidk da flopprimenL God la bipranùde deb 
ferie acceiiocia y ocsia deDa specie che ahhiaino fh'umiati 
diagonale , tanto i limite ddlo fcalenoedro conne loima emie- 
dfica , quanto lo i della b^iiamide £letragoiialey oome for- 
ma oloedrica , e può entrare per confegnema come forma 
emiedrìca nelle combìnanoni con altre forme emiedricfae , dd 
genere di coi qui parliamo, non altrimenti die nelle combbiar 
ziooi oloedriche. Quanto alle forme ooPn^ odP, e o^Poo, 
cioè ai prismi di-tetragonale , tetragonale normale , e tetra- 
gonale diagonale , la legge dell' emiedrìa scalenoedrìca li • 
pure senza influenza -, le apparenze di questi prismi non ne 
subiscono alcun cangiamento , le paia £ faccie o le beat 
che doTrebbero essere soppresse nella parte superiore deDe 
bipiramidi , di cui essi son limiti , confondendosi coi prolun- 
gamenti delle paia di fiaccie o delle faccie che dovrebbero 
sussistere nella parte inferiore alla base , e reciprocamente *, 
tuttavia bisogna osservare che le paia di fiaccie alterne di oo Pn, 
cioè del prisma ditetragonale , e le faccie alterne di ooP, cioè 
del prisma tetragonale normale, ottengono con ciò una signifi- 
cazione diversa , dovendo essere cosi rìferite le une alla parte 
superiore , le altre all' inferiore della base del sistema che fi 
si può concepire ; quest' osservazione può avere in certi casi 
qualche importanza per la teoria. 

Si può qui notare che lo scalenoedro che abbiamo deri- 
vato immediaUimentc per emiedria dalla bipiramide ditetrago- 
nale , può anche dedursi da uno sfenoide , derivato esso me- 
desimo da una bipiramide tetragonale particolare normale. Per 
questo si osserverà primieramente , che gli spigoU del mezzo, 

ossia trasversali in zig-zag di qualunque scalenoedro 

dedotto per emiedria scalenoedrìca dalla bipiramide di-tetragonale 
mPn, possono essere considerati anche come quelli d' uno sfe- 
noide che si può chiamare iscritto a questo scalenoedro, come 
si vede nella fig. 79 già citata, ove gli spigoli trasversali dello 
scalenoedro essendo abj bc^ cdy da^ basta riunire gU an- 
goli solidi a , e tra loro, e b, d tra loro, con linee ac , bd che 
passino per V interno dello scalenoedro , per avere un tetrae- 
dix), o sfenoide iscrìtto acbd ^ di cui ac, bd sono gli spigoli 
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tennìoalL Per trovare la lunghezza del semi-asse principale di 

questo sfenoide iscrìtto allo scalenoedro , e che é necessa- 

rìamente diverso da quello che avesse lo stesso semi-asse princi- 
pale am dello scalenoedro di cui si tratta, si osserverà che sic- 
come in ogni sfenoide la distanza degli angoli solidi dalla base del 
sistema , ossia dal piano degli assi secondarii , che è quanto 
dire la distanza di ciascuno dei due spigoli terminali da questo 
piano, è uguale al semi-asse principale, non si tratta, per de- 
terminare questo semi-asse, che di conoscere la distanza degli an- 
goli solidi dello scalenoedro proposto , che divengono pur 
quelli dello sfenoide iscrìtto, da questo stesso piano degli assi 
secondarii. Ora si trova, per mezzo delle equazioni nello spazio, 
degli spigoli che formano colla loro intersezione questi angolT 

solidi , che tale distanza ha per valore — -, questo sarà dun- 
que il semi-asse prìncipale dello sfenoide iscrìtto allo scalenoe- 
dro • mentre il suo semi-asse secondario sarà l'unità, se- 

condo il carattere dello sfenoide. Se dunque si considera ora 
questo sfenoide iscritto come la forma fondamentale del sistenia 
a cui si Toglia riferire lo scalenoedro , nel modo che una bipira- 
mide tetragonale si riferìsce alla bipiramide fondamentale del 

sistema, il simbolo dello scalenoedro diverrà n I 1 ) , compren- 
dendo tra le parentesi il simbolo primitivo della forma che 
si Yuol ora considerare come fondamentale , onde per pas- 
sare dallo sfenoide iscritto allo scalenoedro , basterà molti- 
pUcare Tasse principale dello sfenoide per n , e applicare quindi 
ai suoi spigoli laterali faccie che vadano a toccare, al dissopra e 
al dissotto, l'asse principale cosi prolungato. Se dunque si volesse 

m'P 
prendere per forma fondamentale semplicemente , cioè lo 

sfenoide che avesse per semi-asse principale m'a , e sempre 
per semi-asse secondario l' unità , il simbolo dello scalenoedro 

diverrebbe n i I , che si può scrivere m'tS", o semplicemente 
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mS*9 la letten a posU a guka d'esponente aiilhi Iettai S 

indicando che ti intende per S V ennedrìa scalenocdrica dda 

ferma fondamentale di tutto il sistema ( emiedrìa che nella noli- 

P 
sione prinutiTa aTrebbe per simbolo — ) e che bisogna mohipl» 

care per m il coefficiente m dello sfenoide , che se ne fosse de- 
rivato. Se in questo simbolo mS^ si fo n=: i j mS sarà il ambolo 
dello sfenoide medesimo, di cui il simbolo primario relatiTaoieale 

mP 
aDa forma fondamentale del nstema era — • In questi simboli 



I 



ii mS^ e mS dello scalenoedro y e dello sfenoide , 
m ed n possono del resto prendere tutti i valori razionali da o ano 
all' o» y come nei simboli primitiTi ; questi simboli donanno 
poi essere aCTetti dai segni -^ o — al solito , per indicare la 
posizione diversa di tali forme emiedriche. 

b. Emiedria piramidale. Questa porrione dell' emiedrìa del 
sistema tetragonale non dà che una sola specie di forma, che 
è una terza specie di bipiramide tetragona , e che per la po- 
sizione variabile deUe sue feccie, intermedia tra quelle della b^ 
piramide normale, e quelle della bipiramide diagonale, può 
chiamarsi bipiramide tetragonale anormale. Essa si fe , come 
abbiamo detto , per la soppressione ed ampliazione delle paia 
alternative dì faccie aggiacenti ad uno stesso spigolo trasversale 
della bipiramide ditetragoiiale \ ed é chiaro che dee risultarne 
una doppia piramide avente ancora lo stesso piano per base 
comune , ma quadrilatera soltanto , e dì cui tuttavia la po- 
sizione delle faccie non sarà quella né delle faccie della 
bipiramide normale , uè della bipiramide diagonale , ma 
quella intermedia che avevano le faccie della bipiramide 
ditetragonale che si sono conservate e ampliate , e che dipende 
dal coefficiente n dei parametri di quelle faccie. Cosi se il 
quadrato aaaa^ 6g. 8i, rappresenta la base comune deUa doppia 
piramide tetragonale normale , di cui gli assi secondarii del 
sistema formano le diagonali, bbbb^ che è il quadrato regolar- 
mente circoscritto a quello, sarà la base della bipiramide te- 
tragonale diagonale , e ecce , quadrato irregolarmente circo- 
scritto al primo , sarà la base della bipiramide tetragonale 
auonnalc di cui si tratta. Ora perché questa emiedria lascia 
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w miìùìtrt la- ferma di doppia piramide a base piana comune , 
ti è essa indicata coi nome di aniedria piramiduie. 

Del resto anche questa specie di emiedria può esercitarsi su 
paia di faccie direrse , per esempio conservando quelle che 
sono a destra in uno dei quadranti della base che si rivolga verso 
Toaservatore , e sopprimendo le altre due , o viceversa \ ma sic-» 
come tutte queste paia di faccie sono simmetricamente poste 
lekitiramente all' asse principale , non ne risultano realmente 
due forme ettaedriche diverse , la parte che e a destra pas-r 
sando a sinistra , e vicevert^a , col solo rovesciamento nella 
posizione deU' asse piincipale ^ onde il simbolo di questa forum 

. , . . mPn , fwP/iT .. . 

emiedrica sarà sempre , o se si vuole | | per distm- 

guerla dallo scalenoedro. 

Per nizi i quest' emiedria ci fa ricadere nella stessa forma 
mP oloediica che le corrisponderebbe , cioè nella bipiramide 
tetragonale normale con tutte le sue faccie, e per nzzoo nella 
bipiramide tetragonale diagonale , poiché le faccie che dovreb- 
bero sopprimersi non sono in queste due forme che la conti*: 
nnazione di quelle che si lascierebbero sussistere. Lo stesso si 
dica dei prismi corrispondenti che hanno luogo quando inolti*e 
HI ss 00. Cosi queste forme possono considerarsi indifferente- 
mente come oloedrìche , o come emiedriche , e come tali en - 
trare nelle combinazioni di forme. 

e. Emiedria trapezoedrica. Il risultato di questa specie di 
emiedria che si esercita sulle faccie alternative isolate della 
bipiramide ditetragonale , come abbiamo detto , è una forma 
che chiameremo trapezoedro tetragonale. Essa é rinchiusa da 8 
trapezoidi isosceli ; i suoi spigoli medialiy ossia trasversali alPasse 
principale , non sono posti in un piano , ma in zig-zag , come 
si vede nella fig. Si. Gli assi accessorii lOi riuniscono i punti 
di mezzo degli spigoli mediali alternativi frc, dej fg^ ha ; chia- 
meremo questi spigoli mediali normali, e gli altri spigoli mediali 
cdj efygh, abj diagonali-^ gli spigoli che si riuniscono alle due estre- 
mità dell'asse principale, cioè mb^ mdj mf, mhj m'a, ni!cj m'e^ m*(^ 
si diranno al solito spigoli polari. Per concepir la derivazione di 
questa forma per emiedria dalla bipiramide ditetragonalc , si dea 

Voi. I. 28 
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osser?are che ciascuna £accla di questa ha tre {accie atti^ , 
cioè in coQtmiD con essa pei suoi tre lati, e 4 (accie aiUrnt 
con queste, e che non la toccano che pei loro angoli piani; per 
esempio nella figura 78 , n. 3 , la faccia A ha attigue le tre 
faccie Bj B^ B", e alterne le faccie A\ A", A^\ e una quarta 
faccia A^ , che è quella attigua alla faccia B^ e che A tnm 
nella parte posteriore non rappresentata nella figura. Quan- 
do adunque le &ccie attigue svamscono, e le alterne cre- 
scono colla prima fiaccia stessa A , questa subirà dopo V am- 
pliazione quattro intersezioni , e diverrà cosi una figura quadri- 
latera ; ed é £acile vedere che queste interserioni formeranno 
due spigoU polari uguali tra loro , e due spigoU mediaK , 
ossia trasversali disuguali , cosicché la figura di ciascuna lacda 
sarà un trapezoide isoscele. Si concepisce anche che gli sjMgoli 
mediali non saranno più in uno stesso piano , ma alternativa- 
mente ascendenti e discendenti, il che dà la forma indicata dd 
trapezoedro tetragonale. 

Ciascuna bipiramide ditetragonale può dare per questa emie- 
drìa y due trapezoedri che nei loro elementi di limitazione sono 
perfettamente uguali e simiU , ma per riguardo alla maniera in 
cui sono riuniti , si distìnguono per una relarione a destra , o a 
sinistra , secondo che si sarà soppressa o ritenuta in uno degli ot- 
tanti la faccia a sinistra o a destra , il che indicheremo prepo- 
nendo al loro simbolo le lettere d^ q s\ ne questi due corpi pos- 
sono farsi coincidere, se non rovesciandone uno come un guanto, e 
rendendone cosi esteriore la superfìcie interiore , in vece che la 
bipiramide tetragonale anormale , risultante dall' emiedria pira- 
midale, non offre realmente che una forma sola, come abbiamo 
detto , a questo riguardo. 

Del resto il trapezoedro tetragonale non si é trovato ancora 
esistente d' una maniera certa in natura. 

Si potrebbero forse distinguere le tre specie di emiedria qui 
sopra indicate colla diversa posizione di punti che si porrebbero 
avanti al divisore 1 , e che imiterebbe quella delle paia 
di faccie che vi si sopprìmono , o si estendono ; cosi il segno 

i: ■ indicherebbe lo scalenoedro , * la bipiramide te- 
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tragoaale anormale , e ^_ , - — i trapezoedri destro, e siimtio. 

Per mssoe il trapezoedro si cangia nel prisma ditetragonale 
o»Ai, di cai tuttavia le £acàe alternative debbono allora essere 
riferite alle metà opposte dell' asse principale , cosicché quattro 
iuiiio funzioni di superiori, e quattro d' inferiori , e sotto tale 
aspetto questo prisma può considerarsi come forma emiodrica. 
Per ASI risulta la bipiramide tetragonale normale mP colle 
soe otto faccie compiute; e cosi anche per 11=90, risulta la 
bipuramide diagonale compiuta mPcoj P euiiedria non potendo 
^fok produrre il suo effetto , per la stessa ragione che in altri 
CMi aDalogbi. In generale adunque nell' emiedria trapezoedrica 
dd iitleuia tetragonale , le forme della serie principale j e della 
aerie accessoria si mantengono compiute , le bipiramidi di- te- 
tragonali si mostrano come trapezoedri, e i prbmi di-tetragonali 
di nuovo sotto la lor forma compiuta. 

Si noterà poi in complesso sulle forme eniiedrichc di questo 
sisleiiia, che la bipiramide tetragonale anormale è la sola che 
abbia le fiiccie parallele due a due come le forme oloedrìche. 

B. Calcolo delle forme del sistema tetragonale. 

i84- Questo calcolo si dee stabilire prima relativamente alle 
forme oloedrìche , poi alle emiedriche nelle loro tre divisioni 
sqMiratamente; e sempre fondandolo sulla forma che si dee 
considerare come il loro rappresentante generale. 

Cominciamo dal calcolo doUe forme oloedrìche. 11 rappre- 
sentante generale di queste forme è la bipiramide di-tetrago- 
nale mPn ', di essa dobbiamo adunque occuparci per dedurne 
quindi quello che appartiene alle altre forme oloedrìche. 

E prìmieramente la lunghezza degli assi intermedii si deter- 
mina nella stessa maniera affatto , che quella degli assi inter- 
medii quadranziali nel sistema regolare. Il rapporto dei para- 
metri in qualunque bipiramide di- tetragonale essendo ma . n : i , 
l'equazione d'una ideile due faccie situate nell'ottante del semi-assi 
positivi , prendendo l'asse delle x sull'asse principale , e quelli 

delle y , % sugli accessorìi • sarà — -♦•—-♦-2 = 1 -, le cquaiioni 
•^ ' ^^ ' .ma n 
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del semi-asse intermedio situato nello stesso ottante , sono 
x^o y y — z =o-, combinandole con quella della £EicciaF, à 
trovano i valori delle coordinate del suo punto estremo , cioè dd 
vertice dell' angolo solido mediale ossia laterale , che gli coni^ 

sponde, x=o, yssz^ y e quindi la lunghezza di questo 

semi-asse nzz 



n-H I 
Per 11= I y ossia per la bipiramide tetragonale Dormale mP^ 

ù ha per conseguenza R = 1/ ^ , e se si riguarda questo valore 

come il valore fondamentale degli assi intermedii di tutte le hnatf 
il coefficiente richiesto per ottenerne quello d'una bipiramide mPk 

qualunque j sarà r = ; come per l'asse intermedio quadran- 

zlale nel sistema regolare relativamente a quello dell' ottaedro 
fondamentale. 

Passiamo alla determinazione della lunghezza degli spigolL 
Essi sono di tre sprta nella bipiramide dì-tetragonale , di coi 
i6 polari , cioè che vanno dalla base ai poU ossia punte dell' 
asse principale , ma 8 di essi polari normali che Tanno dalle 
estremità degli assi secondarli a quei poli j e 8 polari diagh 
Itali che vanno dalle estremità degli assi intermedii agli stessi 
poli ', e 8 spigoli mediali o trasversali , che formano il con- 
torno della base. Indichiamo nella fig. 83 uno degli spigoli 
polari normali con X, uno degli spigoli polari diagonali con /, 
e uno degli spigoli trasversali con Z. I punti terminali di questi 
tre spigoli sono : (i) il vertice dell' angolo solido polare posto aUa 
estremità dell'asse principale, di cui le coordinate sono, pren- 
dendo le X nella direzione dell' asse principale medesimo , 
x = /ikx,^ = o, z = o; (2)11 punto dell'angolo solido mediale, 
che è air estremità dell' asse secondario , e che perciò chiame- 
remo normale , di cui le coordinate sono , considerando per 
esemplo quello che si trova sull' asse delle z, a' = o,^=o, 
z = I ; (3) 11 punto dell' angolo soUdo mediale posto alla estremità 
dell'asse intermedio, che chiameremo diagonale^ e di cui le coor- 

j. ^ n n 
amate sono x =o , v = , z= . 
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Lo spigolo X è limitato dai punti (i) e (a), JTda (i) e (3), 

Z da (a) e (3). Quindi combinando le coordinate di questi 

punti due a due, secondo la regola conosciuta, si trova per la 

distanza tra loro , ossia per la lungezza degli spigoli , 



;r=V,i?^:rr, ^^»W(«*oi*^»^ 2J_ 



/4* 



»-4-i n 



Si osserverà che per rendere lo spigolo X uguale ad V, 
cioè per fare che i triangoli della bipiramide fossero isosceli , 
e per conseguenza questa divenisse una bipiramide ottangolare 
regolare, si richiederebbe , come si ricava uguagUando tra 
loro i valori trovati di ^e Fy che nsi-f-v/sT? valore irrazio- 
nale , non ammessibile nel sistema della cristallizzazione , e che 
prova che questo caso , come già V abbiamo annunziato , non 
può realizzarsi esattamente in natura. Questo ci fa vedere nello 
stesso tempo che lo spigolo X è più lungo o più corto di J, 
secondo che n è minore o maggiore di i -«-kT, cioè di 2,4 14—- 

GU angoli piani delle feicicie della bipiramide dì-tetragonale 
sono pure di tre specie ; indicheremo con ^ > t; , !^ quelli ri- 
spettivamente opposti in una qualunque delle faccìe agli spigoli 
Xy Ff Z. Se si cercano , per mezzo della combinazione delle 
equazioni delle linee degli spigoli , nella maniera che già si è 
adoperata pel sistema precedente , i cosseni di questi angoli , 
che sono formati dalle loro intersezioni due a due , e se ne 
deducono quindi i seni , e finalmente si dividono i seni pei 
cosseni , si troveranno per le loro tangenti , che ne sono le 
fìinaoni più comode per \ uso , le espressioni 

tangE=— ; r, tangt;=il/, tang $= -—-7 r , 

ove si è fatto per abbreviare ym*a*(/i*-*-i)-Hn* = itf. 

Per determinare ora gli angoli degli spigoli della bipiramide 
di-tetragonale , osserveremo , che se si prende — -h — -4-z=i , 
come sopra , per Y equazione di una delle faccie che indiche-?' 
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remo con F, quelle delle tre faccie F', F", /"" che formano 

con F gli spigoli Xy y, Zy saranno 

X y x^ z^^ -£.•?! 

ma n ' ma » "" ' ma n 

Se si combinano i parametri dell' equazione di F successi* 
vamente coi paranaetii di queste tre equazioni , secondo la 
formola per trovare i cosseni degli angoli di inclinazione dei 
piani , di cui le equazioni sono date, si trova 

cosA=:— \ { — 7, cosx= , , . , . 

cos Z =; -« 7- T . 

I cosseni delle metà di questi angoli sono quindi, come si 
deduce dalla relazione conosciuta fra il cosseno d' un arco , e 
quello della sua metà , 



cos-Ass-jj, cos - r =t ■;- _ , cos-Z=-— > 

M ritenendo il valore di sopra ; da queste espressioni si dedu- 
cono le proporzioni 



cos— A:cos— Ziimam ; cos — Vicos — Z::ma(n — i):ni/a \ 

2 2 2 2 



cos — Ar:cos — y::\/7^zn — i. 

2 2 

Ne risulta che per ottenere ang. X=i ang. Vj si richiederebbe die 
n= I -Hv^r^ cioè la stessa condizione , impossibile nella cristal- 
lizzazione y che si è già trovata per V uguaglianza di lunghezza 
di questi spigoli X e y y ossia perchè la bipìramide di cui si 
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tmtta divenisse ottangolare regolare , come ci& dovea essere. 

Si ottengono pure per le tangenti delle stesse metà degli an- 
goli, le espressioni 

tang-ar=-l , taDg-y=E ^ — 4 , 






Da queste formole per le bipiramidi di-tetragonali mPn si 
possono dedurre, come abbiamo annunùato, quelle corrispon- 
denti relative alle altre forme oloedriche. E in primo luogo 
pei prismi di-tetragonali oeJPh, se si & nelle formole precedenti 
ii»=9o , si ottengono le espressioni seguenti : 



r = 






, pel coefficiente dell' asse intermedio ; 



cos A=r , cos X = , cos Z = — i 

■ 

per ^i angoli degli spigoli ; V espressione di cos Z ci dà V an- 
golo di questo spìgolo , di i8o<>, cioè l'annullamento dello spi- 
golo stesso y che ha luogo infatti nel prisma. 

Per la bipiramide tetragonale normale mP, bisogna fare n=i 
nelle formole della bipiramide di-tetragonale. Si ottengono cosi 
le espressioni corrispondenti , come segue : 

Pel coefficiente dell' asse intermedio , r= i , come ciò dee 
essere , poiché abbiamo preso 1' asse intermedio di questa for- 
ma per r unità di quelli delle altre. 

Per le lunghezze degli spigoli, 

là linea Z che diverrebbe qui — :s l/— non è che la metà 
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deUo spigob mediala diiU bipmmUk MngoMle^ U qwlt A: 
salta dall' inuMme due a due degli ifNgoli ddla Upìramide di-te« 
tragouale , epperdi si indica qui. il Talore di mZ che ò quelli 
dello spigolo intiero. Quanto agli altri due spigoli si otser? eiji 
che gli apigoli T arauscono come tali, e f significa qui soh- 
mente la linea d' altena del trogolo isoacele di mP* 
Per gli angoli pani delle Cucie : 

tang 5s=«o , e per c on s e go enH i. g=y , 

tangi;sKa«»a*-*-i, tangaf= ^— jjj^; , 

r angolo piano polare ^sendo qm fcumato dalla riunione 4i 
due angoli ^ , per la dispariaiono dello qàgola V. 
Per fj& angoli degli apigoli : 

cosAzz — -— r-T 9 

Slitta*-»- 1 

C08 JTs— i^equndiang* JTsiSo^, cioè annullamento dello spig. 
„ ajftV^ — I 

COtJZ= r-- . 

Da questi Talori si può dedurre cos — X:coa— Zuma: i -, 

tang — A ss t , tang — Z ss maV^ . 

Si otterranno le espresslom conispondenti per I4 bipiramide 
tetragonale diagonale mPoo , facendo nssqe nelle fonnole gene- 
rali per, miRn, come segue: 

Coefficiente dell' asse intermediOi r;?2 ^ 

Linee degli spigoli , 

^=sy/ii«a»H-i, y= ym*a*^a , 2Z=a ; 

la line^ Z è anche qui la metà della linea intiera dello pigolo 
trasversale y il quale é formato dalla riunione di due spigoli di 
mPn. La linea dello spigolo X svanisce come tale , e significa 
qui solamente la linea d* altezza del triangolo isoscele di mP9o , 
per la riunione delle fieiccie che la formavano, in un sol piano. 
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Angoli piani delle faccìe : 

tang 5 =: y#ii»a*-Hi ; 

tang »=oo , e quindi v^zgo^j conseguentemente alla coinci- 
denza delle linee degli spigoli Z due a due in una linea retta 
nel vertice di quest' angolo -, 

tang a^= ' , ove 2^ è 1' angolo piano intiero al 

polo della bipiramide, formato dalla somma degli angoli ^ di 
due faccie che si riuniscono in un sol piano. 

Angoli degli spigoli : 

cos Jr= — I , onde ang. JC= 180^, come ciò dee essere per 
la disparizione indicata dello spigolo X\ 

cos r =: — — ■' , cosZss-— 



Se ne deduce ancora cos — l^:cos — Z::ma:^ \ 

eiansL — izn ' ; tang— Zszma. 

° 1 ma ° 2 

Tutte le formole precedenti possono anche servire, mediante 
le convenienti inversioni e combinazioni 9 al calcolo inverso j 
cioè dei coefficienti di derivazione supposti ignoti, per messo 
degli angoli piani , e degli angoli diedri , e lunghezze di spigoli 
osservati ia un cristallo appartenente a questo sistema , e che 
ne presenti una forma oloedrìca \ ma ci dispensiamo dall' en- 
trare nelle particolarità di questo calcolo , per la ragione alle- 
gata a tale riguardo relativamente al sistema regolare. 

i85. Passiamo al calcolo delle forme emiedrìche. 

a. Calcolo dello scalenoedro tetragonale. Indicheremo per 

ciascuno scalenoedro ± ( fig. 84 ) 9 lo spigolo polare più 

lungo con JT, lo spigolo polare più corto con X , e \o spigolo 
niedialecon Z. Segniamo inoltre la faccia posta nell'ottante dei 
semi-assi positivi con F, e le tre faccie che formano con 
quella gli spigoli F, Xy Z, con F\ F", F^\ finalmente gli an- 
goli piani della (accia F opposti agli spigoli Y^XyZ^ con i^i ^9 Jf« 
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Supponiamo ova che V equazione del piano della fiiccia F sia 

— ^ £ -^ z = I ; si avrà per F' reouaàone — -*• r -4- — = i , 
ma n ^ ^ ma "^ n ' 

per F" l'equazione — — j^— — =i , e per F'" V equazione 

x^ r j.15-5, 

ma n 

Risultano inoltre dalle combinauoni successive delle equa- 
zioni di F e F', Fé F", F e F"', le equazioni deUe linee 
degli spigoli , 



per 


y> 


X 

ma 


* 


n 


per 


X, 


X 

ma 


— 


ft 


per 


z, 


X 

ma 


^ 


i-" 



y-^zzzLo 



z= I • 



Gli spigoli polari cadono cori nei piani delle sezioni princi- 
pali diagonali y e gli spigoli mediali sono paralleli alle sezioni 
principali normali. 

Finalmente si deducono dalla combinazione successiva delle 
equazioni di 1^ e JC con quelle di Z , i valori delle coor- 
dinate dei punti dei due angoli solidi mediali j che sono pure 
gli apici degli angoli piani ^ , t/ ^ cioè : 

per l'angolo solido in ^ , x = — — , ^=i , z=i i 

e per l'angolo solido in v j x= — ^ ^= — i, z=i . 

La distanza dei punti degli angoli solidi mediali all' asse 
è dunque costante in tutti gli scalenoedri, poiché i coefficienti 
m, n non entrano nei valori di y^ z^ da cui essa dipende y e 

questa distanza è uguale a f(^*-^ s* = fa . 

Ciò posto si potranno risolvere, per gli scalenoedrì, i problemi 
diversi ad essi relativi , come segue: 
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Il coefficiente de^ assi intermedii ritiene il suo valore orì- 

^nario , cioè quello della foima oloedrica ^ r= ; 

Pel calcolo della lunghezza degli spigoli si ossenrerà che i 
tre angoli solidi che limitano queste linee nella faccia F hanno 
per coordinate , 

(i) l'angolo solido polare , x^may ^zro y zszo\ 

(i) r angolo solido mediale inferiore , x=— — y y^^f ^=1 ; 

(3) ràngolo solido mediale superiore , x = — ,j^=— i, z=i. 

Lo spigolo JT è limitato dai punti (i) e {i)\ lo spigolo .X 
da (i) e (3) ; e lo spigolo Z da (a) e (3). Quindi si trova 
colle note formole 

y Vm»fl*(ii'4- !)*-•- an» ^ ym^O'in — i )»-h an» 

n n 



^ aym'a»-*-»* 



Z = 



I cosseni degli angoli piani delle faccie si trovano per meno 
delle indicate equazioni delle linee degli spigoli , di cui formano 
le intersezioni; se ne deducono quindi i seni, e in segmto le 
tangenti che si trovano essere : 

A/ significando sempre come sopra ym«a*(«*-#- 1 )-i-n*» 

Gli angoli degli ..jqpigoli 1^ sono evidentemente identici con 
quelli degli spìgoli mUo stesso nome della forma generatrice y 
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poicbè questi spìgoli sono formati dalle steste laccie rìlemite 
nell' emiedria ; onde si ha, come per la bij^ranùde diietragonale, 

^ n(aift^a^-i-fi) 

cos Yzs, — 



mV(it*-t-i)-^i»** 



Quanto agli angoli degli spigoli X e Z j combinando i para- 
metri delle equazioni delle faccie F e F"j Fé F^j si trova per 
mezzo della nota espressione , 

V ni^m^a^ — n) _ m*a*(/i» — i) — n* 
cos A^ , \ , ■ , ' , cosZ= r^Ti { ri 

Quindi si deduce ancbe 

I -- ma(/i-4-i) 1 _, ma[n — i) 

cos - A = —jj-pr— ' , COS-r=-Trr= , 

d' onde segue la proporzione cos— Xicos^ Yiin^^i :n — i ; e 



tang -^= l ^ ^ , tang- Y=ii- ^ '-- 

Se nelle formole che abbiamo trovate cosi per lo scalenocdro 

si fa nzizi , si otterranno le formole corrispondenti pel 

mP 
calcolo dello sfenoide tetragonale . Possiamo dispensarci dal 

par ti e ola ri zzare questa facile applicazione. Noteremo soltanto 
che F diviene qui la linea d' altezza delle faccie y formate da 
quelle dello scalenocdro riunite due a due ; che lo spigolo 
polare e formato di ^X -y che tang^=ooy e per conseguenza 
^=90» ; che tang t; diviene zrcot^ ; e che cos J^=— i, in 
conseguenza della disparizione di questo spigolo. 

Se nelle formole per lo scalenocdro si fa al contrario n = ao , 
esse si troveranno cangiate in quelle che abbiamo già trovate 
per la bipiramide tetragonale diagonale , ossia della serie 



acoessoiia j come ciò dee essere , {M>idié come abbiamo già 
ottervalo , questa bipiramide ritiene nella sua emiedria scale- 
noedrica la sua fonna stessa. 

Cosi anche per mz=:ac si ritrovano le formole del prisma di- 
tetragonale. 

Tutti i risultati precedenti del calcolo si riferiscono alla de- 
rivazione primitiva dello scalenoedro , e alla sua notazione. Se 
si desidera d' avere i loro analoghi relativamente alla deri- 
vazione secondaria di cui sopra abbiamo parlato ^ e conseguen- 
temente al simbolo mS*^ , non si ha che a mettere nelle for- 
mole sopra trovate in vece di m la quantità nirij poiché il 

simbolo mS'^ significa la stessa cosa che nella notazione pri- 
mitiva , come — 1^" vi coiTisponderebbe immediatamente a -i^— • 

b. Calcolo del trapezoedro tetragonale. Distingueremo in 
ciascun trapezoedro, destro, o sinistro relativamente alla forma 

fondamentale , d , s ( fig. 85 ) , lo spigolo mediale 

normale , cioè quello alla metà di cui si termina V asse acces- 
sorio , con Z y lo spigolo mediale diagonale con Z'y lo spigolo 
polare con Xj e distìngueremo, in ciascuna faccia che vi si consi* 
derì, lo spigolo particolare aggiacente a Z' con X^ sebbene esso sia 
uguale all' altro Xy sia quanto alla lunghezza , sia quanto al 
suo angolo diedro. In oltre indicheremo la faccia posta nell' 
ottante dei semi- assi positivi con F y e ìe quattro faccie che 
formano con quella gli spigoli Xy Xy Z, Z' con F", F", F"', e F^ ; 
finalmente distingueremo i diversi angoli piani di ciascun trapezoi- 

de, cioè r angolo tra X e X con 1^ , quello tra Z e Z* con p , 

quello tra Xe Z con a, e quello tm X e Z* con ^. Se pren- 

diamo ora per T equazione dijP, — -♦-'^ •♦- z=si , le equa- 
zioni delle altre (accie saranno , 

per F'y — — r •♦- - = i ; per F' , — -4- jr =i ; 

^ ^ ma *' n ^ ^ ^ ma *^ n 

per F'", — — — - -f-zsi j perF*^, -*->"-♦• - = « i 

*^ ^ ma n "^ ' ma "^ n 
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la combinauone succctnf a dell^ equaiìone di F con qidk 
delle altre (accie ci conduce alle equaziom seguenti dcBe fnt- 
tro linee degli spigoli \ 



per A» •■• sw*— I ; «4* SO; 



v> (n-4-iVr , (it»-»-ily , j^ s 

"^ ma n n-i-i n — i 



per Z, H — =0 i z= I ; 

■^ ' ma n. ' * 



per Z', ; :•♦•-= • r-+-*= 

"^ ' ma(ii — I) n «•♦•i "^ n-+-i 



Dalle equazioni di Z e Z' risulta che gli spigoli mediali 
nonnali sono paralleli alle sezioni principali normali , e die 
gli spigoli mediali diagonali sono paralleli alle seùoni princi- 
pali diagonali. La combinazione delle equazioni di Z e Z*, con- 
duce anche alle coordinate del punto dell' angolo solido me- 
diale inferiore , posto all' angolo p , e la combinazione deUe 
stesse equazioni con quelle di F* e F**, conduce alle coordinate 
dei punti degli angoli solidi posti agli angoli e e ì^j cioè : 

Per V angolo solido 

ma(n — i) n — i 

w»a(/i— i) n— I 

in <y , jc = — r- , ^= > 2^= I , 

n(/i-4-i) •^ /i-Hi ' ^ 

. ^ maffi — i) n — i 

Posto ciò tutto y siccome gli assi intermedii anche nel tra> 
pczoedro conservano il loix> valore primitivo, dobbiamo in 
primo luogo occuparci del calcolo dcUc linee degli spigoli. 
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I puati che limitano queste linee sono: (i) Il punto dell'angolo 
solido del polo, di cui le coordinate sono xsnui, y=o, z = o ; 
(2) il punto deir angolo solido mediale in a ; (3) quello dell' 
angolo in p ; (4) quello dell* angolo in ^ . Lo spigolo polare X 
è limitato dai punti (1) e (2) ; lo spigolo mediale Z dai punti 
(a) e (3); lo spigolo mediale Z' dai punti (3) e (4)- Se ne 
deduce per la lunghezza di queste linee 



y _ y, _ Vn'-f- 1 . Vm^g^/i^-f- 1 )h- 2/t* 

Secondo questi valori , perchè gli spigoli mediali Z , Z' 
fossero uguali , e per conseguenza le Caccie divenissero trape- 
loidi simmetrici , o deltoidi ^ bbognerebbe che si avesse 
11=1 -^•a'i che è la condizione che abbiamo già trovata per 
la bipiraimde ottangolare regolare tra le forme oloedriche, onde 
segue che questa sola potrebbe produrre un tal trapezoedro , 
e che questo è cosi impossibile come la detta bipiramide nella 
oristalUzzazione. 

Passando agU angoli piani delle faccie , i cosseni di que- 
sti angoli ^9 ^9 ^ e ^ si ottengono facilmente per mezzo della 
sostituzione successiva dei parametri delle equazioni di A' e Xj 
Z e Z'j X e Z , X e Z'y in vece dei coefficienti della for- 
inola che la geometria analitica ci dà per trovare il cosseno 
dell' angolo tra due linee , di cui le equazioni sono conosciute. 
Si ottengono quindi i seni degli stessi angoli , e poi le tan- 
genti che sono le espressioni più comode per l' uso , cioè 

n{n^i)M ^ 



tang^=— 



2«M/ 



/w»a»(ii» -•- 1 ){n — 1 ) — an* 
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Gii aogolì diedri degli spigoli si determiiumo dalle espres- 
sioni dei loro cosseni , dati dalle equaàoni delle faccie F^ Fj 
F"' e F"* del trapezoedro , sopra stabilite , per meno deOa 
formola più volte dtata ; si trova cosi : 



cos X =:cos A' = — 



FI* 



m*a*(ii*-f-i)-#-a» ' 



co.^ Z = — -5 — ^-- , ros Z = ■ ' 1 . 

II paragone di questi valori con quelli che abbiamo trovati 
per gli angoli degli spigoli dello scalenoedro ci mostra : i .<* che 
ang. Z' è il supplemento dell' ang. X dello scalenoedro: i/* che 
ang. Z=ang. Z dello scalenoedro , il che è una conseguenza 
necessaria della maniera di derivazione di questa forma. 

Se in queste diverse formole relative al trapezoedro si fs 
n=:i , si ottengono le espressioni sopra trovate per la bipim- 
mide tetragonale normale, e se vi si mette ii=qo, si otten- 
gono quelle trovate per la bipiramide tetragonale diagonale , 
il che conferma ciò che sopra abbiamo detto su queste emiedrìel 

e. Calcolo della bipiramide tetragonale anormale. Gli assi in- 
termedii restano ancora qui senza alterazione. Quanto alle lun- 
ghezze degli spigoli, egli è chiaro, che le Ceiccie che formano h 
metà superiore o inferiore di questa forma emiedrica sono le 
stesse, dall' estensione in fuori, che formavano la metà dello 
stesso nome del trapezoedro , poiché secondo che per le faccie 
superiori alterne d' una bipiramide di-tetragonale, le faccie in- 
feriori similmente , o contrariamente poste sono quelle che si 
estendono , ne risulta una bipiramide tetragonale anormale , o 

un trapezoedro. Gli spigoU polarì del trapezoedro d , o 

s , sono cosi , sia quanto alla misura dell' angolo , sia 

quanto alla posizione, identici cogli spigoli polari della bipira- 
mide tetragonale anormale considerata come destra o si- 
nistra. Ma la lunghezza dello spigolo è qui determinata dalla 
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sua tùtersezione col piano della base , di cui V equazione è 
j:=o. Se dunque sì mette nelle equazioni degli spigoli X e X* 
del trapezoedro sopra stabilite , la coordinata .r=:o , si otten- 
gono pei loro punti terminali inferiori | nella bipiramide anor- 
male, le coordinate , 

per X . y =: — -i , a = -^ ' , 



per JT, jr= -^i^T*» »= -;jq7r * 

e se ne deduce A o A' = ^ ■ • 

I suddetti due punti sono nello stesso tempo le estremità di 
uno spigolo mediale Z della bipiramide , onde si ricava 



p 



•-^I 



Quanto agli angoli piani delle fiaiccie essi sono , nqlla bi- 
piramide tetragonale anormale , di due specie soltanto ; l' an- 
golo polare Jf ne è identico coli' angolo dello stesso ngme del 
trapesoedra -, e la tangente dell' angolo laterale ^ si trova fa- 
cilmente per mezzo delle linee conosdute X t Z ^ cio^ 

^ M 
tangg = — 



n 



Finalmente gli angoli diedri degli spigoli sono fpik conosciuti -, 
perché V angolo dello spigolo polare JC è lo stesso che 1' aun 
golo di JT del trapezoedro , e V angolo dello spigolo mediale 
Z é lo stesso che quello dello spigolo Z della bipiramide di- 
tetragonale* 

Per ji:[si,.Otsoo,le formole della bipiramide letrago- 
aale smomude si cangiano in quelle trovate per mPj o hiPod , 
il die conferma che queste ultime forme non si cangiano per 
V emiedria. 
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ARTICOLO TERZO 



telngoiak. 



i86. Anche per le combinazioni delle forme di questo sole* 
ma ci limiteremo y come per quelle del sistema regolare, alle 
combinazioni binane , cioè delle forme due a due, di cui con- 
sidereremo, r una come dominante, V altra come subor&iata. 

Cominciando dalle combinazioni di forme oloedridie, osse^ 
yeremo che siccome la bipiramide di-tetragonale é il rappre- 
sentante generale di loro tutte in questo sistema , doUiamo 
primieramente considerare i rapporti di combinazione £ due 
di queste bipiramidi mPn e m'Pn\ Se concepiamo queste due 
forme in posizione parallela attorno al loro centro ocunune , i 
punti terminali dei loro assi accessorii coincideranno , questi 
punti formando come i punti cardinali del sistenia y che con- 
serrano la loro posizione prìnùtiva in tutte le forme derinte. 
Ma in vece che nel sistema regolare questa coincidenza avei 
luogo per tutti tre gli assi del sistema , essa non si applica 
più nel sistema tetragonale al terzo degli assi delle coordinate, 
cioè all' asse che abbiamo considerato come principale in tale 
sistema , quest" asse nelle diverse forme derivate prendendo 
lunghezze più o meno grandi , secondo che più o men grande 
è ìL valore del cocfficienle m nelle medesime. Questa differenza 
tra i due sistemi è una couseguenza di che nel sistema tetra- 
gonale r asse principale si distingue dagli altri per la lunghezza, 
in vece che nel sistema regolare tutti tre gli assi nelle direzioni 
delle coordinate erano uguali , ed esercitavano la stessa in- 
fluenza su tutto il sistema ; quindi nel sistema tetragonale, men- 
tre il parametro delle faccie d' una forma derivata dee sem- 
pre essere supposto uguale all' unità relativamente à uno dei 
due assi accessorii , quello relativo all' asse principale può 
prendere per tutte un valore qualunque determinato dal valore 
di m, in vece che nel sistema regolare i tre assi essendo uguali, 
la simmetria delle forme richiedeva che le diverse faccie aves- 
sero sempre un parametro uguale all' unità relativamente ad mio 
qualunque di loro. Quindi nel sistema tetragonale la condi- 
zione comune alle estremità dei due assi accessorii , di servire 



di. punto di partenza di una faccia in ciascun ottante , limi- 
tando tutte le forme nella direzione di questi assi , lascia in- 
determinata r estensione delle medesime nella direzione dell' 
asse principale , in vece che questa stessa condizione comune 
nel sistema regolare a tutti gli assi , ne limitava le forme , 
per la mutua intersezione delle faccie, agli assi medesimi della 
forma fondamentale. Quanto agli assi inteiuiedii , essi posspno 
Tarìare nel sistema tetragonale , come le due specie d' assi in- 
tennedii nel sistema regolare. Ciò posto per le ragioni che 
abbiamo allegate , parlando delle combinazioni delle forme del 
«stema regolare , possiamo qui considerare dapprima i rap- 
porti di combinazione tra le forme combinate , in cui si 
suppongano uguiadi gli assi accessorii , e questi rapporti di- 
penderanno da quelli di uguaglianza , o disuguaglianza degli 
assi principali delle due forme , e degU assi intermedii delle 
medesime, come pel sistema regolare abbiamo dapprima riguar- 
date le due forme combinate come coincidenti relativaiàente 
^Ue estremità dei loro tre assi piincipali , e abbiamo trovato 
che i rapporti di combinazione ne dipendevano da quelli di 
uguaglianza , o disugua^anza delle due specie d' assi inter- 
medii y quadranziale y e ottanziale. Dai rapporti di combina- 
lioo^ determinati in quest' ipotesi , dipenderanno poi i diversi 
accidenti di bisellamenti e troncature degli spigoli , di smuzza- 
menti e troncature d' angoli solidi , che avranno luogo nelle 
diverse combinazioni y quando si daranno alle due forme di- 
mensioni diverse V una dall' altra , come abbiamo veduto nel 
àstema regolare. 

I rapporti di combinazione delle diverse forme mPn e m'Pn 
combinate tra loro y in quell' ipotesi dell' identità dei due assi 
secondarii , dipendono . dunque da che si abbia , quanto agli 
assi piincipali y che indicheremo con h e h'y A'>9 o =,o<Ày 
il che corrisponde evidentemente a m'>,o=, o <Zm\ e 
quanto agli assi intermedii r'>, o = ,o<r, il che accadrà , secondo 
Vespressione che abbiamo trovata per r, dall'essere it'>,o=,o<n; 

e quanto ai quozienti —, e -- , che indicheremo rispettivamente 

con 9% e fy da che si trovi ^'> , o =:, o.<^, il che, giusta i valori 
delle quantità^, r, A', r', e quindi di questi qupzienti, suppone 
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che 81 abbia — —, — - > , o =: , o < — ^ i . 

n n 

Quello che abbiamo detto dei diversi aspetti e accidenti, che 
le combinazioni di forme del sistema regolare debbono presentale^ 
nei diversi casi, per le diverse relazioni delle due specie di assi ùh 
termedii di «piel sistema, può dare una suflGidente idea della ma- 
niera con cui quelle indicate tra hj h\ r, e r', nel sistema cb cui 
qui si tratta, debbono influire sull' aspetto e sugli accidenti deDe 
combinazioni di forme del medesimo ; ci ^penseremo quindi 
di entrare nelle particolarità di quest* applicazione , tanto ri« 
guardo alle forme combinate mPn , m^Pn' che le rappreieii* 
tano tutte in una maniera generale , quanto alle altre forme 
derivate oloedriche di questo sistema , che se ne possono li- 
guardare come casi particolari. 

187. Passiamo alle combinazioni delle forme emiedriche, e 
primieramente di quelle scalenoedrìche , ossia sfenoidiche. 

La teorìa di queste combinazioni, che sono le più importanti del- 
le combinaziom emiedrìche di questo sistema , riposa sui rapporti 

di combinazione di due scalenoedn e , di cm u 

primo è considerato come forma dominante , e l' altro come 
forma subordinata. Dalle equazioni delle tre specie di tpr^ 
goli dello scalenoedro , che abbiamo sopra stabilite, si pos- 
sono dedurre facilmente le condizioni relative alle diverse ma- 
niere in cui può presentarsi la combinazione di queste due 
forme. Bisogna però aver riguardo anche qui , come in ge- 
nerale per le combinazioni emiedriche , all' ambiguità' della 
posizione , potendosi le due forme combinare o nella stessa 
posizione , o in posizione inversa \ cioè bisogna considerare 

i rapporti di combinazione , sia di ± con ± , 

• 11 . • j. ^ ^P^ — m'Pn' 
che sono nella stessa posizione, sia di ± — con -#- , 

che sono in posizione inversa. Da questi rapporti poi di com-> 
binazione di due scalenoedri , si possono dedurre quelli che 
hanno luogo nella combinazione , sia dello scalenoedro con altre 
forme che appartengono , o possono considerarsi come appar- 
tenenti a questa emiedria , sia di queste forme tra loro. €li 
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aspetti e gli accidenti delle forme che risultano da questa 
specie di combinazione emiedrica sono molto vani , e notabili, 
tanto più che questa emiedria comprende anche le forme 
della serie principale del sistema in una maniera effettiva , in 
Tece che le altre specie d' emiedria di questo stesso sistema 
non hanno influenza reale sulle forme oloedriche deUa serie 
principale, cioè di queUa in cui nzz i , vale a dire non ne alterano 
il numero deUe Riccie. Ma le particolarità di questi aspetti ed 
accidenti ci condurrebbero troppo lungi , e non ci pare indi- 
spensabile d'entrarvi in questa esposizione dei principii fon- 
damentali della teoria della ciistallizzazione. 

Quanto alla combinazione delle forme emiedrìche pirami- 
dali , osserveremo che siccome la specie di emiedria a cui 
queste forme appartengono , non può esercitarsi efficacemente 
se non sulle forme deUa sene intermedia di questo sistema , 
cioè sulle bipiramidi di-tetragonali , mentre le forme delle serie 
prindpale ed accessoria, ossia le bipiramidi tetragonali, conser* 
vano, come abbiamo veduto, la loro apparenza oloedrica, neir 
applicazione di quest' emiedria, la teorìa di tali combinazioni 
non è che la teoria leggermente modificata delle combinazioni 
oloedriche di queste bipiramidi di-tetragonali ; ed esse non fu- 
rono altronde osservate se non tra le varietà di un plcciol nu- 
mero di specie di sostanze cristallizzate ; onde non vi di 
tratterremo. 

Tanto meno ci occuperemo delle combinazioni trapezoedriche, 
questa sorta di combinazioni emiedriche del sistema tetragonale, 
non essendosi finqui presentata ancora in natura. 

i88. Dopo aver cosi indicato in generale i risultati della combi- 
naaooe ddle forme tanto oloedriche che emiedriche di questo 
nstema , ci resterebbe a parlare del calcolo delle linee ed an- 
goli tanto piani che diedri in queste combinazioni di forme ; 
ma €Ì limiteremo anche qui , come pel sistema regolare a dir 
qualche cosa del calcolo degli spigoli di combinazione. Quelli 
deUe combinarioni di forme oloedriche sono generalmente rap- 
presentati dallo spigolo di combinazione II prodotto dalle faccie 
di due bipiramidi di-tetragonali mPn e m'P/i'; per cui proce- 
dendo come per gli spigoli di combinazione del sistema rego- 
lare, si trova la formola 
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cos n = — ^ — ' 

Per adattare questa forinola alla delerminazione degli angoli 
degli spigoli, nella combinazione delle altre forme oloedrìche di 
questo sistema, sia colla bipiramide di-tetragouale, sia tra loro, noa 
si ha che a dare a m, m'j n, n^ ì valori convenienti a queste forme. 

Quanto agli spigoli delle combinazioni emiedrìche , limitan- 
doci a quelle dell' emiedria scalenoedrìca y distingueremo il 
caso in cui le due forme si trovano nella stessa poàiìone, 

. mPn , m*Pn' , „ . • . . ^ 

± con ± j da quello m cui vi ti trovano io posi- 

mPn 1. m'Pn' ^ , . 

zione inversa, ± — con -+. — — . Nel primo caso vi sono 

due sorta di spigoli di combinazione da considerare ; gli uni 
sono quelli formati dalle faccie della parte superiore o inferiore 
d' uno degli scalenoedri, lasciate sussbtere dairemiedrìa, coUe fac- 
cie pur rimanenti della stessa parte rispettivamente dell'altro sca- 
lenoedro-, questi spigoli sono i medesimi cheie stesse (accie avreb- 
bero formati nella combinazione oloedrica delle bipiramidi di-te- 
tragonali corrispondenti^ cioè il loro angolo è l'angolo II, di cui 
abbiamo or ora indicata 1' espressione del cosseno per queste 
forme oloedricLe. Gli altri spigoli sono quelli formati dall' in- 
tersezione delle faccie appartenenti ad una delle metà supe- 
riore o inferiore di una delle forme combinate, colle faccie ap- 
partenenti all'opposta metà, inferiore o superiore , dell'altra fonna; 
intersezione che non ha luogo , se non per la soppressione 
delle altre faccie prodotta dall' emiedria, onde questi spigoli sono 
proprii alle forme einiedriche. Chiamando II' uno di questi 
spìgoli di combinazione di seconda specie, si trova in generale, 
adoperando la formola conosciuta per determinare 1' angolo di 
inclinazione di due piani di cui sono date le equazioni , e 
mettendo qui i paranietiù ma^ n, i della faccia superiore in 
una delle equazioni generali dei piani in vece de' suoi coeffi- 
cienti , e — m'a, — /i', I, parametri della faccia inferiore, nelP 
altra equazione , 

„, /ii//i'^'(/m'— I ) — fin' 
cos 11:=-— ^ 



f 



i 
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fyf e M ritiene la significaxkme che si è data qui sopra a questa 
lettera , e M' è la quantità corrispondente nella seconda delle 
lonne combinate. 

• Nel secondo caso, cioè ideile due forme in posizione inversa^ 
m vece delle due sorta di spigoli II e II', vi sono due altre 
•orla di spigoli da considerare , ciascuna faccia superiore d'una 

^ édle forme Tenendo a intersecarsi da una parte con una faccia 
ifputenente ad un paio di faccie superiore della seconda forma, 

• dall'altra con una faccia d' un paio inferiore di questa seconda 
Imbuì , . prese , tali paia di faccie , in posinone diversa nelle 
dne forme. Se indichiamo la prima specie di spigoli di combi- 
auione in questo caso con 11^ , e la seconda con II/, si avrà 
per. meno della, formola citata, mettendovi per la prima spe- 
cie i parametri ma, r», i , e ma, — n', i delle faccie che si 
idersecano, e per la seconda specie i parametri — ma, — 1», i , 
e mfaj — n', i , 



— mm!aHnnl — i ) -l-nn' 



co« n;= -L^^, . 

Si possono dedurre ugualmente da queste formole quelle 
^nrrispondenti per tutte le forme d'una combinazione sfenoi- 
dica , mettendovi in vece di m , n , m\ n' i coefficienti di de- 
rivaxione che appartengono alle forme combinate proposte. 

189. Quanto alle combinazioni ternarie delle forme di questo 
attrma , ci ristringeremo ancora qui ad indicare alcuna cosa ri- 
guardo alle equazioni di combinazione , di cui abbiamo già 
veduto. V applicazione generale a qualunque sistema di cristal- 
Bnaiione , e in particolare al sistema regolare. Per le forme 
iloedrìche V equazione di combinazione generale, per mPn con 
wiPtij rimane anche qui la stessa, come pel sistema regolare, cioè 

fn!'n"{m'n'-'mn')-^m'\m — m!)nnWn'*{n! — n)/7im'=o , ■ 



e si particolarizza poi senza difficoltà per le combinazioni delle 
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mmt dK n lì ie i'tf c o ^ D a fpwle come caft partieolarì. 
le eamJbmanam iwirihiihf » Innlndoci qui «De scaksoe- 
ke ona iltmoiitìrlir , OMCi i cfca ao che due tcalenoedrì te- 
{oaaK fenMBD ipig a B A coadMnaxMie , come |pà abbùoio 
», ^ aai dipe»dea6 da ialeu c ilu m di £iccie appartenenti 
iitesa metà tayrii a ie o mierioffey cioè che si rìnmscooo 
» sfteno polo o i i tn m ila ddl' ane principale , ^ ahrì da' 
g seai oa i A beat ap p mtemn iti aDe Ak BAetà o poli oppoili 
le dae isnae , e d^ m gaeite si dee aocora arer riguardo 
L dhcffsa pwiirinf ddk mnfciimr fame. L' eqnaiioac di 
ikìaaaMe per ^ ipì^ali^ A eoadmattoiie della prima spe- 
cke si pasHmo ffciamare spigofi di comhinaxkme tieto-polari, 
e per aaaa slessa poiiiiiiiof delle dae forme , è identica eoa 
or ora iadkala per la eoaalnnanooe ddlo forme oloe- 
asAi e m^M^ óoè A dae bipifaflùA di^tetragonaii , 
allm liinimiMif, perdiè la teiaa forma dee neeeatariamente 
aver la slesm pn^iiamf die le due altre. Ma se le dne ferme, a 
cni si lìfciiico no i forfciea ti scna'aceento e con un accento, si tro- 
vano iaposinmeimrcrsay si dee primieramente prendere Jt' negati- 
vo, e r OBI Mirrare qoantoaDa teraa forma, a coi si riferiscono i 
c o ffci enti eoo dne acceaii, se esm si trofi nella stessa posizione 
colla prima , o coDa seconda ; in ^piest' ultimo caso anche n' 
dee essere negativo. Possiamo dunque in generale stabilire per 
gb spigoli di combinazione prodotti da laccie appartenenti 
ad una stessa metà polare di due scalenoedri tetragonafi 

, e , r eyunìone di combinazione 

m'*m\mm:f:mM')±m\m—m)nM'—n''{n :^n! )mm'= o , 

neUa quale i segni superiori servono per una stessa posizione , 
e i segai inferiori per una poàiione inversa delle due ferme ; 

se la terza ferma ha la stessa posizione che , non vi è 

altro cangiamento da Care a questa fermola ; se al contrario 

niP n' 
la terza forma ha la stessa posizione che , nella supposi- 
zione che questa sia diversa da quella di , si dee pren- 
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dere nF negativo. Per gli spigoli poi di combinazione formati 
da faccie appartenenti alle metà polari opposte delle due pri- 
me forme , e che possono distinguersi col nome di spigoli di 
combinazione am/i^polari , dobbiamo nell' equazione stessa 
suddetta relativa alle forme oloedrìche , prendere , pel caso di 

. ., j. mPn m!Pn* - . . 

una posizione simile di , e , ut ed n negativi , e 

per quello d' una posizione inversa , inoltre ancora n' negativo ; 
r equazione generale di combinazione , per gli spigoli di questa 
seconda specie della combinazione di due scalenoedri tetrago- 
nali , diviene cosi 

m"n"{ni*n^mn') :f:m"{m'*'m*)nn''^n"{n±nf)mìn'szo ; 

in quest' equazione i segni superiori servono per una stessa po- 
sizione , e gli inferiori per una posizione inversa delle due 
forme*, ma la determinazione del segno dim" e n!* vi dipende poi 
àncora tanto dalla posizione della terza forma , in se stessa , 
quanto da quella delle sue faccie che smuzzano gli spigoli di 
combinazione , relativamente alle faccie delle due prime forme. 
190. Osserveremo ancora, terminando ciò che riguarda le 
combinazioni di forme in questo sistema , che le (orme sem- 
plici del sistema regolare potrebbero , matematicamente par« 
landò , considerarsi , come appartenenti a queste combinazioni^ 
Se cioè si riguarda 1' ottaedro j forma fondamentale di quel 
sistema y come una bipiramide tetragonale P in cui si abbia 
a=i y prendendo cosi uno dei suoi trek assi uguali per asse 
principale , si troverà che qualunque esacis-ottaedro mOn , 
che è il rappresentante generale delle forme oloedriche del si- 
stema regolare , dovrà essere considerato come una combina- 
zione di tre bipiramidi di-tetragonali , di cui i segni saranno 

i nt 

" P — j nPnij e mPn , cosicché il segno di questa combinazione 

sarà mPn . nPm . — P ^ . Quindi si troverà , quanto alle altre 

forme, che mOm del sistema resolare diviene mAn . — P del 

" m 

sistema tetragonale ; che mO diviene mP . Pm \ che ooOpt 



deUe due forme , e che in querto si dee ai 

■Ik dinna porimone deDe medenm« fon 

comblnatione por gli spg^ di combinaiiot 

ò« che fi possono chiamare spigoli di combii 

e per una ttesta poiiaione delle due fon 

quella or ora' indicata per la comtrinanone 

driche mPn t it^Plf, àoi £ due instai 

•ena'altra dlstinàoae, perchè la tena forma 

BTer la stessa posizione che le due altre. Ha 

coi li riforìscono i coeffidentì senz'accento e ce 

vano in ponùone inTcraa, si dee primiemnent 

TO, « cmsiderare quanto alla tersa forma , a 

coefficienti con due accenfi, «e essa ù trovi i 

eolla prima , o colla seconda -, in quesf ul 

dee essere negativo. Posnamo dunque in g 

jU spigoli di combìnarìone prodotti da 

■d una stesM metà polare di due scal 

MAi m Pti' ,, ,. ■ . . 

■ ■ f • ■ f l equauone .di comoinaxio 

m"«l'[m'H + i«n')± «"(ai — m' )aa' — «"(n + 

nella quale 1 segni superiori serrono per ui 
t ì segù inferiori per una posiùone inrera 

se la tena forma ha la stessa Dosiiione che 
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* i§ iatif negatiTO. Per ^ spigoli poi di combinaxione formati 
db hcàt apparteneiitì alle metà polari opposte delle due prì- 
■r fané , e che possono distìnguersi eoi nome di spigoli di 
«■batBone amfi^poiari ^ dobbiamo nell' equaiione stessa 
Silfali rebtifa alle forme doedriche , prendere , pel caso di 

... j. iw Pn fis "n - , 

■i posinone simile di , e , m ed n negatiTi , e 

t 3 3 

fs fseBo d' una posiiioae inrersa , inoltre ancora n' negativo ; 
fsfmiimf generale di comlHnaaone, per gli spigoli di questa 
specie della oombinaaione di due scalenoedrì tetrago- 
,dìfieie cosi 



in qnett' eqoaàooe i segni superiori serrono per una stessa po- 
(i e gli infariorì per ana posiiiooe inrersa delle due 
; ma h detenni naiione del segno di m" e n** vi dipende poi 
Into daDa poàiione della terza forma , in se stessa , 
da quella delle sue laccie che smnnrano gli spigoli di 
coalimìooe , rehtÌTaoicnle alle Daccie delle due prime forme. 
190. Oserrercnao ancora , terminando ciò clie riguarda le 
wlwHii ioni di ferme in qneslo «isfema , che le forme sem- 
plici dd àstema regolare potrebbcso , maiematicamente par- 
Ìm'o i conàderarn , come apparteDcnti a queste combinazioni. 
Se doè si rigaarda 1' ottaedro , forma lÌMìdamentale di quel 
sutena. come una btpiramide tetragonale P in cui ù ahbia 
'=1 , prendendo con ano dei «noi tra assi upiali per asse 
principale , si troreni che qnalanqae esatis-ottaedro mOn ^ 
àeéi rapprescatmAe generale deDe forme rJoedricLe del &;. 
«ew rcgobre . doirà eiscre comiderfeto come aaa combina- 
"« di Uè h itài Miii t £-te«ragOBib , di cai i se^ni saraLuo 



I 

a 



à^à ' "^ * "'^ ' coacfhè il Mg»> cS quesU comLir.az:one 
aia «A .«Paa . 1 P" . Qeiis£ k VKntn . q^^ ^v^ . j.^^ 
fonnf. che aiOta del «i&eau rczù/^ i^-.^^* rzPr, ' n 1 1 

'"^ • 7 P dì 

«tema tctraeannie . dut m.O crn^^ce kP r>< 1 " 

'^'^* • <i-e 3c(H 
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diviene ' oojRpt . nP^ . Poe : ciie ooO diviene ccP . Poe ; e che 

n 

ooOao diviene oopoo • oP. ]Ma questa espressione delle (orme 
del sistema regolare relativamente al sistema tetragonale eoo- 
duce, come si vede, a combinazioni complicate in vece di forine 
semplici j e non può presentare alcun vantaggio , né avere al- 
cuna connessione colle relazioni naturali di queste forme. 

S 4.*' 



Del sistema esagonale. 

artìcolo pamo 

Di .questp sistema in generale e dfslla sua forma fondamentale* 

19 1. Questo sistema, di cui trattiamo qui immediatamente al 
seguito del sistema tetragonale , per una notabile analogia che 
esso ha con quello, si distìngue però dal mederaio, come da tutti 
gjli altri, pel numero quaternario degli assi delle coordinate, a cui 
le sue forme si debbono riferire , in vece di tre soli assi che 
si considerano negli altri sistemi; di questi quattro assi, come 
abbiamo già veduto , tre sono uguali tra loro, e si tagliano in 
un solo piano ad angoli di 60% mentre il quarto è loro per- 
pcndicolare.' Il nome con cui indichiamo questo sistema è tratto 
dalla figura delle sezioni trasversali per mezzo, presentate da tutte 
le forme che gli appartengono, sezioni che sono o esagoni re- 
golari , o tali che vi si possono iscrìvere o circoscrìvere questi 
esagoni. Weiss lo ha chiamato sistema senario , o se^membre , 
dal numero de' suoi semi-assi uguali , da cui dipende la sim- 
metria delle sue forme \ altri 1' hanno chiamato sistema rom^ 
boedrico , peitrhè motte delle sue forme sono romboedri ; gli si è 
anche dato il nome di sistema monotrimetrico , ossia imi-tri-asse , 
che esprìme immediatamente la natura de^ suoi quattro assi , 
di cui uno disuguale dagli altrì , e a loro perpendicolare. 

In questo sistema , oltre all' asse principale , che è quello 
disuguale dagli altri tre , e a questi tre assi uguali tra loro , 
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che cfaùimeremo accessoriij sì debbono ancora considerare tre 
assi inierwudii ; essi si trovano nel piano della base , cioè dei 
tre assi accessorii , in posizione intermedia tra questi assi presi 
due a due, e fanno conseguentemente coi medesimi, angoli di 3o<> ; 
chiameremo sezioni principali normali delle forme di questo siste- 
ma le sezionTche passano per V asse principale , e per uno dei 
tre assi accessorii , e che appartengono ai piani coordinati del 
sistema , e sezioni principali diagonali quelle che passano per 
r asse principale , e per uno degli assi intermedii. 

Nella forma fondamentale di questo sistema saranno i tre se- 
mi-asà uguali , e ad angoli di 60®, rappresentati ciascuno 
da I , e il semi-asse principale, ad essi perpendicolare, rap- 
presentato da a \ questa forma é limitata da la faccie trian- 
golari , 6 al dissopra , e 6 al dissotto del piano degli assi ac- 
cessorii , e presenta cosi una doppia piramide di base comune 
esagona , ossia un dodecaedro , di cui V asse , da conside- 
rarsi in posizione verticale , ha la lunghezza la ; questa for- 
ma può del resto variare all' infinito da una specie all'altra 
di sostanza , secondo il valore che vi prenderà il semi-asse a, 
relativamente agli altri tre semi-assi che si sono presi per 
unità. 

192. II sistema di quattro assi disposti nella maniera indi- 
cata, è quello a ciu si debbono riferire immediatamente le 
forme di questo sistema , e la loro derivazione , e notazione , 
per rappresentare cosi nella maniera la più semplice e natu- 
rale il carattere particolare di queste forme che ofiìrono sei 
membri simmetricamente disposti attorno ad un asse princi- 
pale. Anche i calcoli relativi a queste foime , debbono potersi 
riferire, quanto a risultati, a un tale sistema *, ma non possono 
esserlo immediatamente , le operazioni stesse del calcolo coi 
metodi della geometria analìtica , non potendo accordarsi con 
questa supposizione di quattro assi di coordinate. I calcoli 
adunque debbono sempre, anche in questo sistema, essere fon- 
dati sopra un sistema di tre assi soltanto , adottati sussidia- 
riamente , sebbene le quantità su cui si calcola , e i risultati 
ottenuti come funzioni di queste quantità, si riferiscano al 
sistema primitivo di quattro assi ; ed ecco come vi si pu& 
giungere. Le equazioni delle diverse iaccie d' una forma deb^ 
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bono essere derìtrate iramediatamente dai loro segni cristallo^ 
grafici , che come abbiamo detto si riferiscono a quSttro asà , 
e debbono per conseguenza essere in parte dipendenti da tutti 
essi quattro -, chiameremo queste equaxioni dedotte immediata-' 
mente dai segni cristallografici equazioni rappresentaiis^ \ e le 
determineremo nella maniera seguente. Prendiamo V asse prin- 
cipale per r asse delle x , e i tre assi accessorii per gli assi 
delle ^ , 2 ed u , e indichiamo in generale i parametri cadenti 
in questi assi, per una faccia qualunque, con m, n, r, ed 5. Per 
ciascun sestante della base , che si voglia dapprima conndenre, 
chiamiamo un sestante immediatamente attiguo a quello , 
sesiarue aggiacerUe , un sestante che segua inunediatamente a 
questo, sestante coaUemo , e il sestante opposto al primo che 
si é considerato , sestante opposto. Se si parte da un sestante 
qualunque ^ ( fig. 86 ) , e si riguardino i due semi-asn acces-» 
sorii che gli appartengono come i semi- assi delle coordinate -f-/ 
e -4-2,i semi-assi che cadranno ne' suoi sestanti aggiacenti^,/^ 
saranno i semi-assi di «4-2 e "4-u, e quelli di "^jr e — u\ i 
semi-assi che cadranno nei sestanti coaltemi C, C^ saranno i 
semi-assi di -*- m e — j^ , e qudfi di — u e — z ; final- 
mente i semi-assi appartenenti al sestante opposto D saranno 
quelli di — jr e — s. Ora data una fisiccia qualunque F, si può 
considerare a piacimento il suo sestante come il primo *, essa 
taglia dunque gli assi delle y e delle z nelle loro metà posi- 
tive , e la sua equazione riferita a questi due assi , die del 
resto non sono qui rettangolari, ma obliqui, cioè ad angolo di 
6o* tra loro , potrà rappresentarsi in generale con 



- -*- -^ H- - = r, (i) 

m n r 



il doppio segno di — riferendosi alla sua posizione al dissopra , 

m 

o al dissotto del piano degli assi accessorii. Ma se due faccie 
F e F' sono date , può accadere , relativamente alla loro si- 
tuazione , uno dei tre casi seguenti : 

i.° Le due faccie sono poste in uno stesso sestante, oppure 
anche iu sestanti opposti \ se si prende allora V equazione 
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della (accia F quale rabbiamo iDdicata, V eqaaiione della Caccia 
F' sarà rappresentata y 

quando è neUo stesso sestante, da ± — , «4- — , -*- -s ss i , (a) 

m n r 

oc y % 
e quando è nel sestante opposto , da Hh — 7 — —, — -;= i , (3) 



X 

il doppio segno di — ; liferendosì sempre alla posizione della 

taccia al dtssopra o al dissotto della base. 

a.^ Le due faccie sono poste in sestanti immediatamente 
aggìacenti ; allora per la stessa equazione di /^ , 1' equazione 
rappresentativa della seconda faccia F\ secondo che essa 
sarà posta nell' uno o neir altro dei due sestanti aggiacenti a 
quello della faccia F, avrà la forma. 



u z 






7*7, = ', (4) 



O ± — -♦- -r 7 = 1- (5) 

m n s 



S.'* Le faccie sono poste in sestanti coaltemi; allora l'equa- 
lione di F restando sempre la stessa come sopra , Y equazione 
rappresentativa di F' sarà , secondo la sua posizione nelF uno 
o nell' altro dei due sestanti coalterni , della forma 



m n s 



X u z , . 

Si tratta ora , pel calcolo cristallografico y di cacciare dalle 
quattro ultime di queste equazioni rappresentative V ordinata u 
che vi entra , e farvi entrare quella delle due coordinate jr o z 
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che fi manca , e di ridurre coil il sistema quaternario d' issi 
al sistema ternario , nel quale gli assi delle y e delle z si 
tagliano sotto un angolo di 60®, mentre T asse delle x resta 
loro perpencUcolare , come lo era agli assi delle z^ j ed u, si 
debbono perciò cangiare le equazioni ove si trova il ter- 

mine -7 in altre in cui si trovi -^ ^ o — , . secondo che y 

o z mancaTa a queste equazioni , /^ e q' essendo due ahrì 
coefficienti relativi agli assi jr e Zj e che si dovranno deteruù- 
nare convenientemente per questo , in maniera che qnde 
equazioni di faccie , che si riferivano agli assi delle z e delle u 
( oltre quello delle x) o agli assi delle jr e delle u. Tengano a 
riferirti tutte agli assi delle jr e delle z, tra le parti positive o 
negative de' quali queste faccie si trovano anche necessaria- 
mente. Per tale ometto basta cercare a quali distanze dal centro 
delle coordinate j espresse queste distanze in funzioni di /, r', n\ 
una superficie di cui V equazione è data, relativamente ai due 
assi delle u^ e delle z , o delle u e delle jr , viene a tagliare 
gli assi delle y e delle z ; queste distanze saranno le quantità 
che abbiamo indicate con p' e ,q' ; ora si trova che queste 

distanze sono p' =: -, ? • g' = -7 r . Sostituendo dunqoe 

Y s' — r' 5 . s' — n' u 

, , ' ossia — TT 'Xì oppure tt ossia , , . z , a — 



'—f^ s'—n! 



nelle suddette quattro equazioni , secondo che loro manca il 
termine in j^ o il termine in z , esse si cangieranuo nelle se- 
guenti y cioè : 

1 equazione (4) m ± — r •*• rr-^ •♦• -7 = « > 

^ m sr r 

1. ^i^% . ^ y l^' — w')z 

V equazione (5) tn ± ^ '^ n'~ s'n! ^ ' ' 
1 equazione (6) in i: — > — -, h j-p^ = 1 , 



m n S'n 



1 equazione (7) m ± ^ -^ '^?^^ 
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'Queste «quazloni sòiio ora tutte riferite agli as^ obliqui 
delle z e delle jr ^ che sì tagliano tra loro ad angoli di 60^ e 
di 120^, oltre quello delle x che loro é perpendicolare. Chia- 
inereino in quei che segue equazioni calcolatile le equazioni 
delle faccie cosi trasformate , e di cui dovremo £ar uso secóndo 
i prìncipii che la geometria analitica ci fornisce per la posizione 
delle linee y e delle superficie nello spazio, in un sistema di tre 
assi cosi disposti. 

193. Avariti di passare alla descrizione delle forme derivate 
del sistema esagonale , osserveremo ancora che sebbene abbia- 
mo riguardato Tasse principale di questo sistema y come disuguale 
dagli altri tre , a cui é perpendicolare , il carattere del sistema 
non sarebbe cangiato quand'anche venisse, in alcune specie di 
sostanze , ad essere uguale a questi , poiché esso ne sarebbe 
sempre distinto per la sua perpendicolarità agli altri , mentre 
questi y tutti tre in un piano , fanno tra loro angoli di 60®; 
solamente allora la quantità che abbiamo indicata in generale 
per a prenderebbe il valore paiticolare i . Questo caso però 
non si é osservato in alcuna specie in natura. 

Indicheremo con P la bipiramide esagonale , di cui abbiamo 
supposto le lunghezze dei semi-assi j espresse in generale da 
Uy I, I, I, come già abbiamo indicato con P la bipiramide 
tetragonale del sistema precedente j e a questa lettera si rìferi- 
raniio i segni delle forme derivate (i). 

Tra le sostanze di cui la cristallizzazione appartiene a questo 
sistema , arrecheremo per esempi la pirite di ferro detta ma- 
gnelica y il quarzo ossia silicia cristallizzata , il talco , il mica 



(i) Si noterà che nel sistema di notazione di Weiss dovendosi esprìmere 
Là posizione delle faccie relativamente a ciascano dei quattro assi , U 
forma fondamentale stessa sì troTa a?er per simbolo ( a : a : ooa : e ), poi- 
ché una delle sue faccie qualunque , mentre passa per l' estremità dell' asse 
principale che si indica con e , e per quelle di due degli assi accestorìi 
uguali tra loro , a , sr trova necessariamente parallelo al teno di questa 
assi acccssorii. Le altre forme sì esprimeranno , preponendo pure nel sim- 
bolo a ciascuno dei quattro assi a, a, a, e il conveniente coeflieieate , 
«ccondu la pobiziooe delle faccie che loro appartengono. 
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detto a un soia asse^ il berillo o snieraldo ecc. , che hanno in ge- 
nerale forme oloedrìche; alcuni metalli nativi, come il tellurio, 
r antimonio, e V arsenico, il cinabro ossia solfuro di mercurio^ 
il corindone ( specie che comprende le pietre preziose più dure, 
tome il rubino ecc. , di cui la sostanza è V alumina ) , il ferro 
ossidato anidro, detto da Hatty ferro oligisto leisenglanz)^ lo 
spato calcare ossia calce carbonata ordinaria , la tormalina ecc. 
^e offrono forme emiedriche. 

Il rapporto della lunghezza dell' asse principale a ciascuno 
degli assi accessorìi yaria molto in queste diverse specie ; e si 
può talvolta esprimere in una nuuùera più semjdica pfer mezzo 
d' un radicale. Cosi preadendo per unità uno degli assi acces- 
Sdrii y 1' asse principale si trova molto prossimamente uguale 

l/iT 
a |/r nella pirite di ferro magnetica, a 1/ -^ nd Cerro ossidato , 

a •o~73 nella calce carbonata (i) , a \^o^ nelle tormalina ecc. 
Nel quarzo il valore dell' asse principale è molto prossimamente 

espresso da i,i*, nel beriUo o smeraldo da — ecc. 

Si potrebbe però anche cercare di esprimere con numeri ra- 
gionali approsrimati più o meno semplici quei rapporti che si 
sono espressi per mezzo di radicali. Cosi il valore •oJtS , 
equivalente a o,8544*«« , relativo alla calce carbonata , si può 

rappresentare molto semplicemente con — equivalente a 0,8571... 

Si vede del resto che quest' asse principale è ora maggiore , 
ora minore degli assi accessorìi, onde risultano per le forme 
primitive dodecaedri più o meno acuti od ottusi. 



(i) Hauy avea anticamente ammesso nelle forme della calce carbonata 

certi rapporti , che supponevano a si 1/-j preciso , ossia 1/0,76 in vece 

di KO,73 . Ma le osservazioni di WoUaston, Malus, e di altri cristallografi 
hanno fatto vedere che tale supposizione , per cui si simplificavano di molto 
i calcoli relativi alle forme di questa sostanza , non era sufficientenicnie 



esalta. 
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